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Vorwort

Fast jeder, der Computer verwendet, benutzt bewusst oder unbewusst Kom-
primierungsverfahren: bewusst etwa zur Archivierung von Dateien, um deren
Speicherbedarf zu senken, unbewusst durch Verwendung von Standardda-
tenformaten, die vordefinierterweise Datenkompression vorsehen. Wir wollen
hier versuchen, die (oft recht mathematischen) Grundlagen und Grundge-
danken der dabei verwendeten Algorithmen zu verstehen.

Diese Schrift wurde als Skriptum fiir eine zweistiindige Vorlesung an einer
Hochschule mit Semestersystem entworfen. Grundsétzlich sind die einzelnen
Kapitel als eine ,Doppelstunde” dieser Vorlesung gedacht, wobei kiirzere
Kapitel weniger als eine Doppelstunde beanspruchen diirften.

Dieses héngt natiirlich auch davon ab, wieviel insbesondere mathematische
Grundlagen die Studierenden mitbringen. So wird im Kapitel 13 die Fou-
riertransformation nur in Erinnerung gebracht, aber nicht grundlegend ein-
gefithrt. Die Dozierenden werden daher von Fall zu Fall Dinge griindlicher
als im Buch darlegen miissen.

Auf Beweise mathematischer Sachverhalte wurde im Buch fast durchgehend
verzichtet, um den Umfang nicht zu sprengen, zumal deren Durchfiihrung
im Rahmen einer zweistiindigen Vorlesung nur auf Kosten der Breite zu
erreichen ist.

Unserer Erfahrung nach (nach diesem Skript wurden bislang — nach un-
seren Kenntnissen — etwa ein halbes Dutzend Vorlesungen an unterschied-
lichen Universitéiten in Deutschland gehalten) reicht der vorgestellte Stof-
fumfang gut aus, um 12-14 Vorlesungswochen auszugestalten. Wer weitere
Hilfen benétigt, etwa vorbereitete INTEX-Folien, kann gerne mit den Verfas-
sern Kontakt aufnehmen.

Grundsiétzlich ist dies Buch auch zum Selbststudium gedacht und geeignet.
Mitzubringen sind, neben Interesse am Thema, eine gewisse mathematische
Grundbildung, wie sie im Rahmen jedes Grundstudiums in Informatik und
Mathematik, aber auch in jedem naturwissenschaftlichen oder ingenieurs-
wissenschaftlichen Grundstudium erworben wird.

Wer weiter gehende Informationen benottigt, der sei auf das mittlerwei-
le in zweiter erweiterter Auflage erschienene englischsprachige Buch von
Sayood [17] verwiesen. Dieses ist auch die wesentliche Grundlage des vorlie-
genden Skriptums. Insbesondere auf intensive Literaturverweise haben wir
in diesem Skipt weitgehend verzichtet und verweisen auf [17].

Dariiber hinaus gibt es viele Hinweise zu aktuellen Themen der Informatik,
und zu diesen zahlt zweifelsohne die Datenkompression, im Internet. Exem-
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plarisch verweisen wir an dieser Stelle auf die Adressen 2 und 3 aus unserem
Webadressenanhang.
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1 Einleitung

Dieses Kapitel soll motivieren, warum wir uns mit dem Thema Datenkom-
pression beschiéiftigen wollen. Daneben werden wir einige grundsétzliche Be-
griffe kldren.

Unter Datenkompression (oder Datenkomprimierung; wir verwenden beide
Worter im Folgenden unterschiedslos) verstehen wir ein Paar von Algorith-
men, ausfiihrlich auch Datenkompressionschema genannt: Der erste Algo-
rithmus —die (eigentliche) Kompression— konstruiert fiir die Eingabe X
eine Reprdsentation X., die (moglichst) weniger Bits als X braucht, und
der zweite Algorithmus —die Dekompression— generiert fiir gegebenes X
die Rekonstruktion Y. Ein Datenkompressionschema heifit verlustfrei (engl.:
lossless), wenn X = Y; sonst nennen wir das Schema verlustbehaftet (engl.:
lossy).

1.1 Wozu Datenkompression?

Ein natiirliches Ma$ fiir die Qualitdt des Komprimierungsschemas ist der
Quotient ,, Anzahl der Bits von X.“ durch ,, Anzahl der Bits von X“, den
wir Kompressionsquotienten (engl.: compression ratio) nennen. Der Kom-
pressionsquotient wird auch in bpb (bit per bit) gemessen.! In der Pra-
xis vergleichen wir die Komprimierungsschemata beziiglich des Kompres-
sionsquotienten so, dass bestimmte Eingaben X betrachtet werden. Zum
Beispiel benutzt man acht bestimmte Schwarz-Wei-Testbilder, CCITT fax
test images genannt, um verschiedene Methoden der Komprimierung von
Bildern zu vergleichen (Benchmarks). Die Tabelle unten zeigt den globalen
Kompressionsquotienten fiir verschiedene verlustfreie Methoden, das heif3t
wir teilen die Grofle aller Bildern durch die gesamte Grofle der kompri-
mierten Représentationen (mehr iiber CCITT fax test finden Sie z. B. in
Webadresse 4).

‘ Jahr ‘ Schema ‘ Kompressionsfaktor ‘

1980 | CCITT Group 3, T4 | 7,7
1984 | CCITT Group 4, T.6 | 15,5

1988 | IBM’s Q-Coder 19,0
1991 | 2-level coding 21,4
1993 | JBIG 19,7
1995 | TIC 22,3

Der Kehrwert des Kompressionsquotienten wird auch Kompressionsfaktor genannt.
Leider ist die Verwendung dieser Begriffe in der Literatur uneinheitlich, und dies gilt
wohl auch fiir unser Skript; aus dem Zusammenhang sollte aber stets klar werden, welche
Definition gemeint ist.
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Ein weiteres Maf} fiir die Qualitét ist die durchschnittliche Anzahl von Bits
fiir die Reprisentation eines einzigen Grundbestandteils (z. B. Pixel, Zei-
chen).

Fiir die verlustbehaftete Komprimierung braucht man noch ein Maf}, um die
Qualitat der Rekonstruktion ) zu bewerten. Den Unterschied zwischen )
und dem Eingabebild X’ nennen wir die Entstellung oder Verzerrung (engl.:
distortion) und den Begriff werden wir in Kapitel 7 diskutieren.

Als Motivation fiir Datenkompression betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiel 1.1 Wir zeigen, wieviel Speicherplatz ein Bewegtbild-Video ohne
irgendwelche Kompression bendétigt. Das Video habe folgende Parameter:

Auflosung: 720x480 Pixel

Farbtiefe: 2 Bytes

Bildwiederholfrequenz: 30 fps (frames per second = Bilder je Sekunde)
Lénge: 2 Stunden

Das ergibt:
720

X 480

345600  Pixels
X 2  Bytes

691200  Bytes je Bild
X 30 fps

20736000  Bps (Bytes per second)

X 7200 s

142383 MB =~ 139 GB

Das heifit, es werden 219 CDs bené6tigt, um ein solches Video auf CD-ROMs
mit einer Kapazitit von 650 MB zu speichern. Eine CD kann also knapp
33 s Video speichern.

Beispiel 1.2 Betrachten wir nun die Zeit und die Geschwindigkeit, die man
braucht, um die Daten in unkomprimierter Form zu senden.

1. Faxgerit:
Seitengrofie: 8,5 x 11 inch = 93,5 inch?
Abtasten mit 200 dpi:2 93,5 x 2002 = 3740000 b (bits)
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Ein Modemgerit mit einer Ubertragungsrate von 14,4 kbps (Kilobit
je Sekunde) bendétigt damit

3740 kb/14,4 kbps = 4 min 20 s

um eine solche Seite zu senden. Um eine komprimierte Seite zu spei-
chern braucht man etwa 250 kb und das gibt uns eine Ubertragungszeit
von

250 kb/14,4 kb/s = 17 s.

2. Video: Wir haben gezeigt, daf fiir ein Video in der Qualitét wie oben in
jeder Sekunde 20736000 B = 19,775 MB iibertragen werden miissen.
Das heifit, um ein Video online zu senden, braucht man eine Ver-
bindung mit einer Bandbreite von mehr als 165 Mbps! Ein Video im
MPEG?2 Format lasst sich bereits mit 3 Mbps online tibertragen.

Ist Datenkompression iiberhaupt moglich? Diese Frage, gestellt in
einer Schrift zu eben diesem Thema, erscheint geradezu ketzerisch. Vestehen
wir aber unter Datenkompression (im engeren Sinne) ein Verfahren, das eine
bestimmte Reprisentation in eine andere iiberfiihrt, die stets weniger Bits als
die urspiingliche benotigt, so zeigt ein einfaches Abzéhlargument, dass es ein
solches Verfahren nicht geben kann. Diese Argumentation wird in Arbeiten
zum Thema Kolmogorov-Komplexitit als sog. Inkompressibilititsargument
weitergefithrt. Im Ubrigen ist das angesprochene Gebiet der Kolmogorov-
Komplexitét fiir die Theorie der Datenkompression von daher von eminen-
ter Bedeutung, als es in gewissem Sinne begriindet, warum sich bestimm-
te Bitfolgen nicht komprimieren lassen: Die Kolmogorov-Komplexitéit einer
Bitfolge t ist namlich definiert als die Lange des kiirzesten ,,Programms”,
welches t erzeugt.? Eine Bitfolge heiit dann unkomprimierbar, falls sie selbst
quasi ihre kiirzeste Beschreibung ist.

Trotzdem funktioniert, wie wir alle wissen, Datenkompression in der Praxis
hervorragend. Woran liegt dies? Die naiv angewendete Inkompressibilitéits-
Uberlegung iibersieht die folgenden Grundbeobachtungen bei menschlich er-
zeugten Informationen (um die es sich im Folgenden durchgehend handelt):

e Die einzelnen Zeichen, d. h. die Grundelemente des Alphabets, tauchen
nicht mit der selben Wahrscheinlichkeit auf. Die sich daraus ableitende

2dpi (dots per inch)= Punkte je Zoll ist eine bei Druckern und Scannern {ibliches
Qualitdtsmaf.

3Man kann zeigen, dass —bei geeigneter Formalisierung des Begriffes ,,Programm”—
der Begriff der Kolmogorov-Komplexitét bis auf eine additive Konstante wohldefiniert ist.
Interessierte finden Néheres bei [10].
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Idee, ,,wahrscheinlichere” Zeichen mit weniger Bit als unwahrschein-
lichere zu codieren, ist bereits aus dem Morse-Alphabet bekannt und
wird im folgenden Abschnitt 1.2 eingehender behandelt.

e Blocke von Zeichen lassen sich aufgrund der Abh#ngigkeiten aufeinan-
der folgender Ereignisse geschickter gemeinsam als lose unabhéngige
Folge einzelner Zeichen verschliisseln.

e Information ist nicht ,zuféllig” (im Sinne der Kolmogorov-Komplexitit),
sondern enthélt vielmehr zahllose Regelméfigkeiten. Eine Grundstra-
tegie von Kompressionsverfahren beruht darauf, solche Regeln zu ent-
decken. In Kapitel 4 werden wir den einfachsten Umsetzungen dieser
Idee, den sog. Worterbuchtechniken, begegnen. Héaufig ist es jedoch
schwierig, solche Regeln zu finden. Manchmal ist es hilfreich, die ur-
spriingliche Bitfolge zunéichst geeignet umzuformen.

e Fiir oder von Menschen erzeugte Information ist nie zusammenhangs-
los. Vielfach ist es moglich und sinnvoll, verschiedene Gattungen von
Information zu unterscheiden.

Ist bekannt, dass die vorliegende Bitfolge einen ASCII-Text der engli-
schen Sprache darstellt, so suggeriert dies andere Kompressionsverfah-
ren (ndmlich solche, die auf Byte-Ebene arbeiten) als wenn die Bitfolge
eine zeilenweise Darstellung eines ,,sinnvollen” Schwarz-Weif3-Bildes ist
(dann sind starke Abhéngigkeiten von Bit zu Bit zu erwarten, und dies
natiirlich nicht nur zeilen- sondern auch spaltenweise).

e Schliefllich —wie schon angedeutet— kann oft auf eine exakte Re-
konstruierbarkeit des Originals verzichtet werden, da gewisse Feinhei-
ten vom menschlichen Auge oder Ohr gar nicht wahrgenommen wer-
den (konnen). Bei verlustbehafteter Kompression sind Inkompressibi-
litdtsargumente direkt nicht anwendbar.

Im Ubrigen muss eine verlustbehaftete Kompression nicht stérend
wahrgenommen werden. So kénnen bei Audiodaten, die fiir das mensch-
liche Ohr gedacht sind, Frequenzen, die gar nicht wahrgenommen wer-
den konnen, von vornherein vernachlassigt werden.

Dieser Abriss legt nahe, dass unser Thema in der Praxis sehr vielschichtig
und wichtig ist. Steigen wir also weiter ein!

1.2 Ein bisschen Informationstheorie

Betrachten wir das folgende Problem: Wie lautet eine sinnvolle Definition
fiir das quantitative Mafl der Information?
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5 1 P

Abbildung 1: Die Selbstinformation in Abhéngigkeit von P(A)

FElwood Shannon hat dieses Mafl wie folgt definiert: Sei A ein Ereignis und
P(A) die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt; definiere dann

1
i(A) =logg ——.
Z( ) 082 (A)
Shannon hat i(A) Selbstinformation (engl.: self-information) genannt. Wir
wollen i(A) auch als Informationsgehalt ansprechen. Das Verhalten der Selbst-
information in Abhéngigkeit von der Wahrscheinlichkeit P des Ereignisses
A ist in Bild 1 grafisch dargestellt.

Intuitiv ist der Begriff klar: Seien A und B zwei Ereignisse (z. B. A = | Der
Verbrecher ist kleiner als 2m.*“ und B = ,,Der Verbrecher ist groier als 2m.“)
mit den Wahrscheinlichkeiten

P(A)=0,999 und P(B)=0,001.

Eine Zeugenaussage, A treffe zu, ist keine grofie Uberraschung, und deshalb
enthélt sie nicht viel Information (i(A) ist sehr klein). Eine Nachricht, daf§
B wahr ist, hat dagegen einen grofien Informationsgehalt.

Sei S eine bestimmte Informationsquelle. Die Entropie ist der ,mittlere In-
formationsgehalt pro Nachricht aus S”:

H(S) =) P(A)-i(4),
AeS
wobei wir fiir P(A) = 0 das Produkt P(A) -i(A) als 0 betrachten (dies ist
sinnvoll, weil lim,_,o x-log % = 0). Wir werden meistens S als endliches Quel-
lenalphabet ¥ = {ay,...,a,} betrachten. Dann ist P(a;) die Wahrschein-
lichkeit, daf8 a; eintritt und der Informationsgehalt i(a;) = logy 1/P(a;) be-
schreibt die Anzahl von Bits (deshalb Basis 2 fiir den Logarithmus), die fiir
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die Kodierung des Zeichens a; notig ist (wobei theoretisch Bruchteile von
Bits zugelassen werden). Der Einfachheit halber lassen wir im Folgenden die
Basisangabe bei Logarithmen weg und treffen die Ubereinkunft, 2 sei unsere
Standardbasis. Die Entropie

HE) =S Pla;) - log %
i=1 ¢

ist die mittlere Anzahl von Bits um eine Nachricht aus X zu codieren.

| [Pl ]|Pb) [Pl [P [Pl |H |
0,2 [0,2 0,2 0,2 0,2 2,322
0,5 [0,25 [0,125 |0,0625 | 0,0625 | 1,875
0,75 | 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 | 0,0625 | 1,3
0,94 [ 0,01 [0,01 [0,01 [0,01 [0,322

Ll e B R

Tabelle 1: Beispiele fiir Entropien

Beispiele zur Entropie: Sei ¥ = {a,b,c,d,e} mit P(a) = P(b) = P(c) =
0,25 und P(d) = P(e) = 0,125. Dann ist

H=3-0,25 logd+2-0,125-log8 = 1,5 + 0,75 = 2, 25.

Weitere Beispiele enthélt Tabelle 1.

Hy(p)

Abbildung 2: Die binéire Entropie-Funktion Hj

Eine interessante Eigenschaft ist, dal die Entropie fiir ungleichméfigere Ver-
teilungen kleiner wird. Als weiteres Beispiel, das diese Eigenschaft illustriert,
betrachten wir die bindre Entropie-Funktion:

1
Hy(p) = plog — + (1 — p) log ;
() ’ ( ) =7
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das heifit, die Entropie-Funktion fiir zwei Quellensymbole mit Wahrschein-
lichkeiten p und 1—p. Die Werte fiir Hy(p), wobei p zwischen 0 und 1 variiert,
zeigt das Diagramm 2.

Weitere interessante Eigenschaften der Entropie-Funktion (im Allgemeinen)
sind:

1. H ist symmetrisch, das heifit fiir jede Permutation 7 : {1,...,n} —
{1,...,n} gilt:

H(p1,p2,--,Pn) = H(Pr(1), Pr(2)s - - - s Pr(n))

wobei H(pi1,p2,...,pn) die Entropie fiir das Quellenalphabet ¥ =
a,ag,...,a, mit P(a;) =p1,..., P(a,) = p, bezeichnet.

2. Untere und obere Grenzen fiir H lassen sich angeben:

11 1
O:H(l,O,...,O)SH(pl,...,pn)SH(—,—,...,—) =logn
n’'n n

1.3 Benchmarks fiir die englische Sprache

Um die Leistung eines Komprimierungsschemas fiir Dateien mit Texten in
Englisch abzuschéitzen, muss man wissen, wieviel Informationsgehalt ein
Zeichen der englischen Sprache besitzt. Ahnliche Uberlegungen sind auch
fiir andere (mit phonem- oder silbenorientierten Buchstaben geschriebenen)
Sprachen gemacht worden; diese liefern im Wesentlichen die gleichen Ergeb-
nisse. Nur im Englischen hat sich jedoch ein Standardkorpus fiir Benchmarks
entwickelt. Da dies fiir die Einschéitzung von Kompressionsverfahren wesent-
lich ist, beziehen wir uns im Folgenden auf die englische Sprache.

Nehmen wir an, dass wir die Information in bps (Bits je Zeichen) messen und
dafl wir 96 druckfihige ASCII Zeichen benutzen. Dann bekommen wir bei
Annahme einer Gleichverteilung der Zeichen heraus, dafl die Entropie gleich
log 96 = 6,6 bps, also recht groB ist. Verwenden wir jedoch eine Verteilung,
die aus den Héufigkeiten der Vorkommen von Zeichen in einer groflen Samm-
lung englischer Texte empirisch ermittelt wurde, so bekommen wir fiir die
Entropie etwa 4,5 bps. Fiir die Codierung, bei der jedes Zeichen separat
codiert wird, ist die Huffman-Methode optimal (siche Abschnitt 2.4) und
in dem Fall benottigt sie etwa 4,7 bps, das ist nur wenig schlechter als die
Entropie.

Dass die Entropie 4,5 betrigt, heifit allerdings nicht, dass man englische
Texte nicht besser komprimieren kénnte als mit 4, 5 Bits je Zeichen. Nehmen
wir an, dass wir Blocke von Zeichen der Lénge 8 betrachten. Dann bekommen
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wir 96% verschiedene Blocke, und diese versuchen wir jetzt zu codieren. Eine
interessante Beobachtung ist, dass das fiir die uniforme Verteilung nicht hilft:
Die Entropie fiir die neue Quelle ist jetzt log 968 = 8 x 6,6 Bits je Block
= 6,6 Bits je Zeichen, also genau so grofl wie frither. Fiir die Verteilung,
die der englischen Sprache entspricht, bekommen wir aber eine viel bessere
untere Schranke fiir die Anzahl von Bits je Zeichen; die Entropie ist hier
nédmlich etwa 19 Bits je Block und das heifit 2,4 bps. Wenn wir die Lange
der Blocke weiter vergroflern, dann werden wir eine immer bessere Entropie
bekommen. Wegen der enormen Anzahl von Blécken mit grofler Linge ist es
leider unmoglich, eine prézise Statistik zu bekommen. Man vermutet, dafl die
untere Schranke fiir die Entropie etwa bei 1,3 bps liegt. Das bedeutet, man
konnte verlustfrei von 96 druckfihigen ASCII-Zeichen zu 3 druckfihigen
Zeichen iibergehen, ohne deshalb ldngere Texte drucken zu miissen. Das
Lesen solch eines Textes wire aber fiir Menschen sehr miihevoll.

Bytes | Beschreibung

bib 111261 | Bibliographic files (refer format)
bookl | 768771 | Hardy: Far from the madding crowd
book2 | 610856 | Witten: Principles of computer speech

geo 102400 | Geophysical data
news 377109 | News batch file
objl 21504 | Compiled code for Vax: compilation of progp

paper2 | 82199 | Witten: Computer (in)security

paperd | 46526 | Witten: In search of “autonomy”

paperd | 13286 | Cleary: Programming by example revisited
paperb | 11954 | Cleary: A logical implementation of arithmetic
paper6 | 38105 | Cleary: Compact hash tables using bidirectional linear probing

pic 513216 | Picture number 5 from the CCITT Facsimile test files
(text and drawings)

progc 39611 | C source code: compress version 4.0

progl 71646 | Lisp source code: system software

progp 49379 | Pascal source code: prediction by partial matching
evaluation program
trans 93695 | Transcript of a session on a terminal

obj2 246814 | Compiled code for Apple Macintosh: Knowledge support system
paperl | 53161 | Witten, Neal and Cleary: Arithmetic coding for data compression

Tabelle 2: Details zum Calgary-Corpus

In der Praxis entwickelt man Komprimierungsmethoden, die fiir englische
Texte verschiedener Art effizient sind. Als Benchmark wird fiir diese Zwecke
oft der sogenannte Calgary-Corpus verwendet. Diese Sammlung enthélt 2
Biicher, 5 Artikel, 1 Literaturliste, 1 Sammlung von Zeitungsartikeln, 3 Pro-
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gramme, 1 Protokoll einer Sitzung am Computerterminal, 2 Binércodes von
Programmen, 1 geographische Datei und 1 Bit-Map eines Schwarz-Weif3-
Bildes (Einzelheiten finden Sie in Tabelle 2; noch mehr Informationen hier-
zu enthélt [1]). Zugegebenermaflen ist die letztere Beispieldatei eben keine
Textdatei, wurde aber wohl hinzugenommen um typische Anwendungen von
Kompressionsverfahren zu simulieren.

Datum bps | Schema | Autoren

May 1977 3,94 | LZ77 Ziv, Lempel

1984 3,32 | LZMW | Miller and Wegman
1987 3,30 | LZH Brent

1987 3,24 | MTF Moffat

1987 3,18 | LZB Bell

. 2,71 | GZIP .

1988 2,48 | PPMC | Moffat

2,47 | SAKDC | Williams

. 2,47 | PPMD | Howard

Nov 1993 | 2,34 | PPMC | Moffat

Oct 1994 2,34 | PPM* Cleary, Teahan, Witten
18 Nov 1994 | 2,33 | PPMD Moffat

1995 2,29 | BW Burrows, Wheeler
31 Jan 1995 | 2,27 | PPMD | Teahan
1997 1,99 | BOA

Tabelle 3: Die Entwicklung der Leistung von Kompressionsverfahren, gezeigt
am Calgary-Corpus

Die Tabelle 3 zeigt die Entwicklung der Komprimierungsmethoden durch
die Jahre fiir den Calgary-Corpus als Benchmark.
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2 Grundlegende Codes

2.1 Préifixcodes

Betrachten wir ein Codierungverfahren, das jedem Symbol aus dem Quel-
lenalphabet genau ein binédres Codewort zuordnet. Die Codierung hat zusétz-
lich folgende Eigenschaft: Kein Codewort ist ein Prifix des anderen Co-
deworts. Die Codes, die diese Eigenschaft haben, nennen wir Prdfizcodes.
Mit Hilfe von Préfixcodes kénnen wir eine Folge von Symbolen so codie-
ren, dass wir einfach die Codeworter hintereinander schreiben, ohne zusétz-
liche Trennsymbole zu benutzen. Wie man sich leicht iiberlegt, fithrt die
Einfiihrung von Trennsymbolen nach Codewdrtern dazu, einen Prifixcode
Zu erzeugen.

In diesem Kapitel zeigen wir den Satz von Kraft und beschreiben dann die
grundlegenden Prifixcodes.

Abbildung 3: Der Baum eines Préfixcodes

Eine einfache Kennzeichnung von Préfixcodes ist die folgende: Im Préfixcode
ist jedes Symbol durch ein Blatt in einem Bindrbaum représentiert, und das
Symbol wird durch den Weg von der Wurzel bis zum Blatt bindrcodiert
(links = 0, rechts = 1). Als Beispiel betrachte man Bild 3.

Satz 2.1 (Kraft 1949): FEs existiert ein Prifizcode K : {aq,...,ap,} —
{0,1}" mit |K(a1)| = 41,...,|K(an)| = &, genau dann wenn

Zn: 27h < 1. (1)
=1

Die Relation (1) heifit auch Kraftsche Ungleichung.

Beweis: Nehmen wir an, es gibt einen Prifixcode K : ¥ — {0,1}T, wobei
Y = {a1,...,a,} ein Quellenalphabet ist. Dann sei ¢; = |K(a;)| fiir i =
1,...,n und es sei

m = max{l1,...,0,}.
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Betrachten wir jetzt den Bindrbaum 7T fiir K, das heifit T hat n Blétter
und jedes Blatt représentiert ein Codewort. Jetzt verlangern wir T' zu einem
vollsténdigen Binédrbaum 7" der Hohe m. Ein Beispiel fiir n = 6, m = 4 und
einen Code K (a;) = ¢; findet sich in Bild 4.

Abbildung 4: Ein (vervollsténdigter) Bindrbaum 7"

Jetzt betrachten wir die Teilbdume mit Wurzeln ci,co,...,c, und stellen
fest daf die Teilbdume disjunkt sind. Es ist einfach zu sehen, dafl ein Baum
mit Wurzel ¢; 27~ % Blitter hat. Weil alle Teilbdume disjunkt sind und 7"
insgesamt 2™ Blétter hat, ergibt sich " ; om—ti < 9™ Das impliziert die
Kraftsche Ungleichung.

Jetzt nehmen wir an, dass die Kraftsche Ungleichung Y ;" 27t < 1 gilt.
Wir wollen einen Code K konstruieren mit |K(a;)| = ¢; fiir i = 1,...,n.
Es sei /4 < 4y < ... < {, = m. Betrachten wir nun einen vollstindigen
Bindrbaum T der Hohe m, wie beispielweise in Bild 5. Um den Code K zu

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ebene 3

_Ebene 4

Abbildung 5: Ein Bindrbaum zur Hlustration

erzeugen, benutzen wir folgenden Algorithmus:
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for k:=1 to n do
1. in Ebene /; + 1 nimm Knoten
v als ¢, mit v # ¢
fiir alle i <k mit ¢; =/}
2. entferne alle Nachfolger von v in T'.

Da (wegen Punkt 2. des Schleifenrumpfes) stets nur Blitter in dem gleich-
zeitig konstruierten Baum T gewéhlt werden, erzeugt der Algorithmus einen
Prifixcode. Die Frage ist nun, ob er fiir jedes £k = 1,...,n in Punkt 1. des
Schleifenrumpfes immer einen Knoten v in Ebene £, + 1 findet. Um dies zu
zeigen, betrachten wir die folgenden Ungleichungen:

n k—1 k—1
2m > 2m. Yy "ol s g Yy gl =y Tomeh
i=1 =1 i=1

Die rechte Grofie beschreibt die Anzahl der Blédtter des vollstéindigen Binér-
baumes, die wir in den Schleifendurchldufen 1,2,...,%k — 1 entfernt haben.
Weil am Anfang T 2™ Bléatter hat und weil ¢1 < l5 < ... < ¢, gilt, folgt
aus den obigen Ungleichungen, dass wir in Schritt k£ mindesten ein Blatt in
Ebene m + 1 haben. Deshalb gibt es einen Knoten v wie in Punkt 1. des
Schleifenrumpfes erforderlich. O

Aus dem Beweis des vorigen Satzes lesen wir ab:

Folgerung 2.2 Jeder Prdfizcode geniigt der Kraftschen Ungleichung.

Fiir das Alphabet ¥ = {ay, ..., a; }, wobei jedes Symbol a; mit Wahrschein-
lichkeit P(a;) auftritt, und die Codierung K : ¥ — {0,1}" definieren wir
die erwartete Linge von K als

k

L= Pla;) - |K(a)].

i=1

Unten erkldren wir Shannon-, Shannon-Fano- und Huffman-Codierungen.
Huffman-Codes sind optimale Préfixcodes (also Codes mit kleinster erwar-
teter Lange L) und die ersten beiden Codierungen erzeugen fiir manche
Eingaben —wie wir sehen werden— nicht optimale Losungen. Wir geben
aber diese Verfahren an, weil sie interessante und niitzliche Strategien fiir
Datenkompression enthalten.

2.2 Shannon-Algorithmus

Es seien p1 = P(ay), ..., pn = P(ap) mit p1 > py > ... > p,. Dann sei
P :=0,und firi >1sei P,:=p1+ ... +pi_1.
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Shannon-Algorithmus:

for 1:=1 to n do
l; = [—logp;l;
Sei PZ = 0, b1b2b3 e
K(CLZ) = blbg . bgi ;

Beispiel 2.3 Betrachten wir einen Text iiber dem Alphabet ¥ = {a, b, ¢, d, e},
wobei die Verteilung der Symbole durch P(a) = 0,35, P(b) = 0,17, P(c) =
0,17, P(d) = 0,16 und P(e) = 0,15 gegeben ist. Folgende Tabelle stellt den
Code dar, wie er durch den Shannon-Algorithmus generiert wird:

Di L | P P; (Binér) Code
a|035]2 10,0 0,0000000. .. | 00
b|0,17 | 3 | 0,35 | 0,0101100... | 010
c| 0,17 |3 | 0,52 | 0,1000010... | 100
d| 0,6 |3 | 0,69 | 0,1011000... | 101
e| 0,153 |08 0,1101100... | 110

Damit ergibt sich
Ls=0,35-2+0,17-3+0,17-3+ 0,16 -3+ 0,15-3 = 2,65

Es ist leicht zu sehen, dass die Shannon-Codierung nicht optimal ist.

Die Shannon-Codierung zeigt in einfacher Weise Beziige zwischen Zahldar-
stellungen von Wahrscheinlichkeiten (bzw. deren Summen) und Binércodes.
Dieser Gedanke wird in Kapitel 3 weiter entwickelt werden.

Satz 2.4 Der Shannon-Algorithmus generiert einen Préfizcode.

Beweis: Es sei P, =0,b1bsb3... = g—% + 3—2 + --- Nach Konstruktion gilt

1
IOg _ S €i7

7
womit fiir jedes j > i+ 1
1
Pj—PiZR‘H—Pz‘:piZ%

gilt. Wegen p1 > ps > ... > p, gilt 41 < ly < ... < /,. Angenommen, es
gibt ein ¢ und ein j mit ¢ < j und

K(ai):blbg...bg, K(CLj)ZClCQ...ng

7
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wobei £; > ;. Ist by = c1,...,by, = ¢y, so gilt
P; — P
< 274,
also ein Widerspruch. O

2.3 Shannon-Fano-Codierung

Ein weiteres Beispiel fiir einen Priifixcode ist die Shannon-Fano-Codierung:

make-code(X)
if |¥| =1 then for a € ¥ return node(a)
else
teile ¥ auf in ¥ und ¥y mit ) .5 Pla) =) s, Pla);

return node(make-code(X;) ,make-code(X,)).

Aus dem rekursiven Aufbau des Algorithmus (Rekursionsbaum) folgt sofort:

Satz 2.5 Der Shannon-Fano-Algorithmus liefert einen Préfizcode.

Die Codierung zeigen wir nur an einem Beispiel. Im Vergleich mit der Huffman-
Codierung ist die Methode von Shannon-Fano viel schlechter. Sie konstruiert
nicht immer optimale Prifixcodes.

Beispiel 2.6 Betrachten wir die folgende Eingabe: P(a) = 0,4, P(b) =
0,25, P(¢) = 0,15 und P(d) = P(e) = 0, 1. Der Shannon-Fano-Algorithmus
arbeitet folgendermafien

a(0,4) d(0,1) Q b(0,25) ¢(0,15) e(0,1)
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Die Ausgabecode ist:

P | Code | Linge

a|0,4 | 00 2
b|0,25| 10 2
c|0,15| 110 | 3
d]0,1 | o1 2
el0,1 | 111 3

Fiir diese Codierung ist die erwartete Lénge
Lsp=2-04+2-0,25+3-0,15+2-0,14+3-0,1=2,25

wihrend die (optimale) erwartete Lénge 2,15 ist. Wir werden spéter sehen,
daf} die erwartete Léinge fiir die Huffman-Codierung

Ly=1-04+2-0,25+3-0,15+2-4-0,1 =2,15
betragt, also optimal ist.
Wie man leicht nachrechnet, liefert die Shannon-Fano-Codierung im Beispiel

aus dem letzten Abschnitt eine erwartete Lénge Lg_p = 2,5, ist also in dem
Fall etwas besser als die Shannon-Codierung.

2.4 Huffman-Algorithmus

Huffman-Codes sind optimale Prifixcodes (also Codes mit kleinster erwar-
teter Linge Li).
Der Algorithmus fiir die Huffman-Codierung arbeitet wie folgt:
1. Starte mit dem Wald aus B&dumen, in dem jeder Baum ein
Symbol darstellt und w; = P(a;) das Gewicht des Baumes ist.

2. Repeat until Wald besteht aus nur einem Baum:

- wahle die zwei Baume 7] und 75 mit den kleinsten
Gewichten w; und ws;

- nimm nun statt 7} und 75 den Baum

/)\

T T

mit dem Gewicht w; + wsy.
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Beispiel 2.7 Betrachten wir das Eingabealphabet ¥ = {a, b, ¢, d, e} und die
Wahrscheinlichkeiten:

P(a) | P(b) | P(c) | P(d
1

| P(d)
0,4 ] 0,2 |0,15]0,125

| P(e)
10,125

Der Algorithmus konstruiert den Ausgabebaum folgendermaiflen:

0.4 0.2 0.15 0.125 0.125

oal b | c]d]e
Der Ausgabecode ist: 0 ‘ 100 ‘ 101 ‘ 110 ‘ 111

Man kann induktiv das folgende Ergebnis beweisen:

Satz 2.8 Die erwartete Codelinge ist fiir Huffman-Codierung optimal.

Betrachten wir jetzt die Qualitdt der Huffman-Codierung in Vergleich mit
der Entropie, oder —anders gesagt— vergleichen wir nun die optimale er-
wartete Codeldnge mit der Entropie.

Satz 2.9 Sei ¥ ein Quellenalphabet und K : ¥ — {0,1} ein beliebiger
Prifixcode. Dann gilt:
Ly > H(Z).

Satz 2.10 Fiir jedes Quellenalphabet 3 ist die minimale erwartete Codelinge
fiir Prifizcodes hichstens H(X) + 1.

Dann bekommen wir als Korollar die folgende Abschétzung fiir die erwartete
Lange der Huffman-Codierung:

Korollar 2.11 Fliir jedes Quellenalphabet 33 gilt:

HS) < Ly <H(S) + 1.
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Wir beschliefflen dieses Kapitel mit der Skizze einer Implementierung des
Huffman-Algorithmus.

Codierer: Decodierer:

/* ——— first pass --—- %/ gettree(input,T);

initialize frequencies; while ((ch=decode(input)) != eof)
while (ch !'= eof) putchar (output,ch) ;

{

ch = getchar(input);
update_frequence(ch);
}
construct_tree(T);
puttree (output,T);
/* --- second pass --- */
initialize_input;
while (ch != eof)
{
ch = getchar(input);
put (output,encode(ch)) ;

}

put (output,encode(eof)) ;

2.5 Adaptive Huffman-Codierung

Um die Huffman-Codierung zu implementieren, braucht man vollstéandige
Kenntnisse iiber die Wahrscheinlichkeitverteilung beziehungsweise iiber die
H#ufigkeit der einzelnen Symbole. Die adaptive Huffman-Codierung ge-
neriert hingegen die entsprechende Statistiken dynamisch. Ein solcher Zu-
gang ist besonders niitzlich bei einer on-line Ubertragung von Daten. Aufer-
dem braucht bei der adaptiven Huffman-Codierung der Codierer nicht den
Baum in Ausgabecode zu codieren. Das allgemeine Szenario fiir die adaptive
Huffman-Codierung sieht wie folgt:

Adaptive Huffman-Codierung

Codierer: Decodierer:
initialize_tree(T); initialize_tree(T);
while (ch !'= eof) while (ch !'= eof)
{ {
ch = getchar (input); ch = decode(input);
put (output, encode(ch)); putchar (output,ch) ;
update_tree(ch); update_tree(ch);
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Wir zeigen jezt eine effiziente Implementierung fiir update _tree. Es sei X
mit |3] = n—1. Wir betrachten YXU{NYT} (NYT - not yet transmitted). Jeder
Knoten eines Binéirbaumes (wobei fiir jeden Knoten gilt: outdeg = 2 oder 0)
hat Knotennumer ¢; € {1,2,...2n — 1} und Knotengewicht w; € Ny. Wir
definieren die Geschwister-Eigenschaft wie folgt: Fiir j = 1,..,n sind f9;_1
und f; Geschwister eines Vaters mit £ > fo;_1,f2; und wy, = wo;j_1 + wo;
und wy < wsg < wsg ... < Wop_1.

Ein Block sind alle Knoten mit gleichem Gewicht. Man kann zeigen: Jeder
Baum mit Geschwister-Eigenschaft ist ein Huffman-Baum.

Initially: current number = 2n-1; root.number = 2n-1; root.weight=0;

void update_tree(char ch)

{

if first_appearance(ch) {
p = leaf (NYT); p->weight++;
q = new node(ch);

g->father = p; gq—->weight = 1; g->number = --current_number;
r = new node(NYT);
r->father = p; r->weight = 0; r->number = --current_number;

p = p—>father;

}

else p = leaf(ch);

while (!root(p)) {
if (!(sibling(p, leaf (NYT))) && !max number_in_block(p))
{ let q highest numbered node in block; switch(p,q); }
p—>weight++;
p = p—>father;
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2.6 Erweiterte Huffman-Codierung

Betrachten wir motivierend folgendes Beispiel: Sei ¥ = {a,b} und P(a) =
0,9; P(b) = 0, 1. Dann liefert der Huffman-Algorithmus folgende Codierung:

P | Code
al0,9 0
b|0,1 1

mit der erwarteten Lénge 1-0,9 4+ 1-0,1 = 1 Bits/Symbol. Die Entropie
fiir unser Alphabet (also die mittlere Anzahl von Bits, um das Symbol aus
Y. zu codieren) ist

10
H(2) = 0,9 log - +0,1-log 10 = 0,47 .

Die Redundanz —die Differenz zwischen der erwarteten Lénge und der
Entropie— ist 0,53 Bits je Symbol, also fast 113% der Entropie. Das heifit,
dafl (1) unser Code praktisch nicht komprimiert (er ,iibersetzt* lediglich
a — 0 und b — 1) und (2) um einen Text zu codieren, benutzen wir um
113% mehr Bits, als eine minimale Codierung briauchte. Um diesen Unter-
schied zu verkleinern, betrachten wir das neue Alphabet

»? = {aa, ab, ba, bb}

mit der Wahrscheinlichkeiten: P(aa) = [P(a)]?, P(bb) = [P(b)]? und P(ab) =
P(ba) = P(a) - P(b). Der Huffman-Algorithmus konstruiert folgende Codie-
rung:

P | Code | Lange

aa | 0,81 0 1

ab [0,09] 10 P

ba | 0,09 | 110 3

bb 10,01 | 111 | 3

Die erwartete Lénge ist 1-0,814+2-0,09+3-0,0943-0,01 = 1,29 Bits je
Symbol im Alphabet Y2, also 0,645 Bits je Symbol in ¥ und jetzt benutzt
unsere Codierung nur noch 37% mehr Bits als eine minimale Codierung. Fiir
das Alphabet

»3 = {aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb}
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ist der Unterschied noch kleiner:

P Code | Lange
aaa | 0,729 0 1
aab | 0,081 | 100
aba | 0,081 | 101
baa | 0,081 | 110
abb | 0,009 | 11100
bab | 0,009 | 11101
bba | 0,009 | 11110
bbb | 0,001 | 11111

QY O O O | W| W

und die erwartete Linge ist 0,52 bps: nur um 11% mehr als die Entropie
H(%).

Sei H™ die erweiterte Huffman-Codierung fiir die Blocke der Lange m.
Dann bekommen wir die folgende Ungleichung.

Satz 2.12 Fiir jedes Quellenalphabet X gilt:

1
HY)<Lgm <H(X)+ p—

Beweisidee: Wir zeigen, dal H(X™) = mH (X). Daraufhin verwenden wir
Korollar 2.11. g

Wir haben gesehen, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir jedes neue ,,Zeichen”
@, i, - . . a;,, des Alphabets ¥™ das Produkt von Wahrscheinlichkeiten

P(ay) x P(ag) X ... P(ap,)

ist. Das heifit, dafl die Wahrscheinlichkeiten fiir die Zeichen innerhalb eines
Blocks unabhéingig sind. In der Praxis haben wir aber sehr selten mit einer
solchen Situation zu tun. Fiir die englische Sprache z. B. ist die Wahrschein-
lichkeit, dass das Zeichen ‘a’ im U. S. Grundgesetz vorkommt, gleich 0, 057,
aber die Wahrscheinlichkeit fiir die Reihenfolge von 10 ‘a’s ist nicht 0, 0579
sondern 0. In der Praxis mufl man fiir jedes m eine neue Statistik fiir ¥X™
konstruieren.

Das ist aufgrund des exponentiellen Wachstums kaum machbar. Einen prak-
tikablen Ausweg beschreibt das néchste Kapitel.
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3 Arithmetische Codes

Im vorherigen Kapitel haben wir gezeigt, dass die erweiterte Huffman-Co-
dierung eine Ausgabe mit sehr kleiner Redundanz produziert. Die Idee war
die Folgende: Statt einzelne Symbole des Quellenalphabets codieren wir die
Sequenzen der Symbole mit Hilfe des grundlegenden Huffman-Algorithmus.
Der Nachteil des Verfahrens ist aber, dass der Algorithmus Huffman-Codes
fiir alle moglichen Folgen der Quellensymbole konstruieren muss, um einen
Eingabetext zu codieren. Das heifit beispielsweise, dass fiir ein Quellenalpha-
bet mit 256 Symbolen und fiir Folgen der Lénge 3 der Algorithmus 16 777 216
neue Symbole betrachten muss. Deshalb ist der erweiterte Huffman-Algo-
rithmus schon fiir den Fall der Lénge 3 einfach unbrauchbar. In diesem
Kapitel werden wir die arithmetischen Codes diskutieren. Fiir diese Codes
betrachten wir auch statt einzelner Symbole Folgen von Symbolen, und dann
codieren wir diese Folgen. Der Vorteil des Verfahrens ist, dass jede Folge se-
parat codiert werden kann. Das Schema des Verfahrens ist folgendes: Es
sel U UaUglUy . . . Uy € X7 ein Text, wobei X das Quellenalphabet ist. Dann
berechne fiir die Folge eine numerische Reprisentation — einen Bruch zwi-
schen 0 und 1, und fiir diese Représentation berechne den bindren Code.
Der Algorithmus, der Arithmetische Codes konstruiert, produziert fiir die
Folge direkt den bindren Code, aber um die Methode leichter zu verstehen,
werden wir sie weiterhin als zweistufiges Verfahren darstellen:

Folge der Symbole — numerische Reprasentation — binéirer Code.

3.1 Numerische Reprisentation

Sei ¥ = {ay,a9,as,...,a,} das Quellenalphabet mit Wahrscheinlichkeiten
P(ay),...,P(a,). Wir definieren F(0) =0 und firi=1,2,...,n

F(i) =Y P(a).
k=1

Sei a;,ai,a;, . .. a;, eine Folge. Eine numerische Reprdsentation fiir diese
Folge ist ein Bruch im Intervall [I(™) (™)) (engl.: lower bzw. upper). Die
Grenzen des Intervalls definieren wir rekursiv folgendermafien:

W =F@ -1 oW =F(3)
und fiir alle £k =2,3,...,m
(k) — q(k=1) (u(k—l) _ l(k—l)) F (i — 1)
wk) = qk=1) 4 (u(k—l) _ l(k—l)) F (ig,) .
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Wie man leicht durch Betrachten von ,, Teleskopprodukten” sieht, gilt der fol-
gende Zusammenhang (unter Beibehaltung der eben eingefiihrten Bezeich-
nungsweisen):

Lemma 3.1 (™ — (M) — ITie, P(ai,).

| “ | b | N |
[ [ [ |
0 0,7 0,9 1
a a a
' a ‘ b c !
[ [
0,49 0,63
b5
pe bq
[
0,616
0,588

Abbildung 6: Intervallreprisentation
Als Beispiel fiir diese Konstruktion betrachten wir:

Beispiel 3.2 ¥ = {a,b,c} mit Wahrscheinlichkeiten P(a) = 0,7, P(b) =
0,2,P(c) = 0,1 und m = 3. Das Intervall z. B. fiir die Folge abb ist
[0,588;0,616), siehe Bild 6.

Die numerische Reprisentation kann man jetzt beispielsweise folgenderma-
Ben definieren: m) )

T(ayai, ... a;,) = —
also als den Mittelpunkt des Intervalls. Wir sehen, dass die einzige Informa-
tion, die der Algorithmus braucht, um die numerische Reprisentation fiir
eine gegebene Folge zu berechnen, die Funktion F' ist. Insbesondere braucht
er nicht die Représentationen fiir die anderen Folgen zu kennen.

Um die numerische Reprisentation zu finden, berechnen wir die Grenzen (%)
und u®, fiir k = 1,2,...,m und dann wihlen wir einen Wert in [[(™) 4(™)).
Der umgekehrte Prozess —eine numerische Représentation zu entziffern—
lauft sehr dhnlich: Es sei T die gegebene numerische Reprisentation. Der
folgende Algorithmus konstruiert die Folge fiir 7.

Sei [ =0 und u©® = 1;
for k:=1 to m do
begin
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T* .— (T _ l(k—l))/(u(k—l) _ l(k—l));
Finde i so dass F(iy — 1) <T* < F(ig);
Return(a;,) ;
Berechne [(*) und u(k);
end.

3.2 Binirer Code

Nehmen wir an, dass T(a;ai,...a;,) = (u™ — 10™))/2 eine numerische
Représentation fiir die Folge a;,a;, ... a;,, ist. Die bindre Darstellung der
numerischen Représentation kann natiirlich beliebig lang bzw. unendlich
sein. In diesem Kapitel zeigen wir, wie man die Reprisentationen mit Hilfe
einer kleinen Anzahl von Bits codieren kann.

Es sei, wie frither, P(a;, a;, - .. ai,,) = P(ai,) - P(a;,) ... P(a;,, ). Wir definie-
ren

1
Lag aiy ... aq,) = [log Plaa " )—‘ + 1.
iy Qi -+ - G,

Den bindren Code der Reprisentationen definieren wir als ¢(a;, ai, ... a;,,)
hochstwertige Bits des Bruchs T'(a;, ai, - . . a;,, ).

Beispiel 3.3 Sei ¥ = {a,b}, P(a) = 0,9, P(b) = 0,1 und die Liange m = 2.
Dann bekommen wir folgende Codierung fiir alle Folgen:

r | T(x) binér ¢(x) | Code
aa | 0,405 | 0,0110011110... | 2 01
ab | 0,855 | 0,1101101011... | 5 | 11011
ba | 0,945 | 0,1111000111... | 5 11110
bb | 0,995 |0,1111111010... | 8 | 11111110

Wir zeigen jetzt, dass man die Codierung eindeutig codieren und decodieren
kann. Dann geben wir den Algorithmus fiir die Codierung bzw. die Deco-
dierung an.

Es sei |y], ein Bruch y, der nach dem ¢-ten Bit abgeschnitten ist. Wir wollen
zeigen, dass fiir die Folge x die Zahl |T'(2)],(,) ein eindeutiger Reprisentant
fiir die numerische Repréisentation von x ist. Hinreichend dazu werden wir
zeigen, dass sich |T'(z)]y(,) im Intervall [l(m),u(m)) der Folge = befindet.

Satz 3.4 Sei [l(m),u(m)) ein Intervall fiir die Folge x € ¥™. Dann gilt:

T(2)] 4, € [z<m>,u<m>) .
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Beweis: Wir haben |T'(z)] ) < u™ | weil T(x) < u(™. Um die zweite
Ungleichung zu zeigen, betrachten wir zuerst

1 1
o(z) —  9flogl/P(z)]+1
1
< 9log 1/P(x)+1 (2)

Aus Lemma 3.1 folgt:
— P
T(z) =1 + %
Dann bekommen wir mit Ungleichung (2)

1

T (m)
T(x) > 1" + 5@

Wenn wir also den Bruch T(z) hinter dem £(x)-ten Bit abschneiden, dann
gilt wegen T'(z) — |T(x)] o) S 9—{(z).

LT(x)J £(z) > 10"
O

Jetzt zeigen wir, dass man den bindren Code eindeutig decodieren kann.
Diese Eigenschaft folgt direkt aus:

Satz 3.5 Jeder Arithmetische Code ist Prdfiz-Code.

Beweis: Es sei a € [0,1) und 0,b1b2...b, die bindre Darstellung fiir a.
Beobachten Sie zuerst, dass die folgende Eigenschaft gilt: Ein Bruch b €
[0,1) hat eine binére Darstellung mit Préfix b1by ... b, genau dann, wenn
bela,at+ 2%) Alles, was man jetzt zum Beweis des Satzes noch zeigen muss,

ist: Das ganze Intervall “T(m)J o) |T(x)] o) T 25—%@) liegt in [l(m),u(m)),
wobei 1™ und u(™ die Grenzen fiir die Folge x sind.
Wir haben schon gezeigt, dass LT($>J (@) > (™) Wir brauchen also nur noch

die zweite Ungleichung zu beweisen. Wir haben (mit den Uberlegungen des
vorigen Beweises):

w™ LT($)JZ(x) > qm _ T(x)
_ P(2) 1
= T3 Ty
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Jetzt schitzen wir ab, wie effizient diese Codierung ist. Man braucht, um
eine Folge x zu codieren, {(x) = {log %—‘ +1 Bits. Es sei L g die erwartete

Lange fiir einen arithmetischen Code fiir eine Folge der Lénge m. Dann gilt
wegen {(x) = |log(P(z))] + 1 <log(P(z)) + 2:

Lgm = Z P(z)l(z)

TeEX™

< =) P@)logP(z)+2 > P(x)

zeD™ zeES™
= H(XE™)+2.
Weil L gm immer grofer als die Entropie ist, bekommen wir
H(X™) < Lgm < H(X™) 4+ 2.
Fiir die durchschnittliche Lénge L4 pro Symbol bekommen wir

H(Z™) H(Z™) 2

SLa<—+—
m m

und weil H(X™) = mH(X), gilt

2
HX)<Lps<HX+—.
m
Wenn wir also die Léange der Folge vergréflern, dann kommen wir immer
naher an die Entropie.

Algorithmus

Schwierigkeit: Rechengenauigkeit (denn die Linge der Intervalle konvergiert
gegen Null).
Losung: Skalierung der Intervalle.

Codiere das k-the Symbol a;, ;
/* am Anfang der Codierung:
1:=0; u:=1; I:=][l,u); bits_to_follow:=0 */
w:=1+|I| - F(ig);l =14 |I| - F(ig-1); I :=[l,u);
while(1) {
if 1C[0,0.5) { Fall I
output (0) ;
while (bits_to_follow > 0)



3 ARITHMETISCHE CODES 32

{ output(1); bits_to_follows -- ; }
Skalierung [0,0.5) — [0,1) : I =: 2l; u =: 2u;
}
else if [ C[0.5,1) { Fall II
output(1);
while (bits_to_follow > 0)
{ output(0); bits_to_follows —- ; }
Skalierung [0.5,1) — [0,1) : 1:=2(I—0.5); u:=2(u—0.5);
}

else if [ C[0.25,0.75) { Fall III
bits_to_follows ++ ;
Skalierung [0.25,0.75) — [0,1) :
1:=2(1—-0.25); u:=2(u—0.25);
}
else break; Fall IV
} /% while(1) */

Ende der Codierung;
bits_to_follow ++ ;
if (1<0.25) { Fall v

output (0) ;
while (bits_to_follow > 0)
{ output(1); bits_to_follows -- ; };
}
else { Fall VI
output (1) ;
while (bits_to_follow > 0)
{ output(0); bits_to_follows -- ; };
}

Betrachten wir wieder das selbe Beispiel wie friiher:

Beispiel 3.6 Wir wollen abb codieren bei den gegebenen Wahrscheinlich-
keiten P(a) =0,7,P(b) =0,2,P(c) =0, 1.

Tabellarisch liefert der Algorithmus das Folgende:

k  Intervall Fall bits_to_follow Ausgabe
1 [0,0;0,7] v 0 -

2 [0,49;0,63] III1 0—1 -

2 10,48;0,76] v 1 -

3 10,676;0,732] 1II 1—0 10

3 [0,352;0,464] 1 0 0

3 10,704;0,928] II 0—1 1

3 [0,408;0,856] VI 1—0 10
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4 Worterbuch-Techniken

Die Idee fiir Worterbuch-Techniken ist folgende: Konstruiere eine Liste der
Muster, die im Text vorkommen, und codiere die Muster als Indizes der
Liste. Diese Methode ist besonders niitzlich, wenn sich eine kleine Anzahl
Muster sehr hiufig im Text wiederholt. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:
Wenn wir geniigend Kenntnisse iiber den Text haben, dann benutzen wir ein
statisches Verfahren (mit festem Worterbuch, engl.: dictionary), sonst eine
dynamische Methode, bei der das Worterbuch im Laufe der (De-)codierung
aufgebaut wird.

In abgewandelter Form werden wir Worterbuchtechniken in Gestalt von Co-
debiichern, siche Abschnitt 9.

4.1 Statische Verfahren

Die meisten statischen Verfahren sind nur fiir ganz besondere Falle niitzlich.
Zum Beispiel fiir die Komprimierung von Dateien, in denen die Leistungen
von Studenten gespeichert sind. Dort kommen Worter wie ,Name”, ,, Matri-
kelnummer” und ,,Note” sehr oft vor.

Hier beschreiben wir eine Methode, die etwas allgemeiner angewandt wer-
den kann, ndmlich den Digramm-Codier-Algorithmus. Bei diesem Verfahren
enthélt das Worterbuch alle einzelnen Buchstaben und dann moglichst viele
Paare von Buchstaben, die wir Digramme nennen. Z. B. sind fiir ein Worter-
buch der Lange 256 die ersten 95 Eintridge die druckbaren ASCII-Zeichen
(ohne das Leerzeichen) und die restlichen 161 Eintréige sind diejenigen Paare
von Symbolen, die ,erfahrungsgeméfl” am haufigsten benutzt werden. Dann
codiert man jedes Symbol bzw. jedes Symbol-Paar mit 8 Bits.

Ein wesentlicher Unterschied von Worterbuch-Techniken zu friiher erlduterten
Verfahren wir schon hier deutlich: Wahrend bislang immer nur einzelne Zei-
chen oder Blocke fester Lénge codiert wurden, werden jetzt direkt (also
mit einem einzigen Codewort) zu codierende Textstiicke unterschiedlicher
Lénge zugelassen, wobei meist ,,greedy”-artig versucht wird, ein moglichst
langes Textstiick direkt zu codieren. Etwas formaler bedeutet dies, dass ein
zu codierender Text ¢ zerlegt wird in ¢ = ¢y ... ¢y, wobei die ¢; direkt zu
codierende Textstiicke sind mit der Eigenschaft, dass ¢; der lingste Préfix
von ¢; ... cy, ist, der im Worterbuch zu finden ist.

Im Beispiel des Digramm-Codier-Algorithmus bedeutet dies: findet sich ein
Symbolpaar nicht im Worterbuch, so wird das erste Zeichen des Paares di-
rekt codiert und sodann versucht, das letzte Zeichen jenes Paares zusammen
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mit dem néchsten Eingabezeichen direkt (als neues Symbolpaar) direkt zu
codieren, usw.

4.2 Dynamische Verfahren

Alle wichtigen dynamischen Verfahren basieren auf zwei Algorithmen, die
von Jacob Ziv und Abraham Lempel 1977 bzw. 1978 beschrieben wurden,
némlich LZ77 und LZ78. Hier beschreiben wir die grundlegenden Algorith-
men und ihre Varianten:

e LZSS — Lempel-Ziv-Storer-Szymanski (gzip, ZIP und andere),

e LZW — Lempel-Ziv-Welch (GIF, TIFF),

e LZC — Lempel-Ziv (Unix Compress, im Skript LZ77 genannt) und

o LZMW — Lempel-Ziv-Miller-Wegman*

Zeiger

I i e E I E . |
c alclalblblalblclalarbibiarcidicra ¢
—d oL _J__L_J__L_J

Absuch-Puffer Codier-Puffer

Das Gleitfenster

Abbildung 7: LZ77: Eine Momentaufnahme

LZ77, auch Gleitfenster-Algorithmus (engl.: sliding windows) genannt, be-
arbeitet den zu codierenden Text mit Hilfe eines Fensters, das iiber den Text
hinweg verschoben wird. Das Fenster besteht aus zwei Teilen: den Absuch-
Puffer und den Codier-Puffer. Der Absuch-Puffer enthilt einen Suffix des
Textes, der bis zu einem bestimmten Zeitpunkt verarbeitet wurde und die
Zeichenfolge im Absuch-Puffer dient als Worterbuch, um die Zeichen im
Codier-Puffer zu codieren. Als Beispiel betrachte man Abbildung 7. In die-
sem Beispiel ist die Lénge der Puffer 8 bzw. 7.

Um einen neuen Code zu konstruieren, benutzt LZ77 das folgende Verfahren:
1. Verschiebe den Zeiger auf das erste Symbol von rechts im Absuch-

Puffer. Dann sei Startsymbol, S := ,das erste Symbol (von links)
im Codier-Puffer” und offset, L := 0.

4Dies Verfahren wird nicht weiter im Skript erldutert, ebensowenig wie viele andere
Varianten, siehe [16]. Im Internet gibt es auch gute Quellen insbesondere fiir Bildkompres-
sionsverfahren und deren Vergleich, siehe z.B. die Internetseite 1 mit all ihren Verweisen.
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2. Verschiebe den Zeiger im Absuch-Puffer so weit nach links, bis er das
Zeichen findet, das gleich dem Startsymbol ist, oder die linke Grenze
des Puffers erreicht hat. Wenn die Grenze des Puffers erreicht ist, dann
gib als Code

(offset, L, K(S))

aus, wobei K(S) der Code des Zeichens S ist; sonst gehe zum néchsten
Schritt.

3. Lies Zeichen fiir Zeichen gleichzeitig vom Startsymbol und Zeiger so
lange, bis die Zeichen gleich sind. Wenn die Lange der durchgelesenen
Zeichenfolgen grofler als L ist, dann nimm diese Lénge als neuen Wert
fiir L und den Abstand des Zeigers zur rechten Grenze des Absuch-
Puffers als neuen Wert fiir of fset. Weiterhin nimm das L+1-ste Sym-
bol des Codier-Puffers als S und beginne so wieder mit Schritt 2.

Beispiel 4.1 Wir verdeutlichen das Verfahren am Beispielfenster von Bild 7:

Startsymbol S offset L Zeiger  Ausgabe

a a 0 0 0 —
a b 1 1 1 —
a b 1 1 2 —
a b 1 1 3 —
a b 4 2 4 —
a b 4 2 5 —
a b 4 2 6 —
a c 7 4 7 —
a c 7 4 8 (7,4, K(c))

Die erste Zeile zeigt die Ausgangssituation. Danach beschreibt jede Zeile
die Inhalte der Variablen des Verfahrens fiir jeden moglichen ,,Zeigerstand”
nach der Abarbeitung der Schritte 2 und 3. Bei Zeigerstand 1 beispielswei-
se deutet der Zeiger auf das letzte Zeichen im Absuchpuffer. Dieses stimmt
mit dem Startsymbol iiberein. Daher wird Schritt 3 durchgefiihrt und ent-
deckt, dass die Linge L der ldngsten Folge, die bei Startsymbol im Codier-
Puffer beginnt und mit der beim Zeiger im Absuch-Puffer beginnenden Folge
tibereinstimmt, gleich 1 ist. Daher ist nun L gleich Eins und das erste auf die-
se Weise uncodierte Zeichen im Codier-Puffer ist b und wird in S gespeichert.
Ferner wird in offset der (letzte ,erfolgreiche”) Zeigerstand vermerkt. Die
Zeigerstinde 2 und 3 in den beiden folgenden Zeilen melden keine ,, Treffer”,
weshalb die {ibrigen Variablen unverindert bleiben. Bei Zeigerstand 4 hinge-
gen wird wieder ein a gefunden. Jetzt ist die lingste iibereinstimmende Zei-
chenfolge ab, und die Inhalte der Variablen werden entsprechend angepasst.
In dieser Weise fortfahrend, wird abba als lingstes Teilstiick bei Zeigerstand
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7 gefunden und der entsprechende Code nach Abarbeitung des gesammten
Absuch-Puffers ausgegeben.

Wenn die Erzeugung eines Codewortes fertig ist, dann verschiebt man das
ganze Fenster um L+1 Symbole, um ein neues Codewort mit dem skizzierten
Algorithmus zu konstruieren.

Beispiel 4.2 Wir betrachten, wie der Algorithmus den folgenden Text co-
diert:

abaabbabaacaacabbeof

Das Zeichen eof steht dabei fiir das Textende (eigentlich Dateiende, engl.:
end of file).

Inhalt der Puffer H Generierter Code

abaablbabaacaacabb | (0,0,K(a))
a|lbaabblabaacaacabbd (0,0, K (b))

lablaabbalbaacaacabd (2,1, K(a))

labaalbbabalacaacabd (3,1, K(b))

labaabblabaac|aacabd (6,4, K(c))

abaab|lbabaac|aacab]b (3,4, K(b))

abaabbabaalcaacadl|b] || (1,1,K(eof))

Beobachten Sie eine interessante Sache, die in Zeile 6 vorkommt: Die Zei-
chenfolge der Lange 4, die mit offset = 3 im Absuch-Puffer anfingt, endet
im Codier-Puffer. Natiirlich ist eine solche Situation sehr giinstig, denn, je
langer die Zeichenfolgen, desto kiirzer der gesamte Code. Das Problem ist
aber: Kénnen wir solche iiberlappende Zeichenfolgen eindeutig decodieren?
Wir zeigen unten, dass das Decodierungsverfahren fiir LZ77 auch in solchen
Fillen korrekt funktioniert.

Das Decodierungsverfahren lauft entsprechend. Anstelle einer formalen Be-
schreibung zeigen wir zwei Beispiele, in denen die Linge der Absuch-Puffer
7 ist. Nehmen wir an, dass der Inhalt des Absuch-Puffers sowie der néichste
Code die Eingaben des Verfahrens sind.
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Beispiel 4.3 Der Inhalt des Absuch-Puffer ist: aabbacda und der Code:
(7747K(a))

Gehe 7 zuriick ,--K?Ef??}.-..
| ; i
lalalb]blalc]d]a] lalalb[blalc]d]ala]
Kopiere 2 Kopiere 3
v v v v
[alalb]blalc]d]ala b] [alalb]blalc]d]ala b D]

Kopiere 4
oeees opiere 2 Decodiere K (a) —l

[alalb]blalc]d]lala b b al [ala]b]b]alc][d]ala b b a] [a]

Beispiel 4.4 Der Inhalt des Absuch-Puffers ist: abcabca und der Code:
(3,5, K(d)) (die Decodierung fiir eine iiberlappende Zeichenfolge).

Kopiere 1
Gehe 3 zuriick p .....
| P
la]b]c]alb]c]d] lalblclalblclalb]
Kopiere 2 Kopiere 3
v i v i
[alb]c]alb]c]alb c] [alb]clalb]clalb c a]
Kopiere 4 Kopiere 5
o oo
[alb]c]alb]c]alb ¢ a b] [alb]c]alb]c]alb c a b c]

Decodiere K (d) _l

[alb]clalbclalb ¢ a b c] [d]

LZSS ist eine Variante von LZ77, die im Ausgabecode keinen Code fiir das
néchste Zeichen angibt. Jetzt hat jeder Ausgabecode eins von zwei Formaten:
e (0,0ffset, Linge) oder
e (1,Zeichen).
Typischer Weise konstruiert LZSS den Code des ersten Formats, wenn die

Lange grofler als 2 ist, und dann benutzt der Algorithmus die Huffman-
Codierung, um die Zeichenkette, bestehend aus ‘Ausgabecode-Symbolen’
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der beiden beschriebenen Formate, zu codieren. In der Praxis ist die Lange
des Fensters gleich 32.

Beispiel 4.5 Wir betrachten zwei kleine Beispiele fiir LZSS:
Fingabe: a a a a a a a
Ausgabecode: (1,a) (0,1,6) (1, eof)

Fingabe: aaabababda
Ausgabecode: (1,a) (1,a) (1,a) (1,b) (0,2,5) (1,eof)

Man beachte, dass der Ausgabecode im zweiten Beispiel nicht (1,a),(0,1,2),(1,0)...
lautet, denn dann wére die Lange ja nicht grofler als 2.

LZ77 (und seine Varianten) bearbeitet besonders schlecht Eingaben, in de-
nen sich Zeichenfolgen befinden, die sich im Fingabetext in gréfferem Ab-
stand wiederholen, als die Linge des Fensters erfassen kann, so wie im fol-
genden Text:

.efghz'abcdefghia|bcdefghi|abcdefgh|i...

Der Algorithmus kann die Zeichenfolgen, die sich im Text oft wiederholen,
nicht komprimieren (wegen der Linge des Fensters) und er konstruiert fiir
diesen Fall eine sehr uneffiziente Ausgabe. Die néchste Algorithmen werden
Texte mit solchen Eigenschaften viel besser bearbeiten.

Wir betrachten zuerst das grundlegende LZ78 Komprimierverfahren. Dieser
Algorithmus speichert die Informationen iiber die Zeichenfolgen, die er im
Eingabetext findet, in der Tabelle Worterbuch. Am Anfang ist diese Tabel-
le leer, und dann speichert der Algorithmus im Wérterbuch sukzessiv neue
Zeichenfolgen und gleichzeitig generiert er die Ausgabecodes fiir diese Fol-
gen. Jeder Code hat das Format (i, k), wobei i der Index zum Wérterbuch
ist und k der Code eines einzelnen Zeichens. Das heifit, dass jedes Paar
(i,k) eine Zeichenfolge codiert, die eine Verkettung zweier Worter ist: das
erste Wort mit der Lange > 0 und das zweite mit der Lénge 1. Um den
neuen Code zu generieren, findet der LZ78-Algorithmus im Eingabetext die
langste Zeichenfolge w, die schon im Wérterbuch gespeichert wurde, und
nimmt als ¢ den Index fiir w. Wenn das Wort w leer ist, dann nehmen wir
i = 0 an. Dann liest der Algorithmus das néchste Zeichen Z, fiigt wZ dem
Worterbuch hinzu und gibt (i, K(Z)) aus. Fiir K(Z) nehmen wir den Code
fiir das Zeichen Z an so lange, bis der Algorithmus das erste Mal die Zei-
chenfolge wZ betrachtet, wobei w ein Leerwort ist. Dann ist K(Z) gleich
dem Index der Tabelle Worterbuch fiir dieses Zeichen.

Beispiel 4.6 Das folgende Beispiel zeigt, wie der LZ78-Algorithmus mit der
Eingabe abababcabac funktioniert.
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Wérterbuch Ausgang

Text | Index Eintrag Code

a 1 a (0, K(a))

b 2 b (0, K(b))

a

b 3 ab (1,2)

a

b

c 4 abc (3, K(c))

a

b

a 5 aba (3,1)

c 6 c (0, K(c))
eof

Der Dekomprimieralgorithmus fiir die LZ78-Methode lduft ganz einfach: Er
startet mit der leeren Tabelle Worterbuch und dann rekonstruiert er sie.

Das LZW Komprimierverfahren, das Terry Welch 1984 entwickelt hat, ist
eine Variante von LZ78. LZW gibt im Ausgabecode keinen Code fiir die
Zeichen an, und als Codewoérter benutzt der Algorithmus direkt die Indi-
zes des Worterbuches. Das Verfahren startet mit dem Worterbuch, das die
einzelnen Standardzeichen enthélt. Nehmen wir an, dass wir 256 solche Zei-
chen betrachten werden und dass die Indizes der Tabelle Worterbuch mit 0
anfangen. Der Codier-Algorithmus sieht folgendermaflen aus:

w = NIL
while (Z = readchar()) {
if wZ in Woérterbuch
w = wZ
else {
gib Code fiir w aus
fiige wZ ins Worterbuch
w=272}
}

gib Code fiir w aus

Eine wichtige Eigenschaft ist, dass der Codier-Algorithmus einen Code fiir
ein Wort wZ genau dann ausgibt, wenn er frither mindestens einmal das Wort
im Text getroffen hat. Diese Eigenschaft spielt eine entscheidende Rolle bei
der Decodierung.
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Beispiel 4.7 Das folgende Beispiel zeigt, wie der Algorithmus mit der Ein-

gabe

abababeabac

funktioniert —vergleichen Sie LZW mit LZ78 bei gleicher Eingabe, das ha-
ben wir frither betrachtet.

Neuer Eintrag

Text w Z | im Worterbuch | Ausgang
Eintrag Index Code
a a
b a b ab 256 a
a b a ba 257 b
b a b
a ab a aba 258 (256)
b a b
c ab ¢ abc 259 (256)
a c a ca 260 c
b a b
a ab a
¢ | aba c¢| abac 261 (258)
eof c c

Das zweite Beispiel zeigt, wie der LZW einen Text mit vielen iiberlappenden

Zeichenfolgen codiert.

Beispiel 4.8 LZW mit iiberlappenden Zeichenfolgen:

Neuer Eintrag

Text | w Z | im Worterbuch | Ausgang
Eintrag Index Code

a a

a a a aa 256 a

a a a

a aa  a| aaa 257 (256)

a a a

a aa @

a |aea a| acaa 258 (257)

eof a a

Um den Code zu dekomprimieren, startet der Algorithmus mit der Tabelle
Wérterbuch, die die einzelnen Standardzeichen enthélt (wie beim Codier-
Verfahren) und dann rekonstruiert er die Tabelle Worterbuch. Der Decodier-
Algorithmus sieht folgendermaflen aus:
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v = Wérterbuch(readcode())
output v
while (C = readcode()) {
if C in Worterbuch
w = Worterbuch(C)

else {
K = v[0] /* v[0] ist das erste Zeichen in v
w = vK
}
output w
Z = w[0]
fiige vZ ins Worterbuch
vV=uw

41
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5 Weitere Verfahren

Im folgenden diskutieren wir drei weitere fiir die (verlustfreie) Kompression
wichtige Verfahren als Ergénzung zum bisher Gesagten.

5.1 Lauflangencodierung

Sind in Texten (eher aber in Bildern, insbesondere Schwarz-Wei8-Bildern)
lange Sequenzen gleicher Zeichen zu erwarten, so empfiehlt sich die Lauf ldn-
gencodierung: Bei ihr wird neben dem Code fiir ein Zeichen (der evtl. per
Huffman-Codierung erzeugt wurde) mitgeteilt, wie oft sich das Zeichen wie-
derholt. Bei Bildern sind oft ganze Bereiche schwarz oder weifl, was sich
in langen Ketten von Nullen oder Einsen manifestiert. Bei dieser Anwen-
dung muss man auch die Zeichen selbst nicht mehr (codiert) iibertragen,
da nur zwei verschiedene stets abwechselnd in Frage kommen. Nur noch die
Laufléngen selbst miissen gesendet werden. Dieser Gedanke wird uns bei der
Facsimile-Codierung (Abschnitt 6.2) wieder begegnen.

Eine Abwandlung dieses Gedankens findet Anwendung, wenn bekannt ist,
dass in den vorliegenden zu iibertragenden Daten lange Folgen von einer Sor-
te Zeichen vorkommen, gemischt mit anderen Zeichensorten, die typischer
Weise nicht als lange Sequenzen vorkommen. Dann kann man je nach Zei-
chensorte Laufldngencodierung oder z. B. Huffmancodierung angwenden.
Diese Idee wird uns insbesondere bei transformierten Datensétzen wieder
begegnen.

5.2 Adaption durch Kontext: ppm

Cleary und Witten haben dieses bekannteste kontext-basierte Verfahren 1984
ersonnen. Wir werden im folgenden weniger die (obschon wichtigen) Fein-
heiten von ppm-Algorithmen (ppm steht fiir engl.:, Prediction with partial
match”) erldutern als vielmehr ihre Prinzipien darlegen, da ppm-Algorithmen
zunehmend an Popularitéit gewinnen.

Vereinfacht sind ppm-Codierer Verfahren, die eine adaptive arithmetische
Codierung nicht nur fiir einzelne Zeichen, sondern auch fiir Zeichen in ih-
rem Kontext (einer vorgegebenen Maximalldnge) verwenden. Adaption bei
arithmetischer Codierung bedeutet, dass die bisher beobachteten relativen
Héufigkeiten als Grundlage fiir den Entwurf des Wahrscheinlichkeitsmodells
genommen werden.

Bei der Codierung wird stets zunéchst versucht, moglichst lange Kontex-
te anzunehmen. Dies bedeutet, dass zuerst ein Wahrscheinlichkeitsmodell
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hochster Ordnung gewihlt wird. (Die Ordnungsnummer des Modells ist da-
bei einfach die Linge des Kontextes.) Schlidgt diese Annahme fehl (was dies
bedeutet, wird an den folgenden Beispielen klar werden), geht der Codie-
rer auf das Wahrscheinlichkeitsmodell néchstniederer Ordnung iiber. Diesen
Ubergang signalisiert er dem Empfiinger durch Ubermittlung eines Escape-
Zeichens. Die verschiedenen Varianten von ppm unterscheiden sich im we-
sentlichen in der unterschiedlichen Behandlung der Zahlung des Escapes.
Wir erldutern im folgenden das einfachste Verfahren, ppma genannt. Hier-
bei wird in den Wahrscheinlichkeitsmodellen n-ter Ordnung (fiir n > 0)
stets angenommen, dass das Escape mit Héufigkeit Eins gezéhlt wird. Um
das Versagen des Modells bei ,neuen” Zeichen zu verhindern, wird auch
ein weiteres, nichtadaptives Wahrscheinlichkeitsmodell eingefiihrt, in dem
sdmtlichen Zeichen des Grundalphabets die selbe Wahrscheinlichkeit zuge-
sprochen wird; dieses Modell erhélt die Ordnungsnummer —1.

Betrachten wir die Codierung des folgenden Satzes iiber dem Alphabet
{a7 d7 l7 r? 87 _}:
lara_lass_das_da

Als Kontextlénge wollen wir maximal Eins zulassen (was eine sehr kleine
Zahl ist fur die Praxis).

Das sogenannte Wahrscheinlichkeitsmodell (—1)-ter Ordnung ist nicht-adaptiv
und ordnet der Einfachheit halber jedem der Zeichen die selbe Wahrschein-
lichkeit zu, also in unserem Fall 1/6.

Das Wahrscheinlichkeitsmodell (oder besser Zahlmodell) nullter Ordnung
besteht nach dem Einlesen von lara_lass_ aus:

Buchstabe Anzahl kumulierte Anzahl rel. Haufigkeit

a 3 3 3/11
l 2 5 2/11
r 1 6 1/11
s 2 8 2/11
_ 2 10 2/11
ESC 1 11 1/11

Das Wahrscheinlichkeitsmodell (oder besser Z&hlmodell) erster Ordnung be-
steht nach dem Einlesen von lara_lass_ aus:
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Kontext Buchstabe Anzahl kumulierte Anzahl rel. Haufigkeit

l a 2 2 2/3
l ESC 1 3 1/3
a r 1 1 1/4
a s 1 2 1/4
a - 1 3 1/4
a ESC 1 4 1/4
r a 1 1 1/2
r ESC 1 2 1/2
_ 1 1 1 1/2
_ ESC 1 2 1/2
s s 1 1 1/3
s _ 1 2 1/3
s ESC 1 3 1/3

Wie man sieht, handelt es sich eigentlich um eine ganze Reihe von Wahr-
scheinlichkeitsmodellen, je eines fiir jeden bislang vorkommenden Kontext.

Als néchstes Zeichen hétten wir ein d zu verschliisseln, und zwar im Kon-
text _. Bislang hatten wir diese Situation nicht vorgefunden, weshalb wir
das Escape codieren. Ein Blick in die obige Tabelle lehrt, dass dies eine
Ubertragung des Intervalls [1/2,1) erfordert.® Gehen wir zum Kontext null-
ter Ordnung iiber, so bemerken wir, dass ein d bislang noch gar nicht beob-
achtet wurde, so dass wir wiederum ein Escape codieren. Hier bedeutet dies
die Ubertragung des Intervalls [10/11,1). SchlieBlich erfordert die Verwen-
dung des Modells (—1). Ordnung die Ubertragung des Intervalls [1/6,2/6).
Natiirlich miissen wir jetzt auch noch die Modelle nullter und erster Ordnung
entsprechend anpassen.

Bei der Abarbeitung des folgenden Zeichens a versagt wiederum das Modell
erster Ordnung, so dass ein Escape codiert werden muss. Das Modell null-
ter Ordnung gestattet jedoch die Codierung des a’s, und zwar als Intervall
[0,3/12). Man beachte, dass jetzt 12 Symbole (und nicht mehr 11 wie zuvor)
insgesammt zu Grunde liegen.

SchlieBlich kommt bei der nachfolgenden Ubertragung des s das Modell ers-
ter Ordnung zur Anwendung; es ist das Intervall [1/4,2/4) zu senden.

Es ist klar, das der Decodierer auf der Empfangsseite dieselben Statistiken
fiithren muss und kann wie der Sender, so dass eine Entschliisselung der
gesendeten Daten leicht moglich ist.

Auf eine wichtige Feinheit und damit Varianten von ppm(a) wollen wir noch
eingehen, ndmlich das Ausschlussprinzip. Betrachten wir dazu nochmals im

SHierzu verweisen wir auf den Abschnitt iiber arithmetische Codierung.
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vorigen Beispiel die Ubertragung des d’s. Die Tatsache, dass eine Codierung
mit dem Modell erster Ordnung gescheitert war, bedeutet doch, dass das zu
iibertragende Zeichen kein [ sein kann. Entsprechend bedeute das Scheitern
der Anwendung des Modells nullter Ordnung, dass kein a, [, 7, s oder _ zu
iibetragen ist, so dass tatsdchlich ein modifiziertes Modell (—1)ter Ordnung
angewendet werden konnte, bei dem im konkreten Fall nur noch das triviale
Gesamtintervall [0,1) zu codieren wére. Beim a ist wiederum das Modell
erster Ordnung gescheitert, was aber keine weiteren Ausschliisse erlaubt, da
jetzt das erste Mal der Kontext d beobachtet wurde.

5.3 Burrows-Wheeler-Transformation (BWT)

Die Idee des von Burrows und Wheeler 1994 vorgeschlagenen Kompressi-
onsverfahrens besteht darin, durch (spezielles) Sortieren des zu codieren-
den Textes eine Folge zu erhalten, die viel mehr Struktur als der Urtext
enthélt und somit effizient (mit Hilfe irgendeines anderen Verfahrens) ver-
schliisselbar ist. Um weiterhin verlustfrei zu iibertragen, muss neben dem
sortierten Text noch Zusatzinformation gesendet werden. Im Gegensatz zu
den anderen bislang vorgestellten Verfahren ist der Aufwand BWT-basierter
Kompression (mindestens) quadratisch.

Konkret arbeitet der Transformationsalgorithmus wie folgt: Gegeben ein
Text der Léange N, werden zunéchst N — 1 Folgen durch zyklisches Vertau-
schen der Zeichen erzeugt. Diese insgesamt N Folgen je der Linge N werden
nun lexikographisch sortiert.

Erinnerung: lexikographische Ordnung fiir Worter gleicher Lange bedeutet,
dass, ausgehend von einer linearen totalen Ordnung des Grundalphabets,
U=uy...uy <v=uvp...v5 gilt genau dann, wenn es ein J € {1,...,N}
gibt, so dass u; = v; fiir alle j < J sowie u; < vy gilt. Die so erzeugten
Folgen werden als Zeilen einer N x N-Matrix A angesehen. Ubertragen wird
nun die letzte Spalte L von A sowie der Index I der Zeile von A, die den
urspriinglichen Text enthélt.

Wie kann der Empfianger aus L und I den urspriinglichen Text D wieder
herausfinden? Zunéchst ist klar, dass L[I]| das letzte Zeichen von D enthélt,
also D|N] = L[I] gilt. Aulerdem kann man durch Sortieren von L leicht die
Abfolge der Zeichen in der ersten Spalte F' von A bekommen. Diese Informa-
tionen kann man dazu benutzen, um D vollstdndig ,,von hinten nach vorne”
zu rekonstruieren. Dazu hilfreich ist eine Permutation 7" von {1,..., N} mit
der Eigenschaft F'[T[j]] = L[j] fiir alle j € {1,..., N}. Hat man T gefunden,
so leistet

k— I,
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for j=1to N—1do k « T[k]; D[N — j] « L[k] od

die gewiinschte Entschliisselung. Dazu beobachte man, dass in der urspriinglichen
Folge D L[j] unmittelbarer Vorgéinger von F[j] ist, wenn man sich D zy-
klisch angeordnet denkt. Also ist auch L[T'[j]] unmittelbarer Vorgéinger von
F[T[j]] = L[j]. Daher buchstabiert sich D riickwérts als L[I|, L[T'[I]], L|T[T[I]]],
usw.

Im Ubrigen liefert die Beobachtung, L[j] ist unmittelbarer Vorginger von
F[j], auch die Begriindung dafiir, dass die BWT eine Folge L mit langen
Lauflangen einzelner Zeichen liefert, da in einer grofleren Matrix A Zeilen
mit gleichen Anfangssequenzen ja hintereinander stehen und quasi den Kon-
text fiir das (als letztes Zeichen in der Zeile aufgefiihrte) Vorgéingerzeichen
liefern, sodass gleiche Anfangssequenzen aufeinanderfolgender Matrixzeilen
mit hoher Wahrscheinlichkeit hintereinander folgende gleiche Zeichen in L
zeitigen. Daher ist eine Laufléingencodierung von L sinnvoll.

Wie lésst sich T" aus L (sowie F') gewinnen? Wollen wir beispielsweise T'[1]
bestimmen, so hilft uns die Gleichung F[T'[1]] = L[1] sicherlich, ein Intervall
von Indizes auszumachen, die als Kandidaten von 7[1] in Frage kommen. Be-
achte, dass wir tatséchlich ein Intervall von Indizes erhalten, da A und damit
F ja lexikographisch sortiert ist. Aus Sortierungsgriinden ist es nun sinnvoll,
in dem konkreten Fall den Index des Intervallanfangs als T'[1] anzusetzen.
Ist im allgemeinen L[j] = A das k-te Vorkommen von A in L[1]... L[j],
so wihle man das k-te Zeichen im Intervall a = F[j1],...,a = Fl[jo] zur
Bestimmung von 7'[j].

Wir erldutern dies Verfahren wieder an einem Beispiel.

Beispiel 5.1 Wir wollen lara_lass codieren. Die sortierte 9 x 9-Matrix sieht
wie folgt aus:

ar a - | a s s 1
a s s L ar a _ 1
a -l a s s I a r
Il ar a - 1l a s s
l a s s 1l a r a _
r a - |l a s s |l a
s L ar a - | a s
s s L ar a - 1l a
_l a s s I a r a

Daher wird die Folge
L =llrs_asaa

und der Index I = 4 des urspriinglichen Textes iibertragen. Wir berechnen
jetzt (zur Decodierung) die Transformation 7' aus diesen Informationen.
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Zuerst konnen wir F' = aaallrss_durch Sortieren erzeugen. Dann bestimmen
wir die Transformation ,,riickwérts”:

L] =1=F[{4]
L2 =1 = FI[5]
L[3] =r = F[6]
L[4] = s = F[7]
L5 =_=F[9]
L[6] = a = F1]
L7 =s = FI[§]
L8] =a=F]2]
L9 =a=F[3]
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Dann kénnen wir den urspriinglichen Text als

uns von hinten kommend buchstabieren.
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6 Verlustfreie Komprimierung von Bildern

Die grofle Effizienz der Arithmetischen Codierung fiir Texte folgt daraus,
dass Zeichenfolgen (der selben Linge) ungleichméifig verteilt sind. Auch die
Worterbuch-Techniken nutzen die Eigenschaft von Texten, dass sich viele
Muster sehr hidufig wiederholen. Um diese Methoden zu entwickeln, brauch-
ten wir deshalb nicht nach neuen Modellen fiir Texte zu suchen.

Leider haben andere Datentypen, wie z. B. Sprache oder Bilder, keine so
schonen Eigenschaften wie Texte. Bilder beispielsweise (oder genauer gesagt
die Dateien mit den Bitmaps der Bilder) haben eine ganz andere Struktur
als Textdateien. Ein Grund dafiir ist einfach: Sprache (und insbesondere eine
kiinstliche Sprache, wie z. B. eine Programmiersprache) wird mit Regeln ge-
neriert, die einen bestimmten Einfluss auf die Struktur der Textdatei haben.
Im Falle von Bildern haben wir es mit ganz anderen Regeln zu tun. Deshalb
brauchen wir, um gute Komprimierungsverfahren fiir Bilder zu entwickeln,
zuerst ein gutes Modell, das den Figenschaften der Bilder besser entspricht
als ein Quellenalphabet mit Verteilung fiir Zeichen (bzw. Pixel im Bildfall).

In diesem Kapitel beschreiben wir das Markov-Modell fiir binére Bilder und
dann betrachten wir das Problem der verlustfreien Facsimile-Codierung und
die fortschreitende Bildiibertragung (engl.: progressive image transmission).

6.1 Bedingte Entropie und das Markov-Modell

In diesem Abschnitt diskutieren wir die bedingte Entropie —einen Begriff, den
wir fiir verlustfreie Komprimierung von Bildern benutzen werden. Spéter
zeigen wir, dass der Begriff auch fiir verlustbehaftete Komprimierung sehr
niitzlich ist.

Seien A und B zwei Ereignisse und P(A|B) die bedingte Wahrscheinlich-
keit, dass A eintritt unter der Bedingung, dass auch B eintritt (bzw. zeitlich
interpretiert bereits eingetreten ist). Dann definieren wir den bedingten In-
formationsgehalt folgendermafien:

1
i(A|B) = logy ———.
Wie im Fall des Informationsgehaltes ist der Begriff intuitiv klar. Sei jetzt S
eine bestimmte Informationsquelle und 1" ein Kontext, in dem die Nachrich-
ten aus S vorkommen. Dann ist die bedingte Entropie H(S|T") der “mittlere
Informationsgehalt je Nachricht aus S mit dem Kontext T7:

H(SIT) = 3 P(1) Y Pslt)logs (i!t) .

teT seS
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P(blw)

P(wfw) (5.) Pl

P(wlb)
Abbildung 8: Markov-Modell fiir Schwarz-Weif}-Bilder

Wie frither werden wir meistens S als endliches Quellenalphabet ¥ betrach-
ten. Als Kontext T" werden wir eine endliche Teilmenge von >* annehmen.
Es ist nicht schwer zu zeigen, dass H(S|T) = H(S) gilt, wenn S unabhéingig
vom Kontext T ist; ansonsten haben wir: H(S|T) < H(S). Die Kenntnis
des Kontextes fiir .S reduziert also die Entropie.

Wir stellen die zugehorigen bedingten Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe des
Markov-Modells dar. Um das Konzept zu verstehen, betrachten wir das fol-
gende Beispiel. Nehmen wir an, dass das Bild nur zwei Sorten von Pixeln hat:
weifl und schwarz. Das heifit, unser Quellenalphabet ist {w,b}. Als Kontext
fiir ein Pixel x werden wir einfach das Pixel betrachten, das eine Position
frither in der Zeile steht. Entsprechende Wahrscheinlichkeiten sind folgende:

P(w|lw) = Wahrscheinlichkeit ein weifles Pixel zu erhalten,
wenn das vorherige Pixel weifl war;
P(w|b) = Wahrscheinlichkeit ein weifles Pixel zu erhalten,
wenn das vorherige Pixel schwarz war;
P(blb) = Wahrscheinlichkeit ein schwarzes Pixel zu erhalten,
wenn das vorherige Pixel schwarz war;
P(blw) = Wahrscheinlichkeit ein schwarzes Pixel zu erhalten,

wenn das vorherige Pixel weify war.

Diese Wahrscheinlichkeiten konnen wir als Markov-Modell geméfl Bild 8
darstellen. Hier entspricht S, bzw. Sy, dem Zustand, dass wir ein weifles,
bzw. schwarzes Pixel lesen.

Betrachten wir jetzt ein ganz konkretes Beispiel:
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Beispiel 6.1 Nehmen wir die folgenden Wahrscheinlichkeiten an:
P(w) = P(S,) =0,85  P(b) = P(S,) =0,15
P(w|w) = 0,99 P(blw) = 0,01
P(w|b) = 0,2 P(blb) = 0,8.

Dann ist die Entropie fiir das Quellenalphabet ¥ = {w, b} gleich
H(Z) = 0,85 x log0,85 — 0,15 x log0,15 = 0, 610.

Also ist fiir dieses Modell (wobei wir keine Korrelation zwischen Pixeln be-
achten) ist die (bestmégliche) mittlere Anzahl von Bits gleich 0,61, um eine
Nachricht aus ¥ zu codieren. Wir zeigen, dass diese Zahl fiir das Markov-
Modell viel besser ist. Die entsprechende bedingte Entropie berechnen wir
folgendermafien:

H(ZD) = 0,85 (—0,99 x log 0,99 — 0,01 x log0,01) +
0,15 x (—=0,2 x log0,2 — 0,8 x log0,8)

= 0,8 x0,08140,15 x 0,722 = 0,176.

Fiir das Markov Modell ist die mittlere Anzahl der Bits gleich 0,176, also
um etwa 71% besser als frither (ohne Kontextberiicksichtigung).

Die Codierung sieht folgendermaflen aus: Wir konstruieren separat eine Co-
dierung fiir ¥ im Kontext des weiflen Pixels und eine Codierung fiir 3 im
Kontext des schwarzen Pixels. Dann benutzen wir die erste Codierung, um
die Pixel zu codieren, so lange wir im Zustand S, bleiben; sonst nehmen die
zweite. Das Decodierverfahren geht vollig entsprechend.

6.2 Facsimile Codierung (Faxen)

Die Aufgabe ist: Taste eine A4-Seite ab und komprimiere das Schwarz-Weif3-
Bild, um es iiber eine Telefonleitung zu senden. Interessanter Weise wa-
ren Facsimile die ersten Anwendungen von Komprimierungsverfahren iiber-
haupt. Diese Verfahren benutzen das Markov-Modell mit zwei Zustinden:
Sy und Sy, wie wir es im vorherigen Abschnitt betrachtet haben. In diesem
Abschnitt beschreiben wir zwei Methoden, die in der Praxis benutzt werden:
das eindimensionale Schema MH (modified Huffman) und das zweidimen-
sionale Schema MR (modified READ, wobei READ relative element address
designate bedeutet).

Der MH-Algorithmus ist ganz einfach: Wir codieren mit Hilfe der Huffman-
Codierung die Lauflingen (engl. run length), wobei ein Lauf die lédngste
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by by

! !

! !

ao a ¢5)
Abbildung 9: Pixelabhéngigkeiten nach der MR-Methode

Reihenfolge des gleichen Pixels ist. Wir geben diese Lénge fiir jede Zeile se-
parat an und vermuten dabei, dass die erste Zahl den Lauf von weiflen Pixeln
codiert. Weil die Anzahl der Pixel je Zeile sehr grof ist (1728), kénnen die
Laufe auch so eine grofle Anzahl von verschiedenen Liangen haben, d. h., das
“Alphabet”, welches wir nach dem Huffman-Verfahren zu codieren hitten,
wiére sehr grol. Um die Huffman-Methode effizient zu nutzen, codieren wir
jede Léinge des Laufes r;, der linger als 64 ist, folgendermafien:

rp=64xm+4t for m=1,2,...,27 und t=0,1,...,63

und stellen r; als Paar 64 x m und ¢ dar. Wir nennen Codes fiir 64 x m
Grobcodes (engl.: make-up code) und Codes fiir ¢ Schlusscodes (engl.: termi-
nating code). Falls r; < 63, benutzen wir nur den Schlusscode, um den Lauf
zu codieren. Dann konstruieren wir den Huffman-Code fiir das Alphabet

S={64x1, 64x2, ..., 64x27}U{0,1,...,63}

fiir die weiflen Laufe und separat fiir das gleiche Alphabet X fiir die schwar-
zen Laufe. In dem CCITT-Standard (Consultative Committee on Interna-
tional Telephone and Telegraph, jetzt ITU-T: International Telecommuni-
cations Union) hat beispielsweise der schwarze Schlusscode fiir 2 die Linge
2 und fiir 63 die Lénge 12. Fiir die weiflen Schlusscodes sind diese Langen 4
bzw. 8. Es ist ndmlich sehr wahrscheinlich, dass der schwarze Lauf die Lénge
2 hat.

Der MR~Algorithmus nutzt noch mehr Korrelationen zwischen Pixeln als die
MH-Methode. Das MR~Verfahren betrachtet ndmlich die Abhéngigkeiten in
zwei Zeilen. Wir nennen das erste Pixel eines Laufes das Ubergangspizel.
Jetzt nehmen wir an, dass wir eine ganze Zeile codiert (bzw. decodiert)
haben und dass wir nun die néchste Pixel-Zeile bearbeiten.

Wir definieren folgende Positionen fiir die Ubergangspixel (als Beispiel, siehe
Bild 9):
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ap: Das ist ein Pixel, das wir gerade betrachten. Wir nehmen an, dass jede
Zeile mit einem weiflen Lauf anfingt (wenn nicht, betrachten wir den
weilen Lauf der Lénge 0).

ai: Das erste Ubergangspixel rechts von Pixel ag.
ay: Das zweite Ubergangspixel rechts von Pixel ay.

bi: Das erste Ubergangspixel in der vorherigen Zeile, das eine andere Farbe
als Pixel ag hat.

by: Das erste Ubergangspixel rechts von Pixel b;.
Das Codierungsverfahren kennt alle Positionen. Wenn wir decodieren, ken-
nen wir nur by, by und ag, um das Ziel a; und a9 zu finden.
Der Codier-/Decodier-Algorithmus betrachtet drei Félle:

1. Zwischen-Modus: by und by liegen zwischen ag und a;. Der Code ist

0001. Dann nimm Position by 4+ 1 als neuen Wert fiir ag, suche neue
Werte b; und bs und wiederhole den ganzen Prozess.

2. Vertikal-Modus: aj liegt vor bs.

2.1 Abstand zwischen a; und by < 3. Dann sind es folgende Codes:

Pos. a; beziiglich by ‘ Code ‘ Lange des Codes

by
aq 1 1
b1a1 011 3
b1l ay 000011 6
bilUay 0000011 7
23] bl 010 3
ay Uby 000010 6
ay UUby 0000010 7

2.2 Abstand zwischen a; und b; > 3. Dann sieht der Code folgen-
dermaflen aus: erstens 001 und dann MH-Codes fiir zwei L&iufe
von ag nach a; — 1 und von aj nach ag — 1.

Das Problem der Fehlerfortpflanzung durch Codierungsabhéngigkeiten zwi-
schen den Zeilen wird durch haufiges, regelméafliges Zwischenschreiben “neu-
er” MH-Codierungen angegangen.
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6.3 Fortschreitende Bildiibertragung

Betrachten wir die folgende Situation: Mit Hilfe des Browsers wollen wir 30
Bilder durchsehen. Wie es sehr hiufig in der Praxis passiert, werden nicht
alle Bilder fiir uns gleich wichtig sein: Nur manche werden fiir uns grofie
Bedeutung haben und nur solche wollen wir auf dem Bildschirm haben.
Nehmen wir an, dass jedes Bild schwarz-weif} ist und dass es die Grofie
512 x 512 hat mit 8 Bits je Pixel. Wir wollen diese Bilder durch die Leitung
mit der Geschwindigkeit 14.4 kbps iibertragen und das heifit, dass die ganze
Ubertragung

30 x (8x512x512) /14400 = 62914 560 / 14 400 ~ 4 369 s ~ 73 min.

dauert.

Jetzt modifizieren wir unser Verfahren so, dass wir statt der Bilder die Ap-
proximationen der Bilder iibertragen. Die Approximationen haben eine viel
kleinere Grofle als die Bilder, aber trotzdem ist es immer moglich, ganz
gut zu entscheiden, was das Bild zeigt. Deshalb kénnen wir relativ schnell
eine Ubertragung fiir jene Bilder anhalten, die fiir uns uninteressant sind.
Eine solche Ubertragung (zuerst die Approximationen und auf diese Weise
schliefllich die verlustfreie Repréasentation der Bilder) heiit fortschreitende
Bildiibertragung.

Um eine Approximation zu bekommen, ist folgendes ein einfaches und schnel-
les Verfahren: Wir betrachten b x b Pixels des Bildes und dann stellen wir
alle b? Pixel als ein Pixel dar. Das heifit, wir komprimieren mit dem Faktor
b%. Um das Bild zu iibertragen, senden wir z.B. drei Approximationen (mit
den Parametern b = 8, 4 und 2 wie unten) und die verlustfreie Codierung des
Bildes nacheinander (selbstversténdlich beriicksichtigend, dafl bereits Teile
des Bildes iibertragen wurden). Die entsprechenden Vergroberungen bzw.
Verfeinerungen sind in Bild 10 dargestellt.

Jetzt konnen Sie mit Hilfe von Bild 11 vergleichen, welche Approximationen
wir bekommen, wenn wir (fiir b = 4) als Représentanten fiir die bxb Pixel das
im Quadrat links oben gelegene (siehe linkes Bild) oder den Medianwert aller
b? Pixel (siehe rechtes Bild) nehmen. Das Original ist in Bild 12 dargestellt.

Wie effizient die fortschreitende Bildiibertragung ist, konnen Sie in den Bil-
dern 13 und 14 sehen, wo wir dieses Verfahren mit einer traditionellen Me-
thode (verlustfreie Ubertragung Zeile fiir Zeile) vergleichen. Die linken Ap-
proximationen haben die gleiche Grofie (im Sinne der bendtigten Bits zur
Ubertragung) wie die entsprechenden Teile des Originals auf der rechten
Seite. Bild 13 ist fiir b = 8, Bild 14 zeigt b = 4 und in Bild 15 sehen Sie das
Original-Bild.
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Abbildung 10: Fortschreitende Bildverfeinerung

Abbildung 11: Zwei “Vergroberungen” des Kameramanns
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Abbildung 12: Der Kameramann im Original

Abbildung 13: Ein Représentant fiir 8 x 8 Pixel
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Abbildung 14: Ein Représentant fiir 4 x 4 Pixel
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Abbildung 15: Der Dom im Original
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Abbildung 16: Zwei Beispiele zum verlustbehafteten JPEG-Verfahren
7 Verlustbehaftete Komprimierung: Grundlagen

Ein Verfahren A heifit verlustbehaftete Komprimierung, wenn man fiir die
Eingabe X nicht von der Repréasentation X, die A konstruiert, eine Ausgabe
Y so rekonstruieren kann, dass X = ). Solche Methoden benutzen wir,
wenn es unmoglich ist, fiir X irgendeine ,genaue” Reprisentation X, zu
bekommen: z. B., wenn X’ analog ist (Stimme) und wir die Repréisentation
in digitaler Form haben wollen. Solche Methoden sind auch sehr niitzlich,
wenn wir einen (in der Praxis ganz kleinen) Unterschied zwischen X und )
tolerieren und den Kompressionsquotienten wesentlich kleiner haben wollen,
als es die beste verlustfreie Methode bietet.

Beispiel 7.1 Betrachten wir als Beispiel die folgenden zwei 256 x 256 Schwarz-
Wei3-Bilder, eine Briicke und eine Kamera zeigend, siehe Bild 16. Die linken
Bilder sind die Originale, und die rechten Bilder zeigen die Rekonstruktio-
nen, die wir mit Hilfe von verlustbehafteten JPEG-Verfahren bekommen.
Unterschiede zwischen Original und ,,Félschung” sind praktisch mit dem
blolen Auge nicht zu erkennen.

JPEG-Verfahren werden wir im Kapitel 13 genau diskutieren. Der Vorteil
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des Verfahrens sehen Sie unten, wo wir die Gréfle fiir die Bit-Map und GIF
Format (also fiir die genaue Reprisentationen von Bildern) mit der Groe
der JPEG-Reprisentation vergleichen.

Bild Bit Map | GIF | JPEG
Briicke 65 536 | 76 511 | 17 272
Kamera | 65 536 | 55 484 | 10 889

In diesem Kapitel diskutieren wir die grundlegenden Begriffe fiir die ver-
lustbehaftete Komprimierung. Es ist klar, dass wir jetzt nicht nur Kompres-
sionsquotienten fiir die Algorithmen betrachten sollten, sondern auch ein
Maf fiir den Unterschied zwischen X und ). Diesen Unterschied werden wir
Verzerrung oder Entstellung (engl: distortion) nennen. Weiter unten wird
dieser Begriff im Zuge der Diskussion von Wahrscheinlichkeitsmodellen noch
technisch enger gefasst werden.

Sei X = {2, }Y, und Y = {y,,}_,. Typische Verzerrungsmagfe sind:
d(TnsYn) = (Tn — yn)2

das sogenannte quadratische Fehlermaf (,Methode der kleinsten Quadrate”)
und

d(xnyyn) = ’wn - yn‘
das Betragsfehlermaf. Fiir diese Mafle konnen wir den Unterschied zwischen
X und Y folgendermaflen messen:

beziehungsweise

o2 heilt mittlerer quadratischer Fehler und dy mittlerer Betragsfehler. Fiir
X und Y mit X = Y haben wir 62 = d; = 0. Fiir unsere Beispiele betrachten
Sie die Tabelle unten.

X y o? dy
JPEG-Reprisent.
Briicke fiir Briicke 44,20 | 5,07
JPEG-Représent.
Kamera fiir Kamera 22,34 | 3,07
Briicke Kamera 6 674,66 | 66,93
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Als relatives Fehlermafl fiir verlustbehaftete Komprimierung ) von X be-
nutzen wir das Verhaltm's von Signal zu Verzerrung (engl. signal-to-noise
ratio, kurz SNR), SNR = 2 , wobei UX der mittlere quadratische Wert der
Quellenausgabe (also des Slgnals) und o2 der mittlere quadratische Fehler
ist. SNR wird héufig logarithmisch skaliert in Dezibel angegeben, also

2
SNR(dB) = 10logy, Z_);

Es sei jetzt X eine Zufallsvariable fiir das Eingabesymbol aus dem Quel-
lenalphabet {zg,z1,...,2y-1} und Y eine Zufallsvariable fiir das Ausga-
besymbol aus {yo,y1,...,ym—1}. Wir nennen log[P(y;|x;)/P(y;)] die wech-
selseitige Information (engl.: mutual information) und wir definieren die
durchschnittliche wechselseitige Information folgendermaflen:

N-1M-1

I(Y;X) = P(xi,y;) x log[P(yjl|x)/P(y;)]-
i=0 ;=0

Es ist einfach zu beweisen, dass die folgende schone Eigenschaft gilt:
IY; X)=H(Y)-H(Y|X),

wobei H(Y|X) die bedingte Entropie ist, die wir im Kapitel 6 definiert
haben.® Dann definieren wir:

N-1 M-1
D= ZP(% ZPy]\x ) X d(x;,y;).
=0 7=0

Wir nennen D die Verzerrung. Beachte: D hingt ab von

1. der Art der Quelle (modelliert durch P(x;)),

2. dem gewihlten Kompressionsverfahren (die die Verteilungsfunktion
P(y;|z;) beeinflusst) und

3. dem Verzerrungsma$ d.

Sind Quelle und Verzerrungsmaf fixiert, konnen wir D als Funktion auffassen,
die lediglich von der Verteilungsfunktion P(y;|x;) abhéngt.

Die Frage ist jetzt: Wie ist der Trade-off zwischen der Verzerrung und dem
Kompressionsquotienten? Oder anders: Wie ist der bestmogliche Kompres-
sionsquotient R fiir die Verzerrung, die kleiner oder gleich D ist? Wir wollen
diese Abhéngigkeit durch eine Funktion R(D) beschreiben.

SWeitere Informationen finden Sie z.B. in [20].
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Es sei I'(D) die Menge von Verteilungen fiir Y, so dass gilt:

> P(i) Y Plyjla:) x d(wi,y;) < D.

Das heifit: fiir eine bestimmte Eingabe P(zg), P(x1), ..., P(xn_1) sowie fiir
ein gewisses D ist jede Ausgabe des Kompressionsverfahrens, das die Vertei-
lung fiir Y aus I'(D) hat, mit der Verzerrung hochstens D behaftet. Shannon
hat 1959 die folgende wichtige Eigenschaft bewiesen:

R(D)= min I(Y;X).
P(-]-)er(D)
Der bestmdogliche Kompressionsquotient wird also nach oben durch die wech-
selseitige Information der Zufallsvariablen fiir Ein- und Ausgabe beschrankt,
sofern die Verteilungsfunktion dieser Zufallsvariablen in I'(D) liegt.
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Quelle

000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111 Codewort

P

I I I I I I I o
3.0 20  -1.0 0 1.0 20 30 Quelle

Abbildung 17: Eine 3-Bit-Quantisiervorschrift
8 Skalarquantisierung

8.1 Quantisierung

ist eine der einfachsten und allgemeinsten Ideen verlustbehafteter Kompri-
mierung: Die Ausgabe einer Quelle muss durch eine endliche ,,kleine” Men-
ge C von Codewdrtern dargestellt werden, obwohl diese Ausgabe Werte aus
einer sehr viel grofleren, moglicherweise unendlichen Menge A annehmen
kann. Die Quantisiervorschrift liefert also eine o. E. surjektive Abbildung

Qci.A—>C.

Da die Giite der Codierung (Kompressionsrate bzw. Verzerrung) sowohl von
Q¢ als auch von der Decodiervorschrift Qp : C — A abhéngt, begreifen wir
unter einem Quantisierer Q das Paar (Q¢,Qp). Das Verhalten von Q lisst
sich durch seine Ein/Ausgabefunktion

A— A 2+~ Qp(Qc(x))

veranschaulichen, die wir der Einfachheit halber auch mit Q bezeichnen.

Bild 17 zeigt eine 3-Bit-Quantisiervorschrift (d.h., es werden drei Bits fiir
die Codewdrter benétigt, so dass wir C = {0, 1}? annehmen kénnen), an der
zwei Dinge noch deutlicher werden:

1. Codewdrter bezeichnen Intervalle.”

2. Die Quantisiervorschrift Q¢ : R — {0,1}? ist am Rand asymmetrisch,
d.h., die zu codierenden Randintervalle sind meist gréfer als die inne-
ren Intervalle.

" Auch wenn es theoretisch méglich wire, andere Arten von Zahlenmengen als Intervalle
zu codieren, ist dies unter dem Blickwinkel der Fehlerminimierung nicht sinnvoll.
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Codewort Repréasentant
000 -3,5
001 -2,5
010 -1,5
011 -0,5
100 0,5
101 1,5
110 2,5
111 3,5

Tabelle 4: Die Decodiervorschrift @ p

t  4dcos(2mt) A/D Ausgabe D/A Ausgabe Abweichung
0,05 3,804 111 3,5 0,304
0,10 3,236 111 3,5 -0,264
0,15 2,351 110 2,5 -0,149
020 1,236 101 1,5 -0,264

Tabelle 5: Die Abtastung einer Cosinuswelle

Da dieses Q¢ (natiirlicherweise) nicht injektiv ist, ldsst sich der Originalwert
der Quelle aus solch einem Reprisentanten nicht eindeutig rekonstruieren,
m. a. W., Q¢ ist verlustbehaftet. Etwas allgemeiner sind A/D-Wandler
als Quantisiervorschrift Q¢ auffassbar und entsprechend D/A-Wandler als
Decodierer Qp.

Die Decodiervorschrift ()p wahlt daher fiir jedes Intervall einen Représen-
tanten aus, wie dies in Tabelle 4 fiir die 3-Bit-Quantisierung aufgelistet ist.
Dort sind, von den Randintervallen abgesehen, die Reprasentanten die Mit-
telpunkte der codierten Intervalle. Kennt man die Quellenstatistik genauer,
so ist es oft sinnvoll, andere Reprisentanten fiir die Intervalle zu wihlen
(s.u.). Fiir unseren 3-Bit-Quantisierer ist die Ein/Ausgabefunktion Q in
Abb. 18 zu sehen.

Tabelle 5 zeigt die Wirkung dieser 3-Bit-Quantisierung bei Abtastung ei-
ner Cosinuswelle 4 cos(27t) alle 50 ms. Dort ist auch die Abweichung des
Représentanten vom urspriinglich zu codierenden Wert angegeben, also im
Allgemeinen der Wert

[z = Q)] = [z — @p(Qc(x))]-

Die Quantisieraufgabe besteht darin, einen Quantisierer Q mit dem Ziel zu
entwerfen,
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Représentant
A
a2t 5
sa/2-4 2
sa/2-4 !
0
—3A  —2A  —AB/2
] ] ] ] ] ] .
T T T ., T T T -
—A/2A 2A 3A Quelle
5
T-3A/2
6
T-5A/2
7
T—TA/2

Abbildung 18: Die Ein/Ausgabefunktion eines 3-Bit-Quantisierers
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e die Rate R (also die durchschnittliche Anzahl Bits, die fiir die Re-
prisentation eines Elementes aus C benotigt Wird)8 und

e den mittleren quadratischen Fehler 0'22 (s. Kapitel 7)

zu minimieren. Da die Rate in unmittelbarem Zusammenhang zum Kom-
pressionsquotienten steht, ist klar, dass diese beiden Forderungen einander
widerstreitend sind. Geht man jedoch von Codewortern fester gleicher Léange
aus, so ist R = [log, |C|] fixiert, so dass ,nur” noch die Minimierung von
022 als Aufgabe verbleibt.

Es werde nun die Quellenstatistik durch eine Zufallsgréfie X mit Wahrschein-
lichkeitsdichte fx modelliert. Geschieht die Quantisierung mit Hilfe von M
Intervallen, ist also |C| = M mit C = {1,... M}, so haben wir die Entschei-
dungsgrenzen genannten Intervallendpunkte b, . .., bys sowie die Intervallre-
prisentanten yi, .. .,ya anzugeben.? In unserer vorigen Notation ist daher
firl <i¢< M:

Qal(i) = (bi_1,b,'° Qp(i) =%; und somit
Q(z) = y; genau dann, wenn = € (b;_1, b;].

Daraus ergibt sich

Jé = fjof(a;b— Q(2))%fx(z)dx
Sty fy (& = yi)* fx (@) de
Sind fx und M vorgegeben und geht man von Codewértern fester gleicher

Lange aus, so besteht die Quantisieraufgabe darin, die Parameter by, ..., bs;
Y1,...,Ypm SO zu wahlen, dass 022 geméf Gleichung 3 minimiert wird.

(3)

Geht man nicht von Codewdrtern fester gleicher Lénge aus und codiert die
(Indizes der) Intervallreprésentanten z. B. geméfi dem Huffman-Verfahren,
so beeinflusst diese Codierung gemeinsam mit der Wahl der Entscheidungs-
grenzen die Rate des Quantisierers, die so zu einer von der Wahrscheinlich-
keit P(y;) des Auftretens von y; abhéingigen Zufallsvariablen wird.

Wegen P(y;) = fbiil fx(z)dz gilt

M M b;
R=Y 6Pu) =36 [ fx(a)ds, (4)
=1 =1 i—1

8Komprimiert man z. B. 8-Bit-Wérter durch Fortlassen des niederwertigsten Bits, so
ist R=|C|=T1.

9bo = —oo und by = +0o0 seien zugelassen.

1074 welchen Intervallen die Intervallgrenzen selbst zéhlen, ist unerheblich.
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wobei ¢; die Liange des y; entsprechenden Codewortes ist.

So sind also die Aufgaben, optimale Entscheidungsgrenzen, Reprisentanten
sowie Codierungen zu finden, miteinander verwoben. Im allgemeinen stellen
sich daher zwei Arten von Optimierungsaufgaben:

1. Ist eine Verzerrungsschranke D* > Jé vorgegeben, so ist die Rate

geméfl Gleichung 4 zu minimieren.

2. Ist eine Ratenschranke R* > R vorgegeben, so ist die Verzerrung nach
Gleichung 3 zu minimieren.

Da die Entropie des Quantisierers durch

M
H = _ZP(yi)10g2(P(yi)) (5)
i=1
gegeben ist, kann man auch noch eine dritte Quantisieraufgabe stellen:

3. Ist eine Entropieschranke H* > H vorgegeben, so ist die Verzerrung
nach Gleichung 3 zu minimieren.

Diese Minimierungsaufgaben werden leicht nicht-trivial.

Im Folgenden kiimmern wir uns —sofern nicht anders vermerkt— um die
zweite der Minimierungsaufgaben, und wir gehen von einer Codierung mit
fester gleicher Wortldnge aus. Diese zweite Aufgabe ist von der grofiten
praktischen Bedeutung, da eine Ratenschranke oft durch die vorliegende
Ubertragungstechnik vorgegeben ist und die Ubertragungssoftware auf die-
se Hardware hin zu optimieren ist.

8.2 Gleichquantisierer

Wir wollen jetzt den in der Praxis durchaus {iblichen Gleichquantisierer un-
tersuchen, bei dem alle Intervalle (mit Ausnahme evtl. der &ufleren Interval-
le) gleich grof sind und als Intervallreprisentanten die Mittelpunkte dieser
(inneren) Intervalle genommen werden, womit sowohl die Entscheidungs-
grenzen als auch die Reprisentanten jeweils gleichabstéindig liegen; dieser
Abstand wird auch Schrittweite genannt und mit A bezeichnet. Es geht
jetzt um den Entwurf von verzerrungsminimierenden Gleichquantisierern
bei vorgegebener Quellenverteilung und vorgegebenem Umfang M von |C|.
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Wir wollen jetzt einen Gleichquantisierer fiir eine im Intervall [-X,, X,,]
gleichverteilte Quelle entwerfen mit Hilfe von M Intervallen, wobei M im
folgenden o. E. gerade sei. Damit gilt:

a=Z g T ER

M 0, sonst

M/2
2z—1 1 A2

Nun berechnen wir das Verhéltnis von Signal zur Verzerrung. Da die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Quelle symmetrisch zum Ursprung ist, gilt E[X] =
0, d. h., der mittlere quadratische Wert der Quelle E[X?] ist gleich der Va-

= (2X“) . Daher ist:

rianz, also ist O’X

2
SNR(dB) = 10logy, (”—’5)
79Q

(2X,,)%/12
= 10logy | o=
1°<<2X“>/12

= 6,02log, MdB

Dies ist sozusagen der Prizisionsgewinn pro Bit, wie das am Sena-Bild 8.7
im Buch von Sayood gut zu sehen ist.

Die Annahme der Gleichverteilung ist tatséichlich meist falsch (Bilder haben
meist Haufungen bei gewissen Grauwerten.), ebenso die der Unabhéngig-
keit aufeinander folgender Ereignisse (Bei Bildern sind benachbarte Pixel
hiufig gleich.). Die Methode der Vektorquantisierung (s. Abschnitt 9) geht
auf den letzteren Punkt ein. Zunéchst wollen wir uns mit dem Problem be-
fassen, einen Gleichquantisierer fiir eine Quelle X mit beliebiger, beziiglich
des Ursprungs symmetrischer Wahrscheinlichkeitsdichte fx zu entwerfen.
Fiir gerade M ist zu minimieren:

M/2—1

R NG

o0 _ 2
+ 2/ <x — LA) fx(x)dx
(M/2-1)A 2

d 2
was durch Nullsetzen der Ableitung % geschehen kann.

>fx()

Auf diese Weise kann man die in Tabelle 6 aufgefithrten optimalen Schritt-
weiten errechnen unter der Normierung O'g( = 1 fiir drei Verteilungen. Die
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Alph.- | Gleichverteilung GauBverteilung Laplaceverteilung
grofe | Schrittweite SNR,  Schrittweite SNR ~ Schrittweite SNR
21,732 6,02 | 1,596 4,40 | 1,414 3,00

4 | 0,866 12,04 | 0,9957 9,24 | 1,0873 7,05

6 | 0,577 15,58 | 0,7334 12,18 | 0,8707 9,56

8 | 0,433 18,06 | 0,5860 14,27 | 0,7309 11,39

10 | 0,346 20,02 | 0,4908 15,90 | 0,6334 12,81

12 | 0,289 21,60 | 0,4238 17,25 | 0,5613 13,98

14 | 0,247 22,94 | 0,3739 18,37 | 0,5055 14,98

16 | 0,217 24,08 | 0,3352 19,36 | 0,4609 15,84

32 | 0,108 30,10 | 0,1881 24,56 | 0,2799 20,46

Tabelle 6: Optimale Schrittweiten fiir Gleichquantisierer

tatséchliche angenomme Verteilung:
Eingabeverteilung| | Gleichverteilung Gauflverteilung Laplaceverteilung
Gleich- 18,06 15,56 13,29

Gauf- 12,40 13,37
Laplace- 8,80 10,79

Tabelle 7: Der Einfluss von Verteilungsannahmen auf SNR bei einem 3-Bit-
Quantisierer

angegebene Schrittweite fiir die Gleichverteilung ergibt sich aus der Nor-
mierungsbedingung 0% = (2X,)?/12 = 1. Es nimmt nicht wunder, dass
der Prézisionsgewinn pro Bit bei der Laplaceverteilung geringer ist als bei
der Gaufiverteilung und bei der Gaufiverteilung wiederum geringer ist als
bei der Gleichverteilung: schliellich ,,entspricht” die Gleichverteilung dem
Gleichquantisierer, und die Laplace-Verteilung ist ,,am wenigsten gleichver-
teilt”.

Tabelle 7 zeigt, dass es nicht unwichtig ist, welche Verteilung fiir die Quelle
angenommen wurde. Eingerahmt sind die optimalen Werte (wie sie auch in
Tabelle 6 in der Zeile von Alphabetgroie 8 dargestellt sind): sie finden sich
naturgemifl auf der Hauptdiagonalen. Konkret bedeutet dies: Ist die Ein-
gabe gleichverteilt, wir sind bei der Modellierung jedoch von einer Gauf3-
verteilung ausgegangen, so verschlechtert sich der SNR-Wert gegeniiber der
richtigen Annahme einer Gleichverteilung. Noch schlechter liegen wir aller-
dings, wenn wir von einer Laplaceverteilung ausgehen; wie schon bemerkt
ist sie noch , weniger gleichverteilt” als die Gauflverteilung. Allgemein ge-
sprochen gilt: Ist (aufgrund einer falschen Verteilungsannahme) die Schritt-
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weite kleiner als die der optimalen Annahme entsprechenden (so wie wir
es in der ersten Zeile von Tabelle 7 sehen), so ist der Fehler grofler, als
wenn die Schrittweite iiberschitzt wird (beobachten Sie die letzte Zeile von
Tabelle 7 zum Vergleich). Durch statistische Testverfahren, die auflerhalb
unseres Skriptums liegen, kann man diesem Fehler begegnen. Ahnlich kann
man vorgehen, wenn die angenommene Varianz falsch geschitzt wurde. Eine
elementare Einfiihrung in statistische Verfahren finden Sie in [2].

8.3 Adaptive Quantisierung

Um den genannten Entwurfsfehlern (Annahme einer falschen Verteilung
bzw. Varianz) grundsitzlich zu begegnen, betrachten wir jetzt die adaptive
Quantisierung. Hierbei nehmen wir an, die Verteilung der Quelle dndere sich
mit der Zeit (Dies ist sehr typisch bei Sprachsignalen zu beobachten.) oder
aber ist uns schlicht unbekannt. Andert sich lediglich der Mittelwert, so ist
eine Form der Differentialcodierung zu wéhlen, die im néchsten Kapitel be-
handelt wird. Andernfalls empfiehlt sich eine Anpassung der Parameter des
Quantisierers an die Quellenstatistik. Hier gibt es zwei Grundstrategien:

1. Voradaptierung und

2. Riickadaptierung.

8.3.1 Voradaptierung

ist ein typisches ,off-line”-Verfahren. Die Ausgabe der Quelle wird in Blocke
unterteilt, deren Statistik separat analysiert wird; geméafl dieser Analyse wer-
den die Quantisierparameter gesetzt. Wie jedes ,,off-line”-Verfahren bringt
auch dieses eine Verzogerung der Ubertragung durch den Puffer-Effekt mit
sich; diese Verzogerung ist umso grofler, je linger der Puffer ist. Andererseits
erlaubt ein langer Puffer eine gute Verteilungsanalyse. Wie ist also der Puf-
fer zu wihlen? Da die Analyse auf den dem Decodierer nicht zur Verfiigung
stehenden Eingabedaten beruht, miissen die so ermittelteten Parameter als
Begleitinformationen mit {ibertragen werden.

Wie (aus dem Buch von Sayood) Bild 8.15 im Vergleich zu Bild 8.7 unten
rechts zeigt, kann diese Strategie durchaus Beachtliches leisten: Das in 8 x 8-
Blocke unterteilte Sena-Bild wurde wiederum unter Annahme der Gleich-
verteilung durch einen Gleichquantisierer komprimiert, nur dass jetzt als
Begleitinformation je Block die Minimal- und Maximalwerte der Gleichver-
teilung mitgesendet wurden, was eine Ubertragung von 3,25 Bits pro Pixel
bedeutet anstelle von 3 Bits pro Pixel in Bild 8.7.
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n A, Eingabe Code Reprédsent. Abweich. neue Schrittweite
0105 0,1 0 0,25 0,15 A1=MyAg
1104 -0,2 4 -0,2 0,0 Ag=M4Aq
210,32 0,2 0 0,16 0,04 Az=MyAs
31 0,256 0,1 0 0,128 0,028 Ay=MyAs
41 0,2048 -0,3 5) -0,3072 -0,0072 As=M5A4
50,1843 0,1 0 0,0922 -0,0078 Ag=MoAs
6| 0,1475 0,2 1 0,2212 0,0212 Ar=M;1Ag
7101328 0,5 3 0,4646 -0,0354 Ag=M3A7
81 0,1594 0,9 3 0,5578 -0,3422 Ag=DM3Ag
910,913 1,5 3 0,6696 -0,8304  Ajp=M3Ag
10 ] 0,2296 1,0 3 0,8036 0,1964  Aj1=M3Aqp
11 ] 0,2755 0,9 3 0,9643 0,0643  Ajp=M3Aq;

Tabelle 8: Zur Arbeitsweise eines Jayant-Quantisierers

8.3.2 Riickadaptierung

Nur die in der Vergangenheit quantisierten Proben kénnen zur Adaptierung
verwendet werden. Will man die Ubertragung von Begleitinformationen ver-
meiden, so besteht die Schwierigkeit darin, dass die unquantisierte Eingabe
nur dem Codierer bekannt ist und so nicht zur Veréinderung der Quantisie-
rerparameter verwendet werden kann. Eine einfache Losung fiir dies Problem
wurde von N. S. Jayant gefunden. Grundgedanke hierbei ist: Féllt die letzte
Eingabe in ein inneres Intervall, so schrumpft die Schrittweite, fillt sie in
ein dufleres Intervall, so wird die Schrittweite grofler. Trivialerweise steht die
Information, in welches Intervall die Eingabe fiel, auch dem Decodierer zur
Verfiigung, so dass keine Begleitinformationen versendet werden miissen.

Genauer arbeitet der Jayant-Quantisierer wie folgt: Jedem der M Intervalle
wird ein Faktor M;, 1 < ¢ < M, zugeordnet. Die Faktoren der inneren
Intervalle sind kleiner als Eins, die der &ufleren gréfler als Eins. Bezeichnet
A, die Schrittweite zur Verarbeitung der n-ten Eingabe und falle diese ins
Intervall £(n), so wird die Schrittweite gemafl der Vorschrift

aktualisiert.

Tabelle 8 mag die Arbeitsweise eines Jayant-Quantisierers erldutern helfen.
Ausgehend von dem Quantisierer aus Abb. 18 mit den dort angegebenen
Intervallcodierungen sowie den Faktoren My = My = 0,8, My = M5 = 0,9,
My = Mg = 1, Mg = M; = 1,2 und der Anfangsschrittweite Ag = 0,5
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erhélt man die angegebene Schrittweiten- und Ausgabenfolge. Man berechne
einmal den so erhaltenen quadratischen Fehler und vergleiche ihn mit einem
nicht-adaptiven Quantisierer! Um aus numerischen Griinden zu vermeiden,
dass A, ,zu nahe” an Null kommt bzw. ,zu grofl” wird, werden héufig
Grenzwerte A,in bzw. Ayez definiert.

Wie wihlt man die Faktoren M;? Als Faustregel kann gelten: Je mehr sich
die Faktoren von KEins unterscheiden, desto rascher reagiert der Jayant-
Quantisierer. Eine zu rasche Reaktion kann allerdings zu Instabilitéiten fithren.
Geht man von einem stationéren Eingabeprozess aus, bei dem schliellich die
Wahrscheinlichkeiten, mit einer einzelnen Eingabe im i-ten Intervall zu lan-
den, P; betrégt, so sollten die P; der Gleichung

M
HMZ.PZ' =1
i=1

geniigen.

Abschlieend noch zwei Warnungen zu adaptiven Verfahren:

e Kennt man die Quellenstatistik genau, so ist ein diesbeiiglich optimier-
ter Quantisierer einem adaptiven iiberlegen. Ganz allgemein ist es bei
der Datenkompression essentiell, alle verfiigbaren Informationen iiber
die Quelle auszunutzen.

e Wihlt man die Adaptionsparameter ,,ungeschickt” im Hinblick auf die
Eingabedaten, so kann es —wie ja allgemein von Reglern bekannt— zu
Schwingeffekten kommen.

8.4 Allgemeine Quantisierer

Ist die Quelle nicht gleichverteilt, so erscheint es sinnvoll, die Intervallauftei-
lung nicht gleichméfig wie beim Gleichquantisierer zu gestalten. In diesem
Abschnitt wollen wir solche allgemeinen Quantisierer betrachten.

Eine Idee ist es, bei bekannter Wahrscheinlichkeitsdichte fx der Quelle di-
rekt zu versuchen, Ausdruck (3) zu minimieren. Dies fiithrt auf ein wech-
selseitig rekursives, nicht-lineares Gleichungssystem fiir die Repréisentanten
und Entscheidungsgrenzen, deren Losung —fuflend auf Ideen der Variations-
rechnung— unabhéngig von einander S. P. Lloyd und J. Max sowie J. Lu-
kaszewicz und H. Steinhaus in den Jahren 1950-1960 angaben. Wir werden
diese Losung im Folgenden vereinfachend Lloyd- Verfahren nennen. Da Vari-
anten hiervon noch spéter von Interesse sein werden, geben wir das Verfah-
ren in Tab. 9 an. Zentroide sind eine die Wahrscheinlichkeitsdichte bertick-
sichtigende Verallgemeinerung des Mittelwertbegriffs, wie man sieht, wenn
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1. Wihle Anfangsrepriasentanten {yl(o) f\il und Abbruchschwellwert ¢ fiir
die Verzerrungsdifferenz.
Setze DY =0, k = 0.

2. Berechne neue innere Entscheidungsgrenzen b(k)7 e bg\]f[)_l (und damit
die Intervalle) geméf:

(%) (k)

po _ Y1 1Y
i 2
3. Berechne die neue Verzerrung
M R
(k) — ' — )2
D0 =3 [, (o= ixteis

4. Falls [D®) — D*=D] < ¢ STOP.

5. Sonst: Setze k = k+1 und berechne neue Reprisentanten als Zentroide:

pk=D)
fb(’k,l) xfx(r)dx
j—1

— J—
Yj = 7,

I

1) fx(x)dx

Gehe zu Schritt 2.

Tabelle 9: Das Lloyd-Verfahren
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man die Gleichverteilung als Dichte ansetzt; sie lassen sich als normierte
Erwartungswerte begreifen. Evtl. ist es sinnvoll, andere als die &ufleren Ent-
scheidungsgrenzen als fest anzunehmen und dann den Algorithmus geeignet
abzuwandeln.

Eine andere Idee ist es, einem Gleichquantisierer eine Kompressor c ge-
nannte Transformation vorzuschalten und eine Expander e genannte Trans-
formation nachzuschalten. Ein Beispiel fiir solche sog. zusammengesetzten
Quantisierer liefern der Kompressor

2z, falls x € [—1,1]
o) =14 2+ %, falls z € [1,400)
2?1‘ -3, fallsze (—o0, —1]

und der Expander e = ¢~ !. In diesem Fall ist die Schrittweite des Quan-
tisierers Q¢ im Intervall [—1,1] kleiner als auflerhalb dieses Intervalls, was
z. B. bei Gau- oder Laplace-verteilten Quellen erwiinscht ist. Bei ,,Zwi-
schenschalten” eines 3-Bit-Gleichquantisierers liefert der so definierte zu-
sammengesetzte Quantisierer das in Abb. 19 gezeigte Verhalten Q. Die von
Telefongesellschaften eingesetzten Quantisierer sind als zusammengesetzte
definiert.
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\ Reprisentant

3 4
2 4
1 4
-4 -3 -2 -1
! ! ! ! ! ! ! [
T T T T T T T >
1 2 3 4 Quelle
+ -1
-+ -2
+ -3
+ 4

Abbildung 19: Die Ein/Ausgabefunktion eines zusammengesetzten 3-Bit-
Quantisierers



9 VEKTORQUANTISIERUNG 75

Quellen-
ausgabe Rekonstruktion
Codierer Decodierer
h
Bilde ) hS?C T\Tdeib Nach- Bilde
néchsten Nachbarn | =
Vektoren im Codebch schlagen Skalare

Codebuch Ind

)
»

In_dex Codebuch

Abbildung 20: Die Arbeitsweise eines Vektorquantisierers

9 Vektorquantisierung

9.1 Skalare Quantisierung versus Vektorquantisierung

Bislang hatten wir versucht, einzelne Quellenausgaben (also skalare Werte)
zu quantisieren. Man spricht hierbei auch von der skalaren Quantisierung.
Tatséchlich bestehen jedoch haufig rdumliche (Bsp.: Bilder) oder zeitliche
(Bsp.: Sprache) Abhingigkeiten zwischen aufeinander folgenden Quellen-
ausgaben. Ein wenig wurde dies bereits bei der adaptiven Quantisierung
berticksichtigt.

Bei der jetzt zu betrachtenden Vektorquantisierung werden immer L auf-
einander folgende Quellenausgaben zu einem L-dimensionalen Vektor zu-
sammengefasst und gemeinsam quantisiert. Der Codierer enthélt im we-
sentlichen eine Codebuch genannte indizierte Tabelle sog. Codevektoren und
arbeitet fiir jeden Eingabevektor i wie folgt:

1. Suche Codevektor ¥, der der Eingabe i am néichsten kommt.

2. Ubertrage den so gefundenen Index von 7.

Der Decodierer enthilt dasselbe Codebuch und kann iiber den Index leicht
auf den ¢ quantisierenden Codevektor ¢ zugreifen.
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‘k | | | | | | |
R L L =Quantisierer-

100 T 100 4o ausgabe
90 + 90 -t
0 80 4t
70 4 70 A

Gewicht (kg) » : » : » : » : » : » : » : »
60+ 60 -
50 50 4 4 p b
o | e e e S

30 |‘|‘|‘|‘|‘|‘|‘|“=
Gewichts-Quantisierer 120 140 160 180 Linge (cm)

Langen-Gewichts-Quantisierer

120 140 160 180
Léangen-Quantisierer

Abbildung 21: Lénge und Gewicht von Personen

Das in Bild 20 nochmals veranschaulichte Schema eines Vektorquantisie-
rers ist insofern asymmetrisch, als dass der Codierer einen erheblichen Re-
chenaufwand zu erledigen hat (Codebiicher kénnen sehr grof§ sein, und die
Bestimmung des néichsten Nachbarn [s. Vorlesungen oder Biicher iiber ,, Al-
gorithmische Geometrie”] kann so viel Zeit in Anspruch nehmen.), wéhrend
die Decodierung geradezu trivial ist. Dieses allgemeine Schema der Vek-
torquantisierung ist daher insbesondere fiir Anwendungen geeignet, wo ein
einmaliger Aufwand in der Codierung vielfach durch einfache Decodierung
genutzt wird, z. B. im Multimediabereich. Aufgrund der sehr geringen Raten
(d.h., hohen Kompressionsquotienten) ist Vektorquantisierung aber iiber-
haupt sehr populér, insbesondere auch bei der Sprachiibertragung.

Besteht ein Codebuch aus K L-dimensionalen Vektoren, so werden (bei
Annahme fester Wortlidnge der iibertragenden Indizes) je Skalar lediglich
[logy K| /L Bits benotigt, was sehr grofie Codebiicher gestattet.

Veranschaulichen wir uns die Vektorquantisierung an zwei Beispielen.

Beispiel 9.1 Linge und Gewicht von Personen.

tll

Selbst wenn —wie in Bild 21 dargestellt— Lange bzw. Gewicht"" einer Stich-

"Bekanntermafien ist das Kilogramm die Einheit der Masse und nicht des Gewichts;
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100 -

90 -

80 - .

70 - - " u
Gewicht (kg) .

60 .

50 | L] L]

40 - .

30 T T T T T T -
Lénge (cm)

Abbildung 22: Eine Stichprobe von Liange und Gewicht von Personen

probe getrennt betrachtet jeweils gleichverteilt sein mogen in einem Inter-
vall I, bzw. I, so darf man nicht die im Bild dargestellte Gleichverteilung
im Quadrat I, x I, erwarten, denn Linge und Gewicht von Personen sind
korreliert, so wie dies in Bild 22 angedeutet ist. Eine zweidimensionale Vek-
torquantisierung kann hier helfen.

Beispiel 9.2 Diskussion einer Laplace-verteilten Quelle.

Wie aus Tabelle 6 ersichtlich, besitzt ein optimaler 3-Bit-Gleichquantisierer
fiir eine Laplace-verteilte Quelle eine Schrittweite von A = 0,7309. Hier
gilt aber: P(z € [0,A)) = 0,3242 und P(z € [3A,00)) = 0,0225. Im vorigen
Beispiel 9.1 war die Wahl eines Vektorquantisierers durch die natiirliche Kor-
relation der Eingabedaten begriindet. Hier wollen wir —ganz im Gegensatz
dazu— annehmen, aufeinanderfolgende Werte der Quelle seien unabhéngig.
Fassen wir dennoch die Eingabewerte zu Paaren zusammen, so entspricht
dem (skalaren) Gleichquantisierer ein Vektorquantisierer, bei dem die ,,Ein-
zugsbereiche” eines Vektors eine gitterartige Struktur liefern, s. Bild 23.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Eingabepaar in das rechte obere ,,Quadrat”
fillt, betrdgt (bei Annahme der Unabhéngigkeit) lediglich

P((z,y) € [3A,0) x[3A,00)) = P(x € [3A,00))-P(y € [3A,00)) = 0,0005.

Daher liegt die Idee nahe, den rechten oberen Codevektor durch den Null-
punkt zu ersetzen, wodurch sich die in Bild 24 angedeutete Gitterstruktur
ergibt. Der SNR-Wert verbessert sich dadurch von 11,44dB auf 11,73dB.

wir passen uns hier lediglich dem umgangssprachlichen Gebrauch an. Handelsiibliche Per-
sonenwaagen messen im Ubrigen tatsédchlich das Gewicht und rechnen dies dann unter
Beriicksichtigung der Gravitation in Kilogramm um.
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Abbildung 23: Die Gitterstruktur eines gepaarten 3-Bit-Gleichquantisierers

Abbildung 24: 64-elementiges Codebuch eines 2-dimensionalen Vektorquan-

tisierers



9 VEKTORQUANTISIERUNG 79

1. Wahle Anfangsreprasentanten {Yi(o) M, und Abbruchschwellwert e
fiir die Verzerrungsdifferenz.
Setze DY =0, k = 0.

2. Berechne neue Quantisier-Regionen mit Hilfe von:
k . .
VP = (X | Vi # j: d(X,Y;) < d(X,Y))}.

3. Berechne die neue Verzerrung

M
k) _
D( )= Z/V(k)
i=1 i

7= YO px(@az.

D(k)_D(kfl)‘

4. Fans 222D o sTop.

5. Sonst: Setze k = k+1 und berechne neue Représentanten als Zentroide:

e Ex(@)a

Y = —.
! Jyo-n fx(Z)dz
J

Gehe zu Schritt 2.

Tabelle 10: Das Lindo-Buzo-Gray-Verfahren 1

9.2 Entwurf guter Codebiicher

Wie in obigem Beispiel 9.1 kann die innere Struktur der Eingabe zu einem
optimierten Codebuch-Entwurf genutzt werden. Das Auffinden von Clustern
muss bei groflen Codebiichern automatisiert werden. Dazu dient eine von
Lindo, Buzo und Gray ersonnene Modifikation des Lloydschen Algorithmus
(vgl. Tab. 9), das Lindo-Buzo-Gray-Verfahren oder kurz LBG-Verfahren.
An die Stelle der Entscheidungsgrenzen treten die Quantisier-RRegionen, und
die Verzerrung bzw. Zentroide sind entsprechend kompliziertere Integrale, s.
Tab. 10.

Aufgrund der Kompliziertheit der auftretenden Integrale gibt es auch eine
vereinfachte, sozusagen diskretisierte Version, bei der mit einer Trainings-
menge { X, }_, gearbeitet wird. Dieses Verfahren ist in Tab. 11 beschrieben.
Es kommt ohne Annahmen iiber die Quellenstatistik aus.

Als Beispiel betrachten wir jetzt die in Tab. 12 dargestellte Trainingsmen-
ge, wobei wir zundchst mit dem in Tab. 13 gegebenen Codebuch anfangen
wollen. Diesem Codebuch entsprechen die in Bild 25 gezeigten Quantisier-
Regionen. Kreise kennzeichnen die Zentren der neuen Quantisier-Regionen,
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Es steht eine Trainingsmenge {X,,}_, zur Verfiigung.

1.

Wiéhle Anfangsreprasentanten {Yi(o) M und Abbruchschwellwert e

fiir die Verzerrungsdifferenz.
Setze DY =0, k = 0.

. Berechne neue Quantisier-Regionen mit Hilfe von:

Vj(k) = { X, |Vi#j:d(Xn,Y;) < d(Xn,Y)}.

Sollte ein Vj(k) leer sein, so teile man statt dessen die grofite Region in
zwei ,, Hilften”.

Berechne die neue Verzerrung

M
DY =3 3 -y

i=1 y, ey ®
|D®)_pt-)|
Falls 5 < e, STOP.
. Sonst: Setze k = k 4+ 1 und berechne neue Reprisentanten als Mittel-

werte:

Gehe zu Schritt 2.

Tabelle 11: Das Lindo-Buzo-Gray-Verfahren 11

Lénge Gewicht
180 90
180 88
163 60
148 60
155 57
160 75
150 55
163 81
140 46
143 44
175 86

Tabelle 12: Trainingsmenge fiir den Codebuchentwurf
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Lénge Gewicht
113 25
113 59
188 59
200 90

Tabelle 13: Anfangscodebuch

100
90 - 4 . nd

-O.
80 o N
70

Gewicht (kg)
60

- a2 - | 3. ]
2, ="
50 — ©
40 *
30 1
| |
20
T T T T T T T T L%ge (cm)

120 140 160 180

Abbildung 25: Anfingliche Quantisier-Regionen und erste Iteration
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Entwirf K Bit grofles Anfangscodebuch:

1. Falls K = 0: Nimm Mittelwert der Trainingsmenge {X,,}_; als Co-
devektor.

2. Falls K > 0: Entwirf (rekursiv) K — 1 Bit grofies Anfangscodebuch;
Initialisiere K-Bit Codebuch durch 25~ so erhaltene Vektoren sowie
um fixes § gestorte Vektoren;

Starte LBG-Algorithmus zur Ermittlung eines K-Bit-Anfangs-
codebuchs.

Tabelle 14: Das Lindo-Buzo-Gray-Verfahren 111

die dann als deren Repréisentanten in der néchsten Iteration dienen. Be-
achten Sie, dass der Anfangspunkt 1 keinen nichsten Nachbarn in der Trai-
ningsmenge gefunden hat. Die entsprechende Quantisier-Region bleibt daher
leer, weshalb eine andere Region mit maximaler Trefferzahl, hier Region 3
(Region 2 wire genauso wihlbar) aufgespalten wird.

Leider kann die Giite des so erhaltenen Codebuchs von den (willkiirlich
gewéhlten) Anfangsreprisentanten abhéingen; das Verfahren konvergiert also
nicht unabhéngig von den Startwerten.

Wie lésst sich ein gutes Anfangscodebuch konstruieren? Wir diskutieren im
Folgenden drei Ansétze:

1. Lindo, Buzo und Gray schlugen die in Tab. 14 angegebene Aufspalt-
technik vor (der Abbruchschwellwert € und die Vektorstérung § sowie
die Trainingsmenge sind als vorweg gegebene Parameter aufzufassen),
vgl. auch Tab. 15 sowie die dazu gehorigen Regionen in Bild 26 fiir das
Léngen /Gewichtsbeispiel.

2. Eine quasi entgegengesetzte Idee zum Entwurf des Anfangscodebuchs
hatte Equitz (Equitz- Verfahren): Ausgehend von einer Trainingsmenge
werden solange paarweise nidchstbenachbarte Cluster vereinigt, ange-
fangen mit der Clustermenge {{X,}})_;, bis der erwiinschte Code-

buchumfang erreicht ist; dabei ist der Abstand zwischen Clustern der-

jenige ihrer Mittelwerte.!? Wie in Abb. 27 ersichtlich, kann man durch

Aufschreiben der Grofle der Punktmenge, fiir die ein Mittelwert steht

(dies ist die Bedeutung der Zahl in Klammern) einfach erreichen, dass

man stets ein gewichtetes Mittel betrachtet beim Bestimmen eines

neuen Mittelwertes.

12Dijeser Abstandsbegriff ist recht willkiirlich; eine allgemeine und moderne Darstel-
lung verschiedener agglomerativ arbeitender Clustering-Algorithmen finden Sie in [9]. In
Biichern iiber Kiinstliche Intelligenz und Mustererkennung finden Sie weitere sog. Cluste-
ringverfahren.
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3. Haufig am einfachsten und besten ist es, das Anfangscodebuch durch
Wiirfeln als Teilmenge der Trainingsmenge zu wahlen. Man kann dann
den LBG-Algorithmus auf mehreren solchen Anfangscodebiichern lau-

VEKTORQUANTISIERUNG

Codebuch Linge Gewicht

0 Bit 160 67

1 Bit Anfangs- 160 67
170 72

1 Bit End- 150 54
173 84

Tabelle 15: Die Aufspalttechnik am Beispiel

A
100
90
80

70
Gewicht (kg)
60

50
40
30

—

120 140

Abbildung 26: Ein-Bit Vektorquantisierer

160

180

Lgnge (cm)

fen lassen und schliellich das beste Codebuch sich heraussuchen.

Zwei grundsétzliche Probleme birgt das LBG-Verfahren noch in sich:

1.

Bilder haben h#ufig unterschiedliche Charakteristika; ein auf ein Bild opti-
miertes Codebuch mag fiir ein anderes Bild nur bedingt brauchbar sein. Um-
gekehrt mindert ein als Begleitinformation iibertragenes komplettes Code-
buch natiirlich die (bei Vektorquantisierern ansonsten hervorragende) Kom-
pressionsrate, s. Tab. 16. Diesen Einfluss kann man gut an Tab. 17 beobach-
ten, wo der Overhead fiir das einmalige (unkomprimierte) Ubertragen des

verwendeten Codebuchs zu sehen ist.

Woher bekommt man ,,gute” Trainingsmengen fiir eine Anwendung?
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180,90~ 180,89(2) 7> 178,88(3) 178,88(3) —
180,88

163,60 163,60 163,60 163,60
148,60~ 152,59(2) 152,59(2) 151,57(3)
155,57

160,75~ 162,78(2) 162,78(2) 163,78(2) —
150,55 150,55 150,55

163,81

140,46—T—>  142,45(2) 142,45(2) 143,45(2)
143,44~

175,86 175,86 —

Abbildung 27: Der Ansatz von Equitz

84

—=173,84(5)

163,60
151,57(3)

143,45(2)

Codebuchumfang K log, K Bits pro Pixel Kompressionsrate
16 4 0,25 32:1

64 6 0,375 21,33:1

256 8 0,50 16:1

1024 10 0,625 12,8:1

Tabelle 16: Verschiedene Kompresssionsmafe fiir ein Grauwertbild mit 8 Bit
pro Pixel Auflésung

Codebuchumfang K

16
64
256

1024

Overhead (Bits pro Pixel)

0,03125
0,125
0,50
2,0

Tabelle 17: Overhead fiir die Codebuchiibertragung
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2. Das Auffinden des néichsten Codevektors kostet bei grolen Codebiichern
viel Zeit.

Das erste Problem kann gemildert werden, wenn man die Mittelwerte jedes
Blocks (,, Vektors”) skalarquantisiert iibertragt und lediglich die Abweichun-
gen vom Mittelwert trainiert. Bei diesem , hybriden” Verfahren kann man
natiirlich auch einen Jayant-Quantisierer einsetzen.

Dem zweiten Problem kann durch Wahl geeigneter Datenstrukturen begeg-
net werden, z. B. einer baumartigen Strukturierung der Codevektoren.

Beide Probleme lassen sich natiirlich mit , regelméfiigen” Codebiichern um-
gehen, z. B. dem gitterartigen aus Bild 21. Allerdings hat sich eine hexa-
gonale (wabenartige) Struktur fiir zweidimensionale Codebiicher als besser
erwiesen.
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Folge {,} 62 97 132 59 80 74 42 18
Diff. {d,,} 62 35 35 -7.3 21 06 -32 -24
Quant. {d,} 6 4 4 -6 2 0 -4 -2

Rekonstr. {#,} 6 10 14 8 10 10 6 4
Abweichung 0,2 -0,3 -08 -2,1 -2 -26 -18 -22

Tabelle 18: Zur Fehlerfortpflanzung
10 Differentialcodierung

10.1 Motivation

Die Grundidee der Differentialcodierung ist es, die Korrelation aufeinander
folgender Quellenausgaben dadurch auszunutzen, dass anstelle der Origi-
nalwerte die Differenzen zweier benachbarter Werte (codiert) iibertragen
werden, in der Hoffnung, dass dadurch der Wertebereich und die Varianz
vermindert werden konnen. Verdeutlichen wir uns diesen Ansatz an einem
einfachen Beispiel.

Beispiel 10.1 Wir betrachten eine Abtastung der Kosinusfunktion
s
ft) = COS(Et), t €[0,6].

Die Werte z,, = f(n/10), n = 0,...60 liegen zwischen —1 und 1. Hingegen
fallen die Differenzen d,, = x,,—x,,_1 ins Intervall [0, 2; 0, 2].13 Benutzt man
einen 2-Bit-Gleichquantisierer, so fiihrt dies (geméfl den Betrachtungen im
Abschnitt 8.2) bei Ubertragung der d,, zu einer Schrittweite von 2 x 1/2% =
0,5, und der betreffende Quantisierfehler liegt im Intervall [—0,25;0,25];
hingegen nimmt man bei Ubertragung der d,, die Schrittweite 0,1, was den
Quantisierfehler auf das Intervall [—0,05;0,05] beschrinkt.

Bei Bildern fiihrt der Ubergang zu Pixeldifferenzen oft zu Histogrammen, die
der Laplace-Verteilung dhneln. Dies beriicksichtigend ist eine Quantisierung
des ,,Differenzenbildes” mit fiinf oder gar vier Bit genauso gut wie die des
Originalbilds mit sieben Bit.

Stimmt diese ,,Bit-Analyse” wirklich? Bislang haben wir das Phé&nomen der
Fehlerfortpflanzung bei verlustbehafteter Ubertragung vernachlassigt, was
an folgendem Beispiel deutlich wird:

3Eine Ausnahme bildet der erste Wert do = xo.
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Beispiel 10.2 Wir benutzen einen Quantisierer mit sieben Ausgabewer-
ten {—6,—4,—2,0,2,4,6}; Tabelle 18 enthilt die Ausgangsfolge, die Diffe-
renzenfolge, die sich aus der Differenzenfolge ergebene Quantisierfolge, die
dadurch gelieferte Rekonstruktion der Originalwerte und schliefflich die Ab-
weichung von selbigen. Wie man sieht, scheint die Abweichung tendenziell
immer grofler zu werden.

Wir wollen diese Fehlerfortpflanzung jetzt formaler untersuchen. Dazu sei
die Ausgangsfolge mit {z,}, die Differenzenfolge mit {d,}, die quantisierte
Differenzenfolge mit {d,} und die rekonstruierte Folge mit {#,} bezeichnet.
Startwert sei xg, und es gelte &g = x¢. Dann gilt:

Lemma 10.3 &, = 2y, + Y p_q Qk-

Beweis:
dpn = xp—Tp_q, fallsn >0
d, = Q[d,] = dyn, + qn, gn ist der Quantisierfehler
Tn = Tp-1+ cZn, falls n > 0

n
= In+ Z gk,
k=1

denn T, —Zp—_1 = czn = xp—Tp_1+qp liefert mit &g = xg per Teleskopsumme:
(i‘n - i‘n—l) + (jn—l - jn—2) +...+ (jl - xO) =

n
(Tn — Tn-1) + (Tn—1 — Tn-2) + ... + (¥1 — 20) + ZQk~
k=1

O

Eine leichte Modifikation verhindert diese sich im Term »;_; ¢x ausdriicken-
de Fehlerfortpflanzung: setze nun d,, = x,, — Z,,_1; damit gilt:

in = ‘%n—l + dn = ‘%n—l + dn +aqn -
—_———

Tn

Hierbei kann Z,,_1 als ein Schétzer fiir z,, interpretiert werden. Diese Idee
wird im folgenden verallgemeinert.

10.2 Pradikative Differentialcodierung

Bild 28 zeigt das Schema eines Codierers im prdadikativen Differentialverfah-
ren. Dieses Schema wird englisch als , differential pulse code modulation”,
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Pn

Pn

Codierer

Abbildung 28: Der Codierer des pridikativen Differentialverfahrens

kurz DPCM , bezeichnet. () bezeichnet dabei den zur Codierung der Diffe-
renzenfolge verwendeten Quantisierer und P den Prdidikator oder Vorhersa-
ger genannten Schétzer fiir z,. Wihrend am Ende des vorigen Abschnitts
Pn = Tp_1 galt, kann man im allgemeinen

Pn = f(jn—lyjn—27 .. 7:%0)

ansetzen. Bemerkenswert ist, dass der Codierer den Decodierer (im gestri-
chelt eingekéstelten Bereich in Bild 28) simuliert.

Wie ist die Vorhersagefunktion f zu wahlen? Da fiir die Differenzenfolge
d, = T, — pp gilt, beeinflusst die Schétzfolge p,, offenbar u. a. die Varianz afl
der Differenzfolge, die moglichst klein sein sollte, um eine gute (verlustbehaf-
tete) Komprimierung durchfiihren zu kénnen. Recht allgemein ist folgender
Zusammenhang:

Satz 10.4 Unter den Annahmen

1. pn = f(@n-1,%n-2,...,20) ~ f(Tpn-1,Tn—2,...,20) und

2. {x,} ist stationdr

kann man zeigen, dass 03 durch den bedingten Erwartungswert
Elzy, | xp-1,...,20]

mainimiert wird.

Da dies immer noch zu kompliziert ist, nehmen wir weiter an, die Vorhersa-
gefunktion sei linear, d. h.

N
Pn = E AiTp—i;
i=1
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N heiit auch Ordnung des Pradikators. Wegen der ersten Annahme des
Satzes ist also

N
02 = E[(z, — Z aiTn_i)?]
i=1

zu minimieren. Hierzu setzen wir die partiellen Ableitungen beziiglich der
a; gleich Null:

do? [ N
a—a[li = —-2F _ (l‘n — ; ai:En_i) l‘n_1] =0
o2 [ N
a—az = —2F _ (mn — ; a,-a:n_,) xn_2] =0

dan

(902. | [ al
—d _ _9F (mn — Z ai$n—i> wn_N] =0.
L i=1

Unter Benutzung der Autokorrelationsfunktion
Ryp(k) = ElznTny]

konnen wir also ansetzen:

N
D aiRua(i—1) = Ryu(1)
=1

N
D aiRua(i—2) = Ruu(2)
=1

N
> aiRee(i— N) = Ruu(N)
=1

Dies lasst sich auch in Matrixform schreiben:

RA=P
wobei
[ R..(0) R..(1) R..(2) Ryz(N —1) ]
R, (1) R..(0) R, (1) Ry (N —2)
R = Ryz(2) Ry (1) R..(0) R, (N —3)
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Quantisierer Pradikatorordnung SNR (dB) SPER (dB)
2-Bit keine 2,43

1 3,37 2,65

P 8,35 5,9

3 8,74 6,1
3-Bit keine 3,65

1 3,87 2,74

P 9.81 6,37

3 10,16 6,71

Tabelle 19: Leistungswerte von DPCM-Systemen mit unterschiedlichen
Quantisierern und Préadikatoren

aq Rmm(l)

as Rxx(Q)

A = as P= Rmm(?’)
L an i L RII(N) i

Mit den soeben eingefiihrten Notationen kénnen wir daher notieren:

Korollar 10.5 Unter den Annahmen von Satz 10.4 und fir lineare Prddi-
katorfunktionen ergibt sich der Vektor der Prdidikatorkoeffizienten durch:

A=R'P

Natiirlich konnen wir in der Praxis nicht annehmen, wir hétten bereits
Kenntnis der genauen in Matrix R —der Autokorrelationsmatric— zusam-
mengefassten Autokorrelationswerte. Statt dessen verwendet man als Schéatzer
dieser Werte M Datenpunkte:

| M=k
Ry (k) = % Z TiTiyk -
=1

Fiir eine Spracheingabe wurden auf diese Weise die Pridikatorkoeffizienten
ermittelt. Diese sind natiirlich von der Ordnung des Prédikators abhéingig.
Tabelle 19 enthélt das Verhéltnis SNR von Signal zur Verzerrung sowie das
Verhdltnis SPER von Signal zur Vorhersage, d. i.,

M .2
SPER(dB) = —Mzz:l L
i=1(%i — i)
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2

Y

Abbildung 29: Fehlerfunktion in Abhéngigkeit vom Prédikatorparameter

fiir dieses Sprachbeispiel, bei dem die Quelle (zu Vergleichszwecken) einmal
mit einem 2-(bzw. 3-)Bit Quantisierer codiert wurde (daher keine Pradikato-
rordnung) und dann mit einem linearen Prédikator (der geméf dem Ansatz
von Kor. 10.5 erhalten wurde) der Ordnung N = 1,2, 3.

Gerade bei Sprache ist die Stationaritdtsannahme sicher falsch, was es na-
helegt, adaptiv zu quantisieren.

10.3 Adaptive Differentialcodierung

Vergegenwirtigt man sich nochmals Abb. 28, so erkennt man, dass es grund-
sétzlich zwei Komponenten gibt, die adaptiv sein konnen, ndmlich der Quan-
tisierer () und der Préadikator P. Die weiter erkennbare Riickkopplung ldsst
eine Voradaptierung des Quantisierers nicht sinnvoll erscheinen. Die Riick-
adaptierung von () kann mit einem Jayant-Quantisierer geschehen.

Beim Entwurf der Priadikatorkoeffizienten wurde stets von der Stationaritit
der Quelle ausgegangen, was (z. B. bei Sprache) im Allgemeinen falsch ist.
Daher erscheint eine Adaptierung der Priadikatorparameter sehr sinnvoll.

Bei DPCM mit Voradaptierung des Pridikators (DPCM-APF) wird die Ein-
gabe in Blocke unterteilt, der Schétzer der Autokorrelationskoeffizienten je
Block berechnet und als Begleitinformation iibertragen. Insbesondere bei
Sprachiibertragung kann DPCM-APF nicht tolerierbare Verztgerungen be-
wirken.

Wir beschiftigen uns daher jetzt mit der Riickadaptierung des Prddikators
(DPCM-APB).
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Der Fehler eines Pradikators erster Ordnung ldsst sich durch
di = (:En — alin_1)2

messen. Fassen wir d2 als Funktion von a; auf, so ergibt sich eine Parabel

wie in Bild 29. Ist der Wert agn) weit vom Optimum entfernt, so ist eine
raschere Adaptierung erwiinscht als wenn fast das Optimum erreicht ist.
Diesen Effekt erreichen wir durch Anwendung der Formel

dd?
agn—’_l) = agn) — aa—azl mlt
Od? R R
a—a’; = —2(zp —a18p_1)Tp-1
= —2d,%,_1; also ist:
agnﬂ) = agn) +d'dy i1

fiir eine die Adaptivitit beeinflussende positive Konstante o bzw. o/. Da
die nichtquantisierten Werte d,, nur dem Codierer zur Verfiigung stehen,
ersetzen wir in jener Formel d,, durch d,,:

agnﬂ) = a&")—i—adnxn_l

Fiir einen Codierer hoherer Ordnung N > 1 erhélt man ganz entsprechend
durch Betrachtung von

N 2
d2 _ 4 .
n Tn — AiTp—i
i=1

sowie der partiellen Ableitungen dieser Funktion nach den a;:

Lemma 10.6 (Adaptionsregel fiir den j-ten Priadikatorkoeffizienten)

J
AT — A 4 nd, X, mit

Iy,

PG ag,") + adpin_j bzw. vektoriell

~ Tn—1

X, =
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10.4 Delta-Modulierung

Fiir die Sprachcodierung wird gerne der sog. A-Modulator verwendet, d. i.
ein DPCM-Verfahren mit 1-Bit-Quantisierer. 1-Bit-Quantisierung bedeutet,
dass der Codierer dem Decodierer quasi nur mitteilen darf, ob sich der ak-
tuelle Eingabewert im Vergleich zum vorigen erhoht oder erniedrigt hat,
und der Decodierer interpretiert diese Information, indem er A > 0 zu sei-
nem alten Wert hinzuaddiert bzw. davon subtrahiert. Um Fehler nicht allzu
grofl werden zu lassen, ist eine hohe Abtastrate erforderlich. Dennoch ist bei
fixiertem 1-Bit-Quantisierer zu beobachten:

e Ist die Quelle fast konstant, so schwingt der Modulator.

e Bei steilem Signalanstieg oder -abfall kommt er nicht so schnell nach.
Diese nachteiligen Effekte lassen sich durch Wahl von A beeinflussen:

e Ist A klein, so beobachten wir schwaches Schwingen, aber schlechtes
Nacheilen.

e Ist A grof, so sind auch die Schwingungen grof3, aber das Nacheilver-
halten ist gut.

Auch hier bietet sich eine adaptive Delta-Modulierung an; wir betrachten im
folgenden die sog. CFDM (engl.: constant factor delta modulation). A, be-
zeichne den vom Decodierer erhaltenen vorzeichenbehafteten Differenzterm
im n-ten Schritt. Da die nachstehend angegebene Adaption mit den Fakto-
ren M > 0 nicht das Vorzeichen von A,, beeinflusst (dieses ist schlieBlich die
eigentlich iibertragene Information), ist folgende Festlegung nicht zirkulér:

. 1 wenn A,, >0
L —1 wenn A, <0
{ MA,_1 wenn S, = Sp_1

A =
" M~—'A,_1 wenn s, # s,_1

CFDM lasst sich verbessern, indem nicht nur die letzte Ausgabe des Codie-
rers in Betracht gezogen wird. Man mag sich klarmachen, was die folgenden
Falle ,bedeuten”:

Sn 7& Sn—1 = Snpn—2
Sp = Sn—l#sn—2

Sp = Spn—1 = Sp—2
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Fiir die Sprachcodierung werden hierbei empfohlen:

Sn
Sn,
Sn
Sn,

[ NI N

Sp—1
Sn—1
Sp—1
Sn—1

[ N N

Sp—2
Sn—2
Sp—2
Sn—2

P44

M =0,4
M =0,9
M=1,5
M =2,0

94
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11 Teilbandcodierung

11.1 Einfiihrung

Beobachten wir einmal folgende Beispielfolge {zy,}:
10 14 10 12 14 8 14 12 10 8 10 12

Bei Anwenden eines DPCM-Schemas miisste man die folgende Differenzen-
folge codieren:

0 4 -4 2 2 -6 6 -2 -2 -2 2 2

Abgesehen vom ersten Wert liegen alle Differenzen zwischen —6 und +6.
Ein m-Bit Gleichquantisierer wiirde eine Schrittweite A = 12/2™ benutzen,
was zu einem maximalen Quantisierfehler von A/2 = 6/2™ fiihrte. Beachtet
man, dass anstelle dieser Differenzen ohne Informationsverlust auch z, =

% tibertragen werden kann, so halbiert dies den Quantisierfehler.

Betrachten wir hingegen die Folge y,, = % der Mittelwerte, so ergibt
sich als Differenzenfolge der y,,:

100 20 -1 2 -2 02 -2 -2 0 2

Da diese Differenzen lediglich zwischen —2 und +2 liegen, ergibt sich ein
maximaler Quantisierfehler fiir einen m-Bit Gleichquantisierer von 2/2™.
Wie auch intuitiv zu erwarten, ist die Mittelwertfolge ,,glatter” als die Ori-
ginalwertfolge.

Ubertrigt man die Codierungen der sich offenbar als angenchmer erweisen-
den Folgen y, und z,, so lasst sich hieraus durch Addition die eigentlich zu
iibertragende Folge x,, rekonstruieren. Beachtet man iiberdies, dass sich alle
xn-Werte aufgrund der Zusammenhénge

Topn—1 = Yon — Z2p und

Ton = Yo+ 22n

wiedergewinnen lassen lediglich durch Ubertragen der ,halben” Folgen ya,
und z9,, und auch die hierfiir zu betrachtende Differenzenfolge y2, — yon_2
verhilt sich angenehm.

Die Idee, eine gegebene Folge durch sog. Filter in (Teil-)Binder genannte
Bestandteile zu zerlegen, die dann (evtl. mit jeweils angepassten unterschied-
lichen Verfahren codiert) getrennt iibertragen werden, ist Grundgedanke der
Teilbandcodierung. Im Beispiel enthielt das Band der Mittelwertsfolge ,,lang-
fristige Informationen”, also niederfrequente Anteile, und das Band der Diffe-
renzenfolge hochfrequente Anteile. Niederfrequenzbdnder lassen sich oft gut
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mit DPCM-Technik komprimieren. Ein Filter, der vornehmlich niederfre-
quente Anteile ,,durchlisst”, wird Tiefpass(filter) (engl.: low pass) genannt.
Entsprechend heifit ein Filter, den fast ausschliellich hochfrequente Antei-
le ,passieren”, Hochpass(filter) (engl.: high pass). Anstelle von Tief- und
Hochpassfiltern spricht man auch von Glédttungs- und Differenzierfiltern.

11.2 Frequenzfilter

In Verallgemeinerung des obigen Beispiels wollen wir jetzt Filter betrachten,
die eine Fingabefolge {x,} in eine Ausgabefolge {y,} vermoge

N-1 M
Yn = Z a;iTp—i + Z biyn—i
=0 =1

tiberfithren. Auf die spezielle Impuls-Folge
A 1 n=0
"o 0 n#0
yantwortet” ein Filter mit der Impulsantwort {h,}. Sind alle b; Null, so
handelt es sich um einen Filter mit endlicher Impulsantwort (FIR: engl.:
finite impulse response) mit hochstens N Nicht-Null-Werten hg, ..., hy_1,

andernfalls um einen mit unendlicher Impulsantwort (IIR: engl.: infinite
impulse response).!

Beispielsweise errechnet man als Impulsantwort fiir den durch die Nicht-
Null-Werte ag = 1,25 und a; = 0,5 spezifizierten Filter:

ho = apxg+air_1=1,25
hi = apxr1+a1z9g=0,5
h, = 0 sonst

Fiir den durch die Nicht-Null-Werte ag = 1 und by = 0, 9 spezifizierten Filter
bekommt man als Impulsantwort:

ho = apxo+bh_y =1(1)+0,9(0) =1
hi = apxr1+bihyg= 1(0) + 0,9(1) =0,9
he = apxe +bihy =1(0) +0,9(0,9) = 0,81

h,; — (0.9)"

14Wir beschiftigen uns hier nur mit eindimensionalen Signalen und fithren den zweidi-
mensionalen Fall hierauf zuriick. Der allgemeine mehrdimensionale Fall ist z. B. in [13]
dargestellt.
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] Aﬁri?g'sle— ‘@* Codierer 1 [— " —]Decodierer 1 ‘@* S}ﬁrlltt;eie_ M
. Aﬁri?g'sze— ‘@* Codierer 2 " — |Decodierer 2 ‘@* S}ﬁrlltt;esze_ .
. Aﬁri?égs??_ ‘@* Codierer 3" —]Decodierer 3 ‘@* S}ﬁrlltt;e%e_ .

%ﬁ%&yf\?{_ *Codierer M——- —Decodierer M‘@* 5 Rte};eﬁf_ —

Abbildung 30: Blockdiagramm zur Teilbandcodierung

Ahnlich erhélt man als Impulsantwort h,, bzw. hl, des ,Mittelwertfilters y,,”
bzw. des ,,Differenzfilters z,” aus dem Beispiel im vorigen Abschnitt:

0,5 n=0 0,5 n=0
h, = 0,5 n=1 h’n: —0,5 n=1
0 sonst 0 sonst

Allgemein legt die Impulsantwort die Filterfunktion in folgender Weise fest:

Yn = thxn—k

k>0

Idealisiert kann man sich ein Teilbandcodierverfahren wie in Bild 30 vor-
stellen: Auf der Codiererseite wird der einkommende Signalstrom zunéchst
durch eine Filterbank in M (sich evtl. {iberlappende) Teilbénder zerlegt;
jeder gefilterte Signalstrom wird dann ,,dezimiert”, d.h., nur jedes M-te Da-
tum wird dem eigentlichen Codierer weiter geleitet. In dem Beispiel des
vorigen Abschnitts hatten wir gesehen, das dies fiir die Rekonstruktion hin-
reichend ist, und jene Uberlegung lisst sich verallgemeinern. Anstelle von
Dezimierung spricht man auch von Unterabtastung. Um unterschiedliche
Charakteristika verschiedener Béander desselben Signals auszunutzen, wer-
den die fiir die Einzelbénder benutzten Codierverfahren unterschiedlich sein;
typischerweise sind niederfrequente Bander DPCM-quantisiert und hoherfre-
quente skalar- oder vektorquantisiert. Im Decodierer miissen umgekehrt die
rekonstruierten Signale der verschiedenen Bénder wieder zusammengesetzt
werden. Die Synthesefilter sind natiirlich im Allgemeinen von den Analyse-
filtern verschieden.

Die Tab. 20 bis 22 zeigen die Arbeitsweise des , Tiefpassfilters” (also des
Mittelwertfilters) und des , Hochpassfilters” (des Differenzenfilters) aus dem
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10 14 10 12 14 8 14 12
10 12 8 12 10 6 10 12
12 10 8 6 8 10 12 14
8§ 6 4 6 4 6 & 10
14 12 10 8 6 4 6 8
12 8 12 10 6 6 6 6
12 10 6 6 6 6 6 6
6 6 6 6 6 6 6 6

Tabelle 20: Ein Beispiel, bild”

Dezimierte Dezimierte
Tiefpassausgabe Hochpassausgabe
5 12 13 11 |5 -2 1 3
5 10 11 8 |5 -2 1 2
6 9 v 11 |6 -1 1 1
4 5 5 7|4 -1 -1 1
vTo11 7 5 |7 -1 -1 1
6 10 8 6 |6 -2 -2 0
6 8 6 6 |6 -2 0 0
3 6 6 6|3 0 O 0

Tabelle 21: Ein Beispielbild — gefilterte und dezimierte Zeilen

LL-Bereich HL-Bereich
25 6 65 55125 -1 05 1,5
55 95 9 9555 -15 1 1,5
55 8 6 6 |55 -1 -1 1
6 9 7 6 6 0 0 0
LH-Bereich HH-Bereich
25 6 65 5525 -1 05 15
05 -05 -2 15705 05 0 -0
1,5 3 1 1115 O 0 0
0 1 -1 0 0 0 1 0

Tabelle 22: Ein Beispielbild — 4 gefilterte und dezimierte Teilbilder
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Beispiel im vorigen Abschnitt, so wie diese iiblicherweise im Falle von Bil-
dern eingesetzt werden: zunéchst wird zeilenweise, dann spaltenweise gefil-
tert. Links und oben wird dabei eine Spalte bzw. Zeile mit Nullen angesetzt.
Dagegen bleiben die rechte Spalte und die unterste Zeile unbeachtet. Leider
sind in diesem Mini-Beispiel die Entstellungen an den Réndern noch iiber-
deutlich. Davon einmal abgesehen, soll auch hier schon klar werden, dass die
Hauptinformation des Bildes im niederfrequenten (oben links dargestellten)
Teilbild vorhanden ist und ,,fast keine” Information im hochfrequenten Teil-
bild (unten rechts) in Tab. 22. ,Gute” Filter konzentrieren moglichst viel
FEnergie im niederfrequenten Teilbild. Um die verschiedenartigen Dezimie-
rungskaskaden zu verdeutlichen, werden, wie in Tabelle 22, die Abkiirzungen
LL, HL, LH und HH verwendet, wobei L hier fiir engl. ,low” und H fiir engl.
,high” steht.

11.3 Filterbinke

Filterbéanke sind oft kaskadenartig aus Paaren von Tief- und Hochpassfiltern
aufgebaut. Besonders beliebt sind Spiegelfilter (engl.: quadrature mirror fil-
ters QMF); ist {h,, } die Impulsantwort des Tiefpassfilters, soist {(—1)"hn_1-n}
die Impulsantwort des Hochpassfilters. Wie oben nachgerechnet, sind die Fil-
ter aus dem einfiihrenden Beispiel im vorigen Abschnitt von dieser Art. Die
beliebten Filter von Johnston und Smith-Barnwell sind ebenfalls von die-
ser Gestalt, so dass zu ihrer Angabe die Impulsantwort des Tiefpassfilters
geniigt.

Natiirlich beeinflusst die Wahl der Filterbank auch die Art und Weise der
Quantisierung der einzelnen Teilbidnder. Nehmen wir an, R Bits sollen pro
Datum hochstens iibertragen werden, und die Eingabesignalvarianz des k-

ten Quantisierers (1 < k < M) sei agk, so arbeitet folgendes Verfahren gut

fiir die Verteilung der zur Verfiigung stehenden R Bits auf die Teilbdnder:

1. Berechne S}, = O'Sk und setze R, =0 fiir 1 < k < M.
2. Wibhle ein ¥, so dass S, maximal fiir 1 < k¥’ < M.
3. Inkrementiere Ry/; dividiere Sj/ durch zwei.

4. Dekrementiere R. Falls R > 0, gehe zu Schritt 2.

Nach Durchlauf des Verfahrens sollten Ry, Bits fiir das k-te Band genommen
werden.
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LLs | HL3
-
HLQ —T
LHs |HH;
' HL
v 1
LH.
2 HH,
|

LH,

HH,

Abbildung 31: Abkémmlingsbaum a la Shapiro

11.4 Shapiros EZW-Algorithmus

Fine andere, adaptive Idee zur Bitverteilung bei der Bildkompression mit
Teilbandverfahren ist im EZW-Algorithmus'® von Shapiro enthalten [18].
Wie oben erldutert, wird ein Bild zeilen- und spaltenweise mit einem Tief-
bzw. Hochpassfilter in vier Bandbereiche zerlegt; fiir den Low-Low-Bereich,
in dem sich ja die Energie bei geeigneter Filterwahl konzentrieren sollte, kann
man nun diese Zerlegung wiederholen, was bei dreimaliger Wiederholung zu
der Aufteilung des , gefilterten und dezimierten” Bildes fiihrt, die in Abb. 32
wiedergegeben ist.

Wir erldutern den Algorithmus am besten anhand eines Beispiels. Es seien
die in Abb. 33 gegebenen gefilterten und dezimierten Werte vorgegeben. Der
betragsméfig grofite Wert ist 63. Als initialen Schwellwert Ty wahlen wir da-
her dessen gerundete Hilfte, d. i. Ty = 32. Im ersten Hauptdurchgang wird
nun das Bild, wie in 32 durch den Pfeil angegeben, abgetastet. Fiir Teilbilder
wird rekursiv dieselbe Abtastreihenfolge gewéhlt. In den Hauptdurchgingen
wird ein Strom von Symbolen aus { POS, NEG, 1Z, ZTR } erzeugt; diese
Zeichen sind natiirlich mit je zwei Bit codierbar. Dabei bedeutet POS, dass
der abgetastete Wert grofier als der aktuelle Schwellwert T}, ist, NEG, dass
er negativ und kleiner als —7T} ist und IZ bzw. ZTR, dass er im Intervall

SEZW steht fiir engl.: ,Embedded Zerotree Wavelet”; im Ggs. zum Namen ist das
Grundprinzip des Vorgehens nicht auf Wavelets beschrankt.
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LLs |HL;
———— HL,

L HH;
% f HL1
y HHH

LH,

Y

HH,

Y

Abbildung 32: Abtasten von Filterkoeffizienten a la Shapiro

63 | -34 | 49 10 7 13 -12 7

-31 | 23 14 -13 3 4 6 -1

Abbildung 33: Ein dreimal wiederholt gefiltertes und dezimiertes ,,Bild”
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[Tk, Ty| liegt. Werte, fiir die POS oder NEG erzeugt wird, heiflen auch si-
gnifikant, die iibrigen insignifikant. ZTR (engl.: zerotree) bedeutet iiberdies,
dass alle ,,Abkémmlinge” im Sinne des in Bild 31 mit Pfeilen dargestellten
Baumes (der im iibrigen wieder rekursiv fortgesetzt zu denken ist, s. u. Bei-
spiel) im Intervall [T}, T| liegen und so einen Nullbaum bilden; dahingegen
bezeichnet 1Z eine vereinzelte Null (engl.: isolated zero).

Der erste Hauptdurchgang ist in Tabelle 23 aufgelistet. Als ersten Wert er-
halten wir so 63. Dieser ist grofier als der Schwellwert 32, weshalb Symbol
POS generiert wird. Da -34 kleiner als -32 ist, wird als néichstes NEG erzeugt.
-31 ist im Intervall [-32,32], im darunterhéngenden Teilbaum liegt aber
noch ein ,signifikanter Wert”, namlich 47, so dass eine vereinzelte Null vor-
liegt und 1Z erzeugt wird. Dahingegen ist sowohl der Eintrag im H Hs-Band
wie alle seine Abkémmlinge (in den Béndern H Hy und H H;) insignifikant,
weshalb wir bei (3) ein ZTR ausgeben. Insbesondere bedeutet dies, dass wir
keine weiteren Symbole mehr fiir Eintrige aus dem H Hs- und H H{-Band
erzeugen werden in diesem Hauptdurchgang.

Jetzt wird das Teilband H Lo abgetastet. Bei (4) ist zu bemerken, dass die
Abkémmlinge des Eintrags 10 eben {—12,7,6,1} sind, was durch rekursive
Forsetzung des in Bild 31 dargestellten Abkémmlingsbaums zu sehen ist,
und diese sémtlich dem Betrage nach unter dem Schwellwert liegen, weshalb
ein Nullbaum diagnostiziert wird. Bei (5) (innerhalb der Analyse des LHa-
Bands) merken wir an, dass zwar 14 selbst unterhalb des Schwellwerts liegt,
das Abkémmlingsteilband {—1,47, —3,2} jedoch mit 47 einen signifikanten
Wert enthélt, weshalb IZ auszugeben ist. Beachte bei (6), dass das H Ha-
Band bereits beriicksichtigt wurde und daher gleich zur Codierung des H L1-
Bands geschritten wird. Da die HL; und LH;-Bénder keine Abkémmlinge
besitzen, kénnen wir die ZTR und IZ-Symbole zu einem einzigen Z-Symbol
verschmelzen und so noch kompakter codieren.

Tabelle 24 enthilt die Ergebnisse der sich anschlieenden ersten Verfeine-
rung, bei der fiir die vier signifikanten Werte (aus dem ersten Hauptdurch-
gang) angegeben wird, ob sie (dem Betrage nach) im Intervall [32,48) oder
in [48,64) liegen.

Beim n#chsten Hauptdurchgang werden nur die bislang fiir insignifikant ge-
haltenen Werte beriicksichtigt; die bislang signifikanten Werte werden hin-
gegen in diesem Durchgang als Nullen (im Sinne der Nullbaumkonstrukti-
on) angesehen. Als Schwellwert nehmen wir 77 = Tp/2 = 16. Im zweiten
Verfeinerungsdurchgang hingegen werden alle aus den bisherigen (beiden)
Hauptdurchgéngen gewonnenen Werte verfeinert, was also zu einer Interval-
leinteilung [16,24), [24,32), [32,40), [40, 48), [48,56) und [56,64) fiihrt.

Insbesondere wird so hoffentlich die Bedeutung des Wortes ,,embedded”
deutlich: Jeder hochauflosendere Code enthalt samtliche niederauflosenden
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rekonstruierter
Kommentar | Teilband | Wert | Symbol Wert
(1) LLj 63 POS 48
HLs -34 NEG -48
(2) LHj -31 17 0
(3) HH; 23 ZTR 0
HL, 49 POS 48
(4) HL, 10 ZTR 0
HLo 14 ZTR 0
HLo -13 ZTR 0
LH, 15 ZTR 0
(5) LH, 14 17 0
LHs -9 ZTR 0
LH, -7 ZTR 0
(6) HL, 7 7 0
HIL, 13 7 0
HL, 3 7 0
HIL, 4 Z 0
LH, -1 Z 0
(7) LH, 47 POS 48
LH, -3 Z 0
LH, -2 7 0

Tabelle 23: Ergebnisse des ersten Hauptdurchgangs

Koeffizienten- Rekonstruktions-
grofle Symbol grofle
63 1 56
34 0 40
49 1 56
47 0 40

Tabelle 24: Die erste Verfeinerung

103
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Codes eines Bildes als Prifix; m. a. W., EZW eignet sich sehr gut zur fort-
schreitenden Bildiibertragung.

11.5 Filter aus Transformationen

Wie kann man systematisch ein Eingabesignal in Frequenzbereiche zerle-
gen? Eine Moglichkeit ist allgemein bekannt: die Fourier-Entwicklung bzw.
-Transformation . Jede reelle (oder komplexe) Funktion f mit Periode T
lésst sich darstellen in der Form:

a — 2m = 2m
ft) = 70 + Zan cos <n?t> + ;::1 b, sin <n?t> mit

n=1

I 27
ap, = ?/0 f(t) cos (n?t> dt,

1 [T 2
b, = T/o f(t)sin (n%t) dt;  alternativ:

27'rt

o0
fit) = chei”T mit
[e.e]

_ 1 /Tf(t) —inz%tdt
Cpn = T/, e

Hierbei ist, wie iiblich, i = v/—1. So erhilt man nicht nur eine ,,Sinusentwick-
lung” von periodischen Funktionen, sondern auch eine ,,Sinus-Approximation”,
indem man die Reihenentwicklung nach endlich vielen Gliedern abbricht!6
Diese ist wichtig, da —elektrophysikalisch bedingt— ,,physikalische Filter”
keine ,,reinen” Bandpassfilter sind. Wir konnen diese immer nur durch Schwin-
gungsfunktionen annahern.

Eine lediglich auf einem Intervall [0,7] definierte Funktion ldsst sich leicht
,periodisch fortsetzen”.!” Da wir zumeist mit ,,diskreten Funktionen”, sprich
Folgen {z,} der Lénge N beschéftigen, ist fiir uns die diskrete Fourier-
Transformation wichtig:

N-1
1 —i2rkn
c, = NE Tpe N
n=0
N-1
2wkn
T, = cpe N
k=1

Im Kapitel 13 werden wir hierauf zuriickkommen.

Fiir sog. quadratisch integrierbare Funktionen ist Konvergenz garantiert.
1"Betrachtet man den Fall , 7 — o0”, so erhilt man die Fouriertransformierte von f.
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Ein flexibleres und modernes Instrument zur Signalzerlegung liefern Wave-
lets. Bei ihnen steht sowohl der Zeit- als auch der Frequenzbereich para-
metrisiert zur Verfiigung. Fiir Informationen aus dem Internet zu Wavelets
verweisen wir auf die Adressen 6 und 7.

Sehr beliebt sind die sog. Haar-Wavelets. Aus der einfachen Urfunktion
(engl.: mother wavelet)

1 0<z<y
Yoo(z) = { -1 $<x<1 wirddurch
0  sonst

Vi) = voo(2r—k)
1 k27 <z<(k+3)27
= -1 (k+3)27 <z <(k+1)27
0 sonst

eine Schar von Funktionen. j kann als Streckparameter (Frequenzparameter)
und k als Verschiebeparameter (Zeitparameter) gedeutet werden.

Um eine Idee von der Arbeitsweise von Wavelets zu erhalten, betrachten wir
exemplarisch nun als Urfunktion

1 0<zx1
¢0,0(33) - {0 sonst

sowie die erzeugte Schar

¢j7k(x) = ¢070(2j1’ — k) .

Angenommen, wir wollten eine Funktion f : [0, N] — R approximieren. In
erster Naherung setzen wir

i

¢4(t) = Co ko) mit
o

k1
cok = /k+ J(t)[¢ox(t)]dt

ol

Durch Wahl eines hoheren Frequenzparameters kénnen wir die Genauigkeit
der Approximation steigern:

' 20N—-1
$Ht) = D cjrgjx mit
k=0

o p(k+1)/27
Cik = 2]/ f(t)dt
k)27



11 TEILBANDCODIERUNG 106

Offensichtlich gilt
i1k = 1/2(cjon + ¢j2k+t1) - (6)

Unser Ziel ist es, Funktionen in Bestandteile (mit evtl. unterschiedlichen
Charakteristika) zu zerlegen. Wenn nun qﬁ} die Funktion f geniigend appro-
ximiert, kann man gb?c als niederfrequenten Anteil betrachten und muss dann
die Differenz qﬁ} — qﬁ?r diskutieren. Es gilt wegen Gleichung (6):

o5 (t) — o5(t)
_ Cok — C12k = —1/201,% + 1/26172]@_’_1 E<t<k+1/2
Cok — C1,2k+1 = 1/26172]g — 1/26172]@4_1 k + 1/2 <t<k+1

M. a. W., die Differenz lasst sich leicht mit Haar-Wavelets ausdriicken,
namlich:

¢p(t) — ¢4(t) = (—crok + C12m41) Yo(t) -

bo, k

Die 2N-Punkte Folge ¢ kann so in zwei N-Punkt-Folgen cpj und b
zerlegt werden; die zweite Folge kann als Faktoren von Wavelets interpretiert
werden. Allgemein ldsst sich jede Funktionenschar ¢, j, die gewissen Skalier-
, Darstellungs- und Integrabilititsbedingungen geniigt, dafiir benutzen, eine
zugehorige Wavelet-Familie zu definieren.

Aus der Darstellungsbeziehung

$00(t) =Y hndra(t)

gewinnt man die Impulsantwort h,, des Glattungsfilters, denn ¢ o kann als
stetige Form des Impulses gesehen werden, und die Darstellung

Yoo(t) =D _(=D)N T i a(t)

des zugehorigen Ur-Wavelets liefert die Impulsantwort des Differenzierfil-
ters. Beliebt sind insbesondere die so zu erhaltenen Daubechies- und Coiflet-
Filter. Wavelets liefern Spiegelfilter.

Wichtig ist schliefllich, dass man die Aufspaltung des Ursignals in Gléatte-
und Differenzanteil weitertreiben kann, indem der Glétteanteil rekursiv wei-
ter aufgespalten wird. Die Differenzanteile m-ter Stufe lassen sich dann
durch die Wavelets v, . darstellen. Die so mogliche rekursive Multiresoluti-
onsanalyse ist einer der wesentlichen Vorteile Wavelet-basierter Zeit/Frequenz-
Analyse gegeniiber dem (&lteren) Fourier-Ansatz. Diese Zusammenhénge
sind auch sehr schon abstrakt im siebenten und achten Kapitel von [8] dar-
gestellt. Populdrwissenschaftliche Artikel sind [14, 21].
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12 Fraktale Codierung

Der mathematische Grundgedanke dieser Codierungstechnik ist sehr ein-
fach: Statt ein ,Datum” zu iibertragen, iibertrage man die Parameter ei-
ner kontrahierenden Abbildung f, deren Fixpunkt eben dieses Datum ist.
Der Decodierer kann nun durch ein einfaches Iterationsverfahren (berechne
y; = f(yi—1) ausgehend von einem beliebigen ,,Punkt” gy solange, bis eine
gewiinschte Genauigkeit erreicht wird) oder schneller noch durch randomi-
sierte Techniken das zu iibertragende Datum rekonstruieren. Nach dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz funktioniert diese Idee prinzipiell fiir jeden vollsténdi-
gen metrischen Raum, zum Beispiel auf dem R? mit dem Euklidischen Ab-
stand als Metrik pg.'8 Iterierte Funktionensysteme (IFS) gestatten die Be-
schreibung von Bildern als Fix, punkte”.

Es sei (X, p) ein metrischer Raum. Die r-Umgebung von A C X ist gegeben
durch:

B,(A):={y € X|(3z € A)(p(z,y) <)}(= | B-(2)).
€A

Bezeichne K(X, p) die Menge aller nicht leeren aber kompakten Teilmengen
von (X, p). Es seien A, B € K(X, p). Die Abbildung

pu(A,B):=inf{r: A C B,(B) und B C B,(A)}

ist eine Metrik auf (K(X, p), prr). Sie heilt Hausdorff-Metrik oder Hausdorf-
Abstand oder. Ein IFS F (auf X), ist gegeben durch eine endliche Liste
F = (F(1),...,F(n)) von kontrahierenden Ahnlichkeitsabbildungen. Zuge-
ordnet ist die Liste der Ahnlichkeitsfaktoren (TF@)s -+ »TFm))- Jedes IFS
F=(F(1),...,F(n)) auf (X, p) lasst sich als Abbildung K(X, p) — K(X, p)
auffassen durch

F(A)=|JF(i)(A).
=1

F ist so eine Kontraktion auf (IC(X,p), pm) mit einem Kontraktionsfak-
tor rp:=maxj_; rp) < 1. Nach dem Banachschen Fizpunktsatz bestimmt
F so eindeutig einen Fix,punkt” Ar € K(X,p), falls (X,p) (und damit
(K(X,p), pr)) vollstindig ist.

Da sich der Abstand des Fixpunktes ; einer kontrahierenden Abbildung f
(mit Kontraktionsfaktor r¢) auf einem vollstandigen metrischen Raum (X, p)
von einem beliebigen Punkt z € X durch (p(z,zy) < 1_1Tf - p(z, f(2)))

abschétzen lisst, ist die n-te Iterierte f™(x) hochstens 13, - -p(z, f(x)) vom

!8Niheres zu metrischen Riumen findet man beispielsweise in [7]. Der Zusammenhang
zu iterierten Funktionensystemen ist in [4] oder deutschsprachig in [6] dargestellt.
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Fixpunkt entfernt, was'® eine recht einfache Abschitzung des ansonsten

nicht so einfach zu bestimmenden Hausdorfl-Abstandes liefert und iiber-
dies ein schnelles Abbruchkriterium bei der Decodierung ,,fraktalen Codes”
liefert.

Als Beispiel betrachten wir die Koch-Kurve, als Raum nehmen wir X =
[0,1] %[0, 1] mit der Euklidischen Metrik und als IFS F = (F'(1), F'(2), F(3), F(4)),
wobei die einzelnen Abbildungen wie folgt definiert sind.

PO = (2,

T2

B 1 1 %
F(Q)(l‘l,lﬂg) = §<l‘2>+<0>’
B cos(60°) —sin(60°) x1
F@E) @y 22) = < in(60°)  cos(60°) T2 + ’
cos(—60°) —sin(—60°) 71 :
sin(—60°)  cos(—60°) x9 +sin(60°) /-
Der Deutlichkeit halber wollen wir in Abb. 34 mit der kompakten Menge

{(z,0)|0 < x < 1} starten. Beachte, dass der Hausdorff-Abstand der fiinften
Iteration von der Koch-Kurve sich mit ?ﬂ%l ~ 0,002 abschétzen lésst.

RN
S e S e S

Abbildung 34: Die Koch-Kurve ist iiberall stetig, nirgends differenzierbar.

w
O Wl

1
3
1
3

F(4)(z1,22) =

Wie auch anhand der Koch-Kurve deutlich wird, haben IFS-Fraktale stets
eine selbstihnliche Struktur oder Selbstdhnlichkeit, die zwar ansatzweise —
wie B. Mandelbrot in [12] herausgearbeitet hat—sich auch ,in der Natur” und
damit auch bei natiirlichen Bildern anzutreffen ist, sicher aber nicht in der
durch IFS bedingten , Reinkultur”. Andererseits wird die wesentliche Idee
eines auf , Selbstahnlichkeit” abhebenden Kompressionsverfahrens klar: Die
Ubertragung der viermal je 6 Zahlen, die jeweils die affinen Abbildungen
der Koch-Kurve spezifieren, ist wesentlich effizienter als die Ubertragung
beispielsweise des PS-Files der letzten Approximation in Bild 34. Will man
Bilder wie angedeutet fraktal codieren, so ergibt sich das Problem, wie man

In der Literatur iiber Fraktale heifit dieser Zusammenhang auch Collage- Theorem.
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Abbildung 35: Bereichsblocke und Urbildblécke

denn zu einem gegebenen Bild die Parameter einer es spezifizierenden Schar
von affinen Abbildungen generieren kann.

Eine erste praktikable Losung dieser Probleme stammt von A. Jacquin. Hier-
bei wird zunéchst das Bild in sog. Bereichsblocke R unterteilt. Fiir jeden
Bereichsblock wird im Bild selbst ein Urbildblock Dy, (und eine vermittelnde
kontrahierende Abbildung fr mit Ry = fx(Dy)) gesucht. Die Urbildblocke
erhilt man, indem man ein K x K-Fenster mit Schrittweite K/2 oder K/4
iiber das Bild gleiten ldsst und das ,giinstigste” Teilbild D, auswahlt, s.
Bild 35. Da nicht immer die Existenz eines optimalen Urbilds gewé&hrleis-
tet ist, handelt man sich hierbei einen systematischen Fehler ein, der die-
ses Verfahren verlustbehaftet macht. Tatséchlich wird der Unterschied von
Ry zu fi(Dy) nicht per Hausdorff-Abstand, sondern durch eines der friiher
diskutierten Verzerrungsmafle bestimmt. Man kann zeigen, dass mit den
(partiell definierten) Funktionen fj die zugehorige mengenwertige Funkti-
on F(A) = | fx(A) kontrahierend ist und somit die fiir IFS gemachten
Uberlegungen auch hier gelten.

Bislang haben wir uns lediglich um Schwarz-Wei-Bilder in unseren Uber-
legungen gekiimmert. Tatséchlich gilt das Gesagte im Wesentlichen auch
fiir Grauwert- bzw. Farbbilder; hier kommt dann noch eine Anpassung der
Farbinformation hinzu, so wie die Abbildung f3 in Bild 35 nicht nur ein
Verschieben und Drehen, sondern auch eine Grauwertanpassung beinhaltet.
Nach Jacquin wird fi durch fp = my o g, zerlegt, wobei g, eine Verschie-
bung und Skalierung bewirkt und mj eine Transformation der Masse. Ist
—genauer— Tj, = gi(Dy) und bezeichnet ¢;;, 4,7 € {0,..., M — 1}, das (4, j)-
te Pixel in T}, so ist my(t;;) = agty, i,j) + Ak agt+ Ay bezeichnet dabei eine
Grauwertanpassung. [y ist eine Isometrie, die man als Permutation der Pi-
xel innerhalb von T}, auffassen kann. Konkret betrachtet man die folgenden
Isometrien:

e vier Drehungen um 0, 90, 180 und 270 Grad und



12 FRAKTALE CODIERUNG 110

e vier Spiegelungen an der vertikalen und horizontalen Spiegelachse so-
wie an den beiden Diagonalen.

Zur Darstellung von Ry benétigt man so gp, ar, Ar und I. In der Pra-
xis schrankt man die Wahl der «a-Werte noch drastisch ein, und hiufig
betrachtet man lediglich die Identitét fiir Ip. Dennoch bleibt die Bestim-
mung der Parameter ein erhebliches Rechenproblem. Interessierte kénnen
sich zu diesem Thema recht aktuell unter der Web-Adresse 8, der Home-
page der ,Fraktalgruppe” von Dietmar Saupe, informieren. Dort gibt es
u.a. Arbeiten, die zum einen die Schwierigkeit optimaler Blockzuordnung
betreffen (Nachweis der NP-Hérte), aber auch verschiedendste heuristische
Losungsansitze, in der unterschiedliche auch hier besprochene Methoden
wie Vektorquantisierung, Fouriertransformation und Adaption in fraktale
Komprimierungsschemata eingebaut werden. Weitere Informationen finden
Sie unter den Web-Adressen 9 und 10.
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13 Transformcodierung und JPEG-Standard

Das allgemeine Konzept der Transformation oder Umformung ist sehr gut
in der Mathematik und auch in anderen Gebieten bekannt. Das Schema fiir

eine Transformation sieht allgemein folgendermaflen aus: Seien x1, zo, ..., Ty
Groflen, wie z.B. Zahlen, Vektoren, Funktionen etc. Dann &ndern wir die-
se Objekte mit Hilfe einer Transformation 7" und bekommen 61, 6,, ..., 0;,

die moglicherweise ganz anders als z; aussehen, die man aber einfach wei-
terverarbeiten kann. Schematisch kann man eine Transformation wie folgt
darstellen:

Transformation
X1, T2, ..., Tk 01,05,...,0;
Bearbeitung
inverse
Transformation A R
T1,To,. .., Tk 01,05,...,0;
Unser Ziel ist es, Transformationen zu finden, sodass man 64,0, ..., 0; effizi-
enter (verlustbehaftet) komprimieren kann als die Folge x1, z9, . . ., ) direkt.
Dann ist él,ég, .. ,ét eine Rekonstruktion des Komprimierungsverfahrens
der Folge 61,0, ...,0;, und Z1, ZTo, ..., T) ist eine Rekonstruktion der Einga-
be x1,x9,...,x,. Viele der bislang vorgestellten Verfahren lassen sich auch

als Transformationscodierungen begreifen. Eine konkrete verlustfreie Trans-
formation haben wir auch schon explizit als solche kennen gelernt: die BWT
in Abschnitt 5.3.

Dennoch wollen wir das Grundprinzip anhand eines einfachen Beispiels erldu-
tern, ndmlich dem schon frither verwendeten, bei dem die Daten aus einer
Folge von Paaren (Lénge,Gewicht) von Personen bestehen. Ein moglicher
Datensatz ist in Tabelle 25 aufgefiithrt. Betrachtet man Liange und Gewicht
als (z,y)-Koordinaten, so sieht man in Bild 36, dass sich die Daten lings
einer Geraden der Art y = 0,5z hdufen. Drehen wir den Datensatz also
durch 6 = Ax, wobei
<[]
I

der zweidimensionale Eingabevektor ist und

A:[ cos ¢ sinqﬁ]

—sing coso

L]

die Drehmatrix sowie
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100

90

80

70

60

90

40

GroBle  Gewicht
163 85
188 94
150 75
175 85
140 65
200 102
170 80
125 55
100 40
125 77
173 74
155 70
190 82
160 60

Tabelle 25: Der Eingangs-Datensatz

Abbildung 36: Graphische Darstellung der Eingangsdaten

25 50 75 100 125

112
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z-Wert  y-Wert
184 3
210 0
168 0
195 -2
154 -4
225 2
188 -4
136 -7
107 -9
146 13
188 -11
170 -7
207 -12
170 -18

Abbildung 37: Die transformierten Werte

10

—
T T T T T T T j

5 100 120 140 160 180 . 200 220

-10 ¢ .

Abbildung 38: Die transformierten Werte

der Vektor der Transformierten; speziell ist hier ¢ = arctan(0,5) ~ 26, 565°,
d. h.

A 0,89442719  0,4472136
| —0,4472136 0,89442719
Auf diese Weise erhilt man als Tabelle der transformierten Werte die Werte
aus 37, was graphisch der in Bild 38 dargestellten Situation entspricht.

Wir beobachten bei den transformierten Werten, dass sich die ,Energie” in
der ersten Komponente ,ballt”, was intuitiv eine (verlustbehaftete) Kom-
primierung um den Faktor zwei gestattet. Taten wir dies tatsdchlich und
wendeten auf die , komprimierte Folge” die inverse Transformation, gegeben
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GroBle  Gewicht
165 82
188 94
150 75
174 87
138 69
201 101
168 84
122 61

96 48
131 65
168 84
152 76
185 93
152 76

Tabelle 26: Die riicktransformierten Werte

durch
Al [ cos¢ —sing ]

sing cos¢
an, so erhielten wir in etwa die Werte aus Tabelle 26.

In diesem Fall gilt:

N—

Z(:EZ — :i'i)2 =
=0

1=

—_

N

—_

(6; — ;)
=0

wobel
[0 =024,
71 0 sonst

114

und Z; der x; entsprechende rekonstruierte Wert ist. Diese Eigenschaft gilt
allgemein fiir Transformationsmatrizen mit A~' = A”. Letztere Eigenschaft

nennt man auch Orthonormalitdt.

13.1 Einfache Transformationen

Zuerst betrachten wir Transformationen fiir eindimensionale Folgen, wie sie
zum Beispiel (digitalisierte) Sprache und allgemeiner Audio-Folgen liefern.
Es sei pg, p1, p2, ... die Eingabefolge. Wir werden folgende lineare Transfor-

mationen betrachten: Fiir jeden Block

To =P, T1 = Pl+1y---,TN-1 = Pl+N-1
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der Lange N, mit £ = 0, N,2N, ..., transformieren wir zg,z1,...,zNy_1 fol-

gendermafien:
N-1
en = E TiGn i,
i=0

wobei die Transformation vollsténdig durch die Konstanten a,; definiert
wird. Die Liange N hingt von praktischen Anwendungen ab. Es ist klar, dass
mit grofferem N auch die Transformation komplexer wird. Seien nun x und
0 die Vektoren. Dann kénnen wir eine lineare Transformation in Matrixform
darstellen: # = Az. Die inverse Transformation definiert eine Matrix B, so
dass x = B# gilt. Die Matrix B ist die Inverse zu A, das heifit AB = BA = 1.
Transformationscodierung ist eine der populidrsten Methoden fiir die Kom-
primierung von Bildern. Deshalb werden wir bis Ende dieses Kapitels meis-
tens den zweidimensionalen Fall der linearen Transformation betrachten.
Wir definieren solche Transformationen fiir einen gegebenen N x N Block

Z0,0 Zo,1 <o TO,N-1
1,0 T1,1 ce. TIN-1
ITN-10 TN-1,1 --- TN—1,N—1
folgendermafien:
0 =A4xAT

und die inverse Transformation: X = BOBT. Alle Transformationen, die
wir hier betrachten werden, sind orthonormal, das heifit, dass die inverse
Matrix B (fiir den reellen Bereich) einfach die transponierte Matrix AT ist:

B=A"1=4T
Daher ist es einfach, die inverse Transformation zu bekommen:
X =ATe4

Die Zeilen der Transformationsmatrix nennen wir Basisvektoren und die
Elemente nach der Transformation nennen wir oft Transformationskoeffizi-
enten.

Man beachte, dass wir auf diese Art und Weise nur sog. separable Trans-
formationen fiir den zweidimensionalen Fall erhalten; denn die allgemeine
Transformationsformel lautet

N-1N-1

Ok = Z Z X i j k0,

i=0 j=0
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(dies wire ein Tensorprodukt) und wir betrachten als Spezialisierung;:

N—-1N-1

Ore= Y > Xijaxiar,;.

i=0 j=0
Die Wirksamkeit einer Transformation héngt davon ab,

e wie grofl die Dekorrelation, also die Reduktion der Korrelation, der
Eingabepixel (oder Signale) ist und

e wieviel Energiebiindelung (engl.: energy compaction) die Transforma-
tion ergibt.

Die Korrelation in einer Eingabefolge ist die Quelle der Redundanz, die in
einem effizienten Komprimierungsverfahren entfernt werden soll.

Eine wichtige Eigenschaft der orthonormalen Transformationen ist, dass sol-
che Transformationen die Energie erhalten:

2 _ 2
> whi= 2 00

Die Transformationen sollen nur die Energie ,,nach links oben” in der Matrix
verschieben, also dort biindeln.

Beispiel 13.1 Betrachten wir die folgende Transformationsmatrix:

=l 4

A ist orthonormal, weil

1f1 1771 11" 171 17771 11 _[10

5[1 —1“1 —1} N 5[1 —1] [1 —1] B [0 1}
Die erste Zeile der Matrix (1/v/2,1/v/2) enspricht einem Tiefpass und die
zweite Zeile (1/v/2,—1/+/2) enspricht einem Hochpass. (Beide Begriffe ha-
ben wir weiter unten genauer besprochen.) Betrachten wir eine Folge, in der
beide Elemente gleich sind. Nach der Transformation soll dann das zweite

Element Null sein, d. h., die Energie ist vollstdndig in der ersten Kompo-
nente gebiindelt. Es sei (a, «) eine solche Eingabefolge. Es gilt:

o=l alla] =[]

Wir diskutieren jetzt den zweidimensionalen Fall.
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Beispiel 13.2 Wir nehmen die selbe Transformationsmatrix wie im vorigen
Beispiel. Fiir die Eingabematrix [ Z Z } erhalten wir die folgende Trans-

formierte:

o _ L[t 1][aa][1 1 T T2 0
201 “1||a a1l -1 L0 0
Fine interessante Eigenschaft ist, dass nach der Transformation der oberen

Eingaben sich die ganze Energie im linken oberen Eck der Matrix konzen-
triert.

Aus historischen Griinden heifit der 6 g-Koeffizient (im linken oberen Eck
der Matrix der Transformierten Werte) DC-Koeffizient oder Niederfrequenz-
Koeffizient und die anderen A C-Koeffizienten oder Hochfrequenz-Koeffizienten.
DC steht fiir direct current, zu deutsch Gleichstrom, und AC steht fiir alter-
nating current (Wechselstrom). Einen Grund fiir diese Namensgebung sieht
man, wenn man eine inverse Transformation fiir A betrachtet:

X = Aea” = 1 [ 00,0 + 001 + 01,0+ 61,1 oo — b1+ 010— 011 }

2| boo+001—010—011 6oo—001—010+ 011

Das heifjt:
X = bopaoo+ 01001 + 010000 + 011011,

wobel

Beobachten Sie, dass alle Elemente der o o Matrix gleich sind. Daher kommt
die DC-Benennung.

13.2 Spezielle Transformationen fiir Bildverarbeitung

Wir stellen die wichtigsten Transformationen vor, die man fiir die Bildver-
arbeitung benutzt. Weitere Einzelheiten zu diesem Thema finden Sie z. B.
in [3].

13.2.1 Karhunen-Loéve-Transformation KLT

KLT ist nachweislich optimal hinsichtlich zweier Kriterien:
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e Sie dekorreliert die Daten am besten und

e sie biindelt damit am besten die Information in den niederfrequenten
Bereich.

Die entsprechenden mathematischen Messgrofien o und ng werden wir wei-
ter unten einfiihren.

Die wichtigsten Anfangsschritte der Transformation sind:

1. Berechne Kovarianzmatrix COV(X) der Daten.

2. Bestimme die Eigenvektoren.

Das alles gilt jeweils fiir jedes Bild oder fiir jede Bildgruppe, da die Basis-
vektoren nur fiir die jeweilige Datenmenge chrakteristisch sind. Zusétzlich
miissen noch die Basisvektoren zusammen mit den Kompressionseingaben
als Begleitinformationen verschickt werden. Deshalb ist diese Methode in
der Praxis nicht niitzlich, stellt aber doch eine wichtige Messlatte fiir die
Giite von Kompressionsverfahren dar.

Wir geben jetzt die wichtigsten Begriffe fiir eine Bildtransformation, und
dann zeigen wir, wie die Karhunen-Loéve-Transformation aussieht.

Wir erinnern zunéchst an die Begriffe Mittelwert  und Varianz o fiir das
ganze Bild (N x M Pixel):

N—1M-1
1

N x M

T = Lij
i=0 j=0
| N-1mM-d
N2
N x M Z Z(‘/E”_‘/E) :

i=0 j=0

[y

0'2:

Jetzt betrachten wir —als Vorbereitung fiir den zweidimensionalen Fall- die
Korrelation im Eindimensionalen.

Fiir eine (eindimensionale) Folge z ist die Varianz:
2 2 —\2
o° =o0s, = FEl(x —7)“].
Fiir zwei Folgen x und y definieren wir als ihre Kovarianz

02y = Bl(z — 2)(y — ).
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Hier und im Folgenden werden wir als ,, Erwartungswert” stets den Mittel-
wert ansetzen, was ja auch ein iiblicher Schétzer ist. Ahnlich ,,14ssig” verfah-
ren wir mit anderen Begriffen aus Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.

Ist a:%y = 0, so sind die beiden Folgen unkorreliert. Jetzt betrachten wir als
Beispiel drei Folgen x,y und z. Dann erhalten wir die folgende Kovarianz-

matrix:
2 2 2

zz Ozy Ozz

COV(X)=| oz, 07, 0p,

2 2 2
zz Ozy Ozz

Fiir k Folgen ist COV (X) analog eine k x k-Matrix.

g

g

Jetzt definieren wir fiir die Folge

T1,X2;5 -+ TM
als k-te Kovarianz
M-
O-l k+1 — 0k+1 1= M k Z ':U’l"rk? - x)
d. i. die Kovarianz fiir die Folgen z1,xs,..., 2y und Tgi1, Tgro, ..., Tar,

wobei wir als Mittelwert fiir beide Folgen (vereinfachend) z nehmen. Ver-
einfachend setzen wir weiter:

M-k

1 _ _
Uik+1 = 01%+1,1 - M Z (i — ) @itk — 7).
=1

Fiir £ < M ist das immer eine gute Abschétzung. Dann bekommen wir:

2 _ 2 _ 2 _ 2
011—022—...0kk—0
2 _ 2 _ 2 _ 2

012 =023 = ... 01 — 01

usw., wobei wir ag ;. dhnlich definieren wie a% g1 nur fiir die Folgen, die mit
g bzw. xpyp starten. Dann ist die Kovarianzmatriz einer Folge:

[ o2 o? o3 cee 08T

COV(X) =
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Wir normalisieren die Matrix:

[ 1 p1 P2 cee Pk—1 ]
COV(X) , | ™ 1 p1 cee PE=2
V X =0 )
L Pk-1 Pr—2 pPr—3 ... 1 i

wobei pp = ai Jo? der k-te Korrelationskoeffizient ist. Zur Bildverarbeitung
passt der folgende Fall erfahrungsgemif sehr gut:2°

pr. = o,

mit p = p;. Wir nennen p Zwischen-Element-Korrelation. Dann definieren
wir die Korrelationsmatrix

[ 1 P 0> oo pk T
p 1 p ph?
COR(X) =
| -l ph2 ks 1]

Man vergleiche die gemachten Ausfithrungen auch mit denen in Abschnitt 10.2
zum Thema Autokorrelation.

Fiir den zweidimensionalen Fall verallgemeinern sich diese Begriffe mit Hil-
fe von vertikalen und horizontalen Folgen. Die Verallgemeinerung ist nicht
trivial und wir werden sie hier nicht vertiefen.

Daher betrachten wir jetzt nur (noch) den eindimensionalen Fall.

Es seien COV(X) = (X; ;) und COV(Y) = (Y; ;) die Kovarianz-Matrizen
fiir eine eindimensionale Folge und fiir ihre Transformation. Dann setzen
wir:
vX = > | X, 5]
1<i,j <N
i# ]

XY = > Y34

und

20Genau genommen wird dabei mit der Annahme gearbeitet, die Eingabefolge sei ein
stationdrer Markov-Prozess k-ter Ordnung. In der Praxis bewéhrt sich diese an und fiir
sich falsche Annahme.
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und definieren damit die Dekorrelationswirkung nc folgendermaflen:

XY
nc = TX

Fine andere Grofle, die die Qualitédt einer Transformation beschreibt, ist der
Energie-Biindelungs-Koeffizient in den ersten M von N diagonalen Kompo-

nenten: u
Zj:l,k:j Yik

nE = N .
Die Zeilen der Karhunen-Loéve-Transformation sind die Eigenvektoren der
Autokorrelationsmatriz. Fir jedes ¢ = 0,1,...,N — 1 losen wir folgende
Gleichung

—(1 — p?) sinw;
(1+p?)cosw; —2p’
wobei p die Zwischen-Element-Korrelation ist, und dann benutzen wir die
Losungen, um die Eigenvektoren zu berechnen. Dafiir setzen wir:

tan Nw; =

_ 1-—p?
14 p%—2pcosw;’

i
Basisvektoren fiir 0 < 4,5 < N — 1 sind dann:

6 — (ﬁ)lﬁ sin [wz(j B N2— 1) n (¢ +21)7r}

In Bild 39 sehen Sie die Werte der Basisvektoren fiir N = 8 und p = 0, 91.

Intuitiv stellt die Autokorrelationsmatrix gerade die Abhéngigkeiten zwi-
schen aufeinander folgenden Gliedern einer Folge dar. Da die Eigenvekto-
ren (als neue Basisvektoren) immer die ,Richtungen” angeben, in die Folge
»strebt”, leistet KLT die gewiinschte (optimale) Energiebiindelung.

13.2.2 Diskrete Fouriertransformation

Diese ist die einzige komplexzahlige Transformation, die wir behandeln wer-
den. Wir hatten sie schon kurz in Abschnitt 11.5 betrachtet. Die (komplexe)
Transformationsmatrix lautet:

ap = 1/N(00527T€k . 27r€k>
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Abbildung 39: Die acht Basisvektoren der KLT fiir p = 0,91
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Die Basisvektoren fiir N = 8 sehen folgendermaflen aus: Die reelle Basis:

70,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35
0,35 0,25 0,00 —0,25 —0,35 —0,25 0,00
0,35 0,00 —0,35 0,00 0,35 0,00 —0,35
0,35 —0,25 0,00 0,25 —0,35 0,25 0,00
0,35 —0,35 0,35 —0,35 0,35 —0,35 0,35
0,35 —0,25 0,00 0,25 —0,35 0,25 0,00
0,35 0,00 —0,35 0,00 0,35 0,00 —0,35
0,35 0,25 0,00 —0,25 —0,35 —0,25 0,00

und die imagindre Basis

0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,25 0,35 0,25 0,00 —0,25 —0,35
0,00 0,35 0,00 —0,35 0,00 0,35 0,00
0,00 0,25 —0,35 0,25 0,00 —0,25 0,35
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 —0,25 0,35 —0,25 0,00 0,25 —0,35
0,00 —0,35 0,00 0,35 0,00 —0,35 0,00
0,00 —0,25 —0,35 —0,25 0,00 0,25 0,35

0,35
0,25
0,00

—0,25

~0,35

~0,25
0,00
0,25

0,00
~0,25
-0,35
~0,25
0,00
0,25
0,35
0,25

Es scheint so zu sein, dass man den imagindren Anteil nicht einfach ver-
nachléssigen kann, so wie dies in der Praxis wohl manchmal passiert. Das
Problem der ,,Datenaufbldhung” durch Einfiihrung eines Imaginérteils um-

geht die diskrete Cosinustransformation:

13.2.3 DCT — Diskrete Cosinus-Transformation

Die (reelle) Transformationsmatrix lautet hier:

1/N i=0j=01,....N—1

aij =

V2/N cos BEIT 1 N1, j=0,1,...

Fiir den 8 x 8-Fall ergeben sich als Basisvektoren:

0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35
0,49 0,42 0,28 0,10 —0,10 —0,28 —0,42 —0,49
0,46 0,19 —0,19 —0,46 —0,46 —0,19 0,19 0,46
0,42 —0,10 —0,49 —0,28 0,28 0,49 0,10 —0,42
0,35 —0,35 —0,35 0,35 0,35 —0,35 —0,35 0,35
0,28 —0,49 0,10 0,42 —0,42 —0,10 0,49 —0,28
0,19 —0,46 0,46 —0,19 —0,19 0,46 —0,46 0,19
0,10 —0,28 0,42 —0,49 0,49 —0,42 0,28 —0,10
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Abbildung 40: Die acht Basisvektoren der DCT
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Thre graphische Darstellung entnehmen Sie bitte Bild 40.

125

Vergleichen Sie die Werte der Basisvektoren der diskreten Cosinus-Transformation
mit den Werten fiir KLT in Bild 39. Sie werden bemerken, dass sich die Wer-
te von DCT und KLT kaum unterscheiden, was die gute Qualitdt der DCT

erklart.

Beispiel 13.3 Wir betrachten jetzt drei Beispiele zur DCT-Transformation:

1. Zwei aneinanderstoflende Flachen

10
10
10
10
10
10
10
10

10
10
10
10
10
10
10
10

10
10
10
10
10
10
10
10

10
10
10
10
10
10
10
10

128
128
128
128
128
128
128
128

besitzen folgende Cosinus-Transformierte:

© 552,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

—427,7

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

150,
07
0,
07
0,
07
0,
07

2 0,
0 0,
0 0,
0 0,
0 0,
0 0,
0 0,
0 0,

128
128
128
128
128
128
128
128

0 —
0
0
0
0
0
0
0

128
128
128
128
128
128
128
128

100, 4
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

2. Ein Block des Bildes ,,Briicke” (entnommen aus Bild

94
91
87
88
95
87
104
112

96
125
119

93

93
100

85

83

113
120
144
141
139
124
112
124

135
153
122
100
169
173
120
123

196
192
190
168
172
180
167
154

116
135
131
149
147
132
158
152

110
108
115
128
154
173
132
148

128
128
128
128
128
128
128
128

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

16)

106
124
132
122
135
178
166
165

85,1 ]
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0 |
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wird transformiert in:

1049,9 —125,7 —121,2 4,7 50,1 —40,0 2,4 55,2
30,4 59,0 -48,7 6,0 —0,2 —358 -22,7 13,3
~17,2 57 12,8 16,4 24,6 —11,0 0,6 —5,4
15,7 —14,8 —17,5 —9.4 25,7 26,1 —30,5 —10,9

©= ~19,9 56 —0,6 14,8 —13,1 22,2 14,5 12,3
-30,6 —3,6 13,5 17,2 -83 —18,8 20,3 19,7
11,1 —6,8 2,1 —-19,6 4,3 56 —16,0 13,4

0,5 9,5 —7,4 2,8 4,0 1,0 9,9 —0,2 |

3. Ein einzelner Punkt

10 10 10 10 10 10 10 10 ]
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 128 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10

ergibt:
[ 94,8 4,1 -19,3 —-11,6 14,8 17,3 —-8,0 —20,5 ]
4,1 1,1 =53 —=3,2 4,1 4,8 —2,2 —56
-19,3 —-5,3 25,2 15,1 -19,3 —-22,7 10,4 26,7
o— -11,6 -3,2 15,1 9,1 -11,6 —-13,6 6,3 16,1

14,8 4,1 —-19,3 —11,6 14,8 17,3 —8,0 —20,5
17,3 4,8 —22,7 —13,6 17,3 20,4 —9.4 —24,1
~-8,0 -2,2 10,4 6,3 -80 -9,4 4,3 11,1
| 20,5 —5,6 26,7 16,1 —-20,5 —24,1 11,1 28,4 |

Diskrete Cosinus-Transformation und diskrete Fourier-Transformation hdngen
eng zusammen: Spiegelt man die N-Punkt-Folge einer DFT am rechten
Rand, so erhilt man die ,,zugehorige” 2N-Punkt-Folge der DCT.

Bemerkung 13.4 Die wichtigste Unterschiede zwischen DCT und DFT
sind folgende:

1. DFT generiert komplexe Zahlen, wihrend DCT nur reelle Zahlen aus-

gibt.

2. DFT nimmt an, dass die Funktion, die aus xg,x1,...,xNn_1 Tekon-
struiert wird, periodisch ist (mit Periode N ). So betrachtet DFT die
Folge

8,16,24, 32, 40,48, 56, 64
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als die Werte der folgenden periodischen Funktion:

Die inverse Transformation fir die ,bearbeiteten Werte” des Vektores
Az (2. B. nach Quantisierung) gibt daher die Werte der folgenden
Funktion:

DCT hat solche Eigenschaft nicht. Wir betrachten DCT als die ersten
N reellen Werte der DFT fiir die Folge:

LOyLlyese sy TN—1yLTN—-15---,L1,LQ

und deshalb entfernen wir diese Nichtstetigkeiten.

3. Die Komplexitit der DCT ist héher als die der DFT.

Bemerkung 13.5 In der Praxis benutzt Software zur Berechnung der DCT
Festpunktarithmetik. Der ,Weltrekord” fiir die schnellste Ausfithrung der
DCT liegt bei 11 Multiplikationen und 29 Additionen [C. Loeffler, A. Lig-
tenberg and G. Moschytz, Practical Fast 1-D DCT Algorithms with 11 Mul-
tiplications, Proc. Int’l. Conf. on Acoustics, Speech, and Signal Processing
1989 (ICASSP ‘89), pp. 988-991].

13.3 Bit-Verteilung

Wie aus den Beispielen ersichtlich, ist der Informationsgehalt der Eintrige
der transformierten Matrix unterschiedlich; &hnlich wie bei der zuvor be-
trachteten Teilbandkompression massiert sich die Energie im linken oberen
Eck, und das ist ja auch eines der Kriterien fiir eine gute Transformation. Das
bedeutet wiederum, dass es sinnvoll ist, bei der quantisierten Ubertragung
dieser transformierten Koeffizienten unterschiedlich viele Bits zu verwenden.
Diese Beobachtung fithrt zur Anwendung des Bitverteilungsalgorithmus aus
Unterabschnitt 11.3 und wird in diesem Kontext Zonenabtastung (engl.: zo-
nal sampling) genannt. Tabelle 27 zeigt solch eine typische Bitverteilung.
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8 7 5 3 1 1 0 O
7T 5 3 2 1 0 0 O
4 3 2 1 1 0 0 O
33 21 1 0 00
21 11 0 0 0 O
110 0 0 0 0 O
10 00 0 0 0 O
00 0 0 0 0 0 O

Tabelle 27: Typische Bitverteilung fiir eine 8 x 8-Transformation

Abbildung 41: Zickzack-Abtastung eines 8 x 8-Musters
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Chen und Pratt haben ein anderes Bitverteilungsverfahren vorgeschlagen,
bei dem die zu iibertragenden Werte des transformierten Bildes zunécht
quantisiert werden (mit einem Quantisierer, der u. a. Null als Repréisentanten
eines um den Nullpunkt symmetrischen Intervalls hat) und dann in der in
Bild 41 angegebenen Weise zickzackartig abgetastet werden. Man kann an-
nehmen, dass die sich so ergebene abgetastete Zahlenfolge ab einem gewissen
Index konstant Null ist (dieser Annahme liegt ja offenkundig die in Tab. 27
angegebene fixe Bitverteilung zugrunde); daher erscheint es sinnvoll, eine
solche konstante Nullfolge durch ein Sonderzeichen, hier EOB (Blockende,
engl.: end of block) genannt, dem Empfinger anzuzeigen.

Der Vorteil dieses auch in JPEG verwendeten Schemas liegt darin, dass
evtl. noch vorhandene ,hochfrequente” Informationen nicht automatisch
vernachlissigt werden.?!

13.4 JPEG

Wir haben jetzt das ndtige Riistzeug zusammen, um den von der JPEG
vorgeschlagenen Standard (im Folgenden auch JPEG genannt) verstehen zu
koénnen.

Die wichtigsten Bestandteile von JPEG (schematisch dargestellt in Bild 42)
sind folgende:

diskrete Cosinus-Transformation (DCT),

Quantisierung,

Differentialcodierung auf DC-Komponenten,

Zickzack-Abtastung der AC-Komponenten,

Laufléingencodierung (RLE) auf AC-Komponenten sowie

Huffman-Codierung oder arithmetische Codierung.

Schauen wir uns die einzelnen Schritte des Schemas 42 genauer an:

1. Der erste Schritt ist fakultativ: Eine Umwandlung von RGB nach YIQ.

RGB und YIQ sind dreidimensionale Riaume, die die Farben und die Hel-
ligkeit beschreiben.?? RGB hat ein passendes Format fiir die Hardware, wo-
hingegen YIQ eher der menschlichen Wahrnehmung entspricht. I stellt einen

?'Einer #hnlichen Idee waren wir ja schon in Shapiros EZW in Kapitel 11 begegnet.
22Mehr zu RBG und anderen Farbformaten finden Sie auf der WWW-Seite 1.
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RGB nach YIQ Y
G ——
(fakultativ) Q
R
< - N

Fir jede Komponente

Fir jeden, DCT Quant.
~ {1

8x8
Block Zick—Zach
DPCM
[———o|
Huffman- oder
011011001... ~— RLE
Arithmetische
Kodierung

Abbildung 42: Das Schema von JPEG
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124 125 122 120 122 119 117 118
121 121 120 119 119 120 120 118
126 124 123 122 121 121 120 120
124 124 125 125 126 125 124 124
127 127 128 129 130 128 127 125
143 142 143 142 140 139 139 139
150 148 152 152 152 152 150 151
156 159 158 155 158 158 157 156

Tabelle 28: Ein 8 x 8-Block aus dem Sena-Bild. ..

39,88 6,56 -2,24 122 -0,37 -1,08 0,79 1,13
102,43 4,56 226 1,12 0,35 -0,63 -1,05 -0,48
37,77 131 1,77 025 -150 -2,21 -0,10 0,23
5,67 224 -1,32 081 141 022 -0,13 0,17
3,37 -0,74 -1,75 0,77 -0,62 -2,65 -1,30 0,76
598 -0,31 -0,45 -0,77 1,99 -0,26 146 0,00
397 552 239 -055 -0051 -0,84 -0,52 -0,13
343 051 -1,07 087 096 009 033 0,01

Tabelle 29: liefert diese DCT-Koeffizienten nach JPEG.

Farbausgleich zwischen Orange und Cyan dar. Die Q-Komponente beschreibt
einen Ausgleich zwischen Griin und Magenta. I und Q zusammen stellen die
Farbe jedes Pixels dar. Die Y-Komponente beschreibt die Helligkeit des Pi-
xels.

Fr eine Umwandlung von RGB nach YIQ muss man entscheiden, wieviele
Bits den einzelnen Komponenten zukommen. Im allgemeinen Fall gewdhren
wir viermal soviel Bits fiir die Y- wie fiir die I- oder die Q-Komponente;
denn die Augen sind empfindlicher fiir Anderungen der Helligkeit als fiir
Anderungen der Farbe. Weitere Informationen zu Farbformaten finden Sie in
Abschnitt 14.1.2.

2. Teile das Bild in Pixelblocke der Grofie 8 x 8.
3. Fiihre DCT fiir jeden Block aus.

(Dabei wird zuvorderst jeder Pixelwert von 0 bis 2 —1 durch Subtraktion von
2P~ in einen um den Nullpunkt symmetrischen Bereich abgebildet.) Man
beobachte das Beispiel eines Blocks aus dem Sena-Bild in den Tabellen 28

und 29.
Warum benutzt JPEG DCT und nicht DFT?

Zur Beantwortung dieser Frage diskutieren wir die Punkte von Bemerkung 13.4.
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16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 956
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 v8 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

Tabelle 30: Die Standard-Quantisiermatrix von JPEG fiir Helligkeit
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Tabelle 31: Die Matrix /; ; der Quantisierlabels des Sena-Blocks...

Natiirlich ist Punkt (a) kein Problem und die entscheidenen Unterschiede
sind (b) und (c). Das JPEG-Kommittee hat DCT gew#hlt wegen (b) und
trotz (c¢). Man kann empirisch zeigen, dass die Pixel eines Bildes nicht einer
periodischen Funktion entsprechen und daher der Grundannahme der DFT
widersprechen.

4. Quantisierung

Der Quantisierfehler ist die Hauptquelle der Verzerrung in JPEG. Das Ver-
fahren benutzt eine 8 x 8 Quantisiermatrix ) und das heif3t, dass JPEG fiir
jeden 8 x 8-Block X die Werte

lij=10i;/Qi; +0,5]

berechnet, wobei © die Matrix X nach der diskreten Cosinus-Transformation
ist. Die iibliche JPEG-Quantisiermatrix ) kénnen Sie Tabelle 30 entnehmen.

Im Beispiel in Tabelle 29 ist ©¢,o = 39, 88, d.h.

39, 88

oo = — +0,5| = [2,9925] = 2.
' 16

Der zugehorige Repréisentant ist daher 32 = 16 % 2, und der Quantisierfehler

wére hier 7,88. Die weiteren Daten sind in Tabelle 31 abgelegt; die Matrix

der zugehorigen Repréasentanten ist in Tabelle 32 aufgefiihrt.
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32 11 0 0 0 0 0 O
-1086 0 0 0 O O O O
42 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0000 0O

0o 0 0 0 0 0 0 O

0o 0 0 0 0 0 0 O

0 0 000 0 0 O

0O 0 0 0 0 0 0 O

Tabelle 32: ...und die zugehorigen Reprisentanten

JPEG definiert zwei Default-Quantisiermatrizen: eine fiir die Helligkeit (diese
sehen Sie in Tab. 30), das heifit die Y-Komponente, und eine fiir die Farben,
das heift fiir die I- und Q-Komponenten.

Es ist moglich, in JPEG eine eigene Quantisiermatrix definieren. Dann fiigt
man diese Matrix in den Kopf des codierten Bildes.

Unten sehen Sie die Werte nach der Quantisierung fiir den Block ,,Briicke”
(vgl. Beispiel 13.3) und die Default-Matrix Q:

66 —-11 —-12 0 2 -1 0 1
-3 5 -3 0 0 -1 0 0
-1 0 1 11 0 0 O
1 -1 -1 0 1 0 0 O
-1 0 0 00 0 0 0
-1 0 0 00 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 O

5. DPCM auf DC-Komponenten

DC-Komponenten sind grof§ und haben unterschiedliche Werte. Man kann
aber sehen, dass viele DC-Komponenten #hnliche Werte wie ihre Vorgénger
haben. Deshalb wihlt man anstelle der direkten Codierung der DC-Komponenten
ein DPCM-Verfahren: JPEG codiert die Differenzen zwischen Nachbarkom-
ponenten. Diese Differenzen haben die Tendenz, klein zu sein.

Die Differenzen komprimiert man mit Hilfe des Huffman-Verfahrens oder der
arithmetischen Codierung.

6. Zickzack-Abtastung der AC-Komponenten

Hierdurch wird der zweidimensionale Block in einen eindimensionalen Vektor
umgewandelt, so dass diese Konversion die Energie des Blockes im Anfang
des Vektores biindelt.

7. Lauflangencodierung auf AC-Komponenten
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123 122 122 121 120 120 119 119
121 121 121 120 119 118 118 118
121 121 120 119 119 118 117 117
124 124 123 122 122 121 120 120
130 130 129 129 128 128 128 127
141 141 140 140 139 138 138 137
152 152 151 151 150 149 149 148
159 159 158 157 157 156 155 155

Tabelle 33: Rekonstruktion des Sena-Blocks

Man kann sehen, dass viele AC-Komponenten Null sind. JPEG codiert diese
Werte als Paare
(skip, value),

wobei skip die Anzahl der Nullen und value die néichste Nicht-Null-Komponente
ist. (0, 0) steht fiir das Ende. Dann komprimiert JPEG diese Folgen mit Hilfe
des Huffman-Verfahrens oder der arithmetischen Codierung.

Weitere Einzelheiten des JPEG-Verfahrens finden Sie z.B. in [16, 17].
Die rekonstruierten Werte fiir den Sena-Block finden Sie in Tabelle 33.

Wer Lust bekommen hat, etwas mit JPEG herumzuexperimentieren, der sei
auf die WWW-Referenz 5 verwiesen.

Es sei abschlieflend erwéhnt, dass es auch eine JPEG-Variante gibt, die die
fortschreitende Bildiibertragung unterstiitzt, s. [19].

13.5 Ein Vergleich von Verfahren zur Bildkompression

,,FEin Bild sagt mehr als tausend Worte” beschreibt treffend den Wert visuel-
ler Information fiir den Menschen. Leider umfasst ein hochaufgeltstes Digi-
talbild auch weit mehr Datenbits als nédmliche tausend Worte, was die Not-
wendigkeit des Einsatzes von Kompressionsverfahren unterstreicht. Manche
Anwendungen, z. B. im medizinischen oder militdrischen Bereich erfordern
eine getreue Wiedergabe des (digitalisierten) Originalbildes, da verlustbe-
haftete Kompressionsverfahren dort nicht tolerierbare Storungen mit sich
bringen (,,Ist jener Fleck dort ein kleines Geschwiir oder ein Artefakt, al-
so eine Auswirkung der Fehlerbehaftung des Kompressionsverfahrens?”) In
WWW-Anwendungen sind typischerweise gewisse Verzerrungen tolerierbar
(z. B. in elektronischen Zeitungen); als Kompromiss bietet sich die fort-
schreitende Bildiibertragung an.
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Priadikative Methoden (wie Differentialcodierung oder verlustfreier JPEG-
Standard), bei denen im wesentlichen codierte Differenzen des aktuellen
Pixels vom ,erwarteten Pixel” (das aus der Kenntnis benachbarter Pixel
errechnet wird) tibertragen werden, sind im wesentlichen in Anwendungen
im Einsatz, wo nur geringe Storungen toleriert werden kénnen und dafiir
geringe Kompressionsfaktoren annehmbar sind.

Fiir mittlere Kompressionsraten sind Umformungs- und Teilbandcodierun-
gen sehr geeignet. Umformungsbasierte Kompressionsverfahren wie JPEG
arbeiten auf Datenblocken und zeigen daher bei hohen Kompressionsraten
Artefakte an den Blockréindern (Blockeffekt, engl.:blocking effect), welche
Multiresolutionsansétze nicht aufweisen. Besonders deutlich erscheint der
Blockeffekt in ,ruhigen” Bereichen. Andererseits neigen Teilbandcodierun-
gen dazu, aufgrund der nicht , perfekten” Filter Welleneffekte (engl.: ringing
effect) an Réndern aufzuweisen. Durch geeignete Abstimmung der Filter auf-
einander lasst sich dieser Effekt jedoch minimieren. Durch Techniken wie bei
EZW lisst sich eine fortschreitende Bildiibertragung erreichen.

Fraktale Kompressionsverfahren zeigen gute Leistungen bei relativ hohen
Kompressionsraten (70 bis 80), die Bilder erscheinen dann aber oft , ver-
schmiert” im Vergleich zum Original. Des weiteren erfordern sie einen hohen
Rechenaufwand auf Seiten des Codierers und sind daher eher fiir asymme-
trische Anwendungen wie im Multimediabereich geeignet, bei denen typi-
scher Weise der Sender mehr Rechenkapazitét besitzt als der Empfinger.
Ahnlich einzuordnen sind dieser Tage aktuelle (in dieser Darstellung nur
in Abschnitt 14.1.4 kurz besprochene) Kompressionsverfahren , der zweiten
Generation”, bei denen der Codierer zunéchst versucht, gewisse Strukturen
innerhalb des Bildes zu finden und dann diese Information zu iibertragen.
Auch diese Verfahren zeigen bei hohen Kompressionsraten sehr gute Bild-
qualitaten.

Wer hierzu vergleichende Bilder studieren will, sei auf [5, 19] verwiesen.
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14 Zwei weitere Anwendungen

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Anwendungsgebiete der Datenkom-
pression behandeln, die bislang vernachléssigt wurden: die Kompression von
Bewegtbildern am Beispiel des MPEG-Standards und —sehr knapp— die
Kompression von Audio-Daten.

14.1 Allgemeines zu Bewegtbildern und deren Kompression

Bewegtbilder kann man im wesentlichen wie Standbilder komprimieren, nur
dass eben noch die Zeit als weitere Dimension erscheint. Durch pradikative
Ansitze wie bei der Differentialcodierung kann man ausnutzen, dass aufein-
anderfolgende Bilder i. d. R. einander ,,dhnlich” sind. Natiirlich wird man
auch weiterhin die Ahnlichkeiten innerhalb einzelner Bilder ausnutzen wol-
len; dabei ist zu beachten, dass dem menschlichen Auge Stérungen in ,ru-
higen Zonen” bei Bewegtbildern schlimmer als bei Standbildern erscheinen,
wihrend umgekehrt Kantenstérungen bei Standbildern stérker als bei Be-
wegtbildern wahrgenommen werden.

Ferner hat man bei Bewegtbildern hiufig sehr unterschiedliche Anforderun-
gen seitens der Anwendungen vorzuliegen: Bei Fin- Weg- Kommunikation —
der heute wohl immer noch verbreitetsten Form der Bewegtbildnutzung—
sind asymmetrische Verfahren denkbar, wiahrend bei der Zwei- Weg-Kom-
munikation (Bildtelefon, Videokonferenz,...) schnelle symmetrische Algo-
rithmen gefordert sind.

14.1.1 Bewegungskompensation

Wesentlich bei allen Kompressionsverfahren fiir Bewegtbilder ist die Be-
wegungskompensation, um die zeitliche Abhéngigkeit aufeinander folgender
Bilder auszunutzen: Wie man in Abb. 43, 44 sieht, erscheint eine pixelweise
Differenz von Bildern keine gute Dekorrelation zu liefern, denn Objekte (wie
der Kopf und das Dreieck im Beispiel) bewegen sich unterschiedlich durch
Szenen, und diese Bewegung muss erkannt und modelliert werden.

Algorithmisch wird dies Problem durch die sog. blockbasierte Bewegungs-
kompensation, s. Abb. 45 angegangen. Das zu codierende Bild wird in M x M
Pixelblocke unterteilt. Im ,fritheren” Bild wird ein ,,mdoglichst dhnlicher
Block” —Differenzen zwischen Blécken werden z.B. durch MSE gemessen—
gesucht und, falls der Fehler einen vorgegebenen Schwellwert unterschreitet,
dann wird eine Fehlerkorrektur nebst dem Bewegungsvektor iibertragen; bei



14 ZWEI WEITERE ANWENDUNGEN 137

\% \%

Abbildung 43: Zwei aufeinanderfolgende Bilder
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Abbildung 45: Blockbasierte Bewegungskompensation
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Uberschreiten des Schwellwertes wird der Block direkt codiert. Der Suchauf-
wand zum Auffinden , dhnlicher Blocke” ist erheblich, wenn auch kleiner als
bei fraktaler Kompression (vielleicht vergleichbar mit Vektorquantisierung).
Man beachte, dass nicht nur die Blocke im ,fritheren Bild” untersucht und
verglichen werden, sondern auch feinere Verschiebungen, wie in Abb. 45 er-
sichtlich.

14.1.2 Farbbildformate

Bekanntermaflen lésst sich ein Farbbild aus den drei Grundfarben Rot, Griin
und Blau zusammensetzen (RGB-Format). Dieses Format ist von Farbfern-
sehern bzw. Computermonitoren sowie Scannern her bekannt. Ebenso be-
nutzt das menschliche Auge diese drei Farbkomponenten zur Farbanalyse.
Farbdrucker arbeiten hingegen mit den Komplementérfarben Cyan (ein hel-
les Blau, komplementér zu Rot), Magenta (ein Purpurton, komplementér
zu Griin) und Gelb (komplementdr zu Blau) (CMY-Format), wobei haufig
noch Schwarz hinzugenommen wird, das sich nur theoretisch aus den CMY-
Komponenten ergibt (CMYK-Format). Wéhrend im Computermonitor ein
Farbton additiv aus den RGB-Grundfarben gemischt wird —so ergibt Rot
plus Griin ein Gelb—, entsteht der Cyan-Eindruck beim Drucker durch Her-
ausfiltern des Rot-Anteils aus dem Farblichtspektrum, so dass beispielsweise
ein Uberlagern von Rot und Griin eine Art Dunkelbraun liefert.23

Historisch gab es bei der Einfithrung des Farbfernsehens ein weiteres Pro-
blem: Viele Leute besaflen bereits Schwarz-Weif3-Fernseher, und um diese
weiterverwenden zu kénnen, wurde das RGB-Signal in modifizierter Form
iibertragen:

e als YUV-Signal in Europa, also insbesondere bei PAL,
e als YIQ-Signal in den Vereinigten Staaten, und

e neuerdings in der Digitalfernsehnorm (CCIR-601) geméfl der Formeln:

Y = 0,229R +0,587G +0,114B
U = B-Y
Vi = R-Y

Y beschreibt dabei die Luminanz (also der Helligkeit) des Bildes (die selbe
Formel wird auch bei YUV und YIQ verwendet), und nur das Luminanz-
signal wird von einem Schwarz-Weifl-Geréit umgesetzt. Fiir die menschliche

23 Abgesehen davon ist es nicht klar, was ,,genau” z. B. Rot ist, weshalb letztlich der
Ausdruck eines eingescannten Farbbildes durchaus anders als das Original erscheinen kann,
s. [11].
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Abbildung 46: Zwei digitale Bildformate

Wahrnehmung ist das Y-Signal bedeutender als die U’- und V’-Signale, die
auch Chrominanzsignale oder Farbsignale heiflen. Typische weitere Chro-
minanzsignale sind einerseits U (Rot-Cyan Balance) und V (Gelb-Blau Ba-
lance) sowie andererseits I (Cyan-Orange-Balance) und @ (Magenty-Griin
Balance). Durch Hinzunahme des Luminanzsignals Y enstehen die Y 7@ und
YUV Farbsysteme. Die etwas komplizierteren (linearen) Umrechnungsfor-
meln findet man auf der Internetseite 11 gut erklart. Der Einfachheit halber
werden wir das erlduterte Y U'V’-Signal fiirs Digitalfernsehen im Folgenden
auch als YUV -Signal ansprechen.

Obschon es in manchen Details unterschiedliche Farbfernsehformate gibt,
hat man sich auf ein einheitliches Format fiirs Digitalfernsehen geeinigt
(CCIR 601); eigentlich ist es eine ganze Schar von Formaten. Grundfrequenz
ist stets 3,375 MHz. Beliebtestes Format ist 4:2:2, d. h., das Luminanzsi-
gnal wird mit 4 * 3,375 = 13,5 MHz und die Chrominanzsignale mit je
2% 3,375 = 6,75 MHz iibertragen. Anvisiert wird eine Ubertragung von 30
Bildern je Sekunde zu 720 x 480 Bildpunkten. Wie in Abb. 46 erkennbar,
wird fiir jeden Bildpunkt ein Luminanzsignal und fiir jeden zweiten noch zwei
Chrominanzsignale erzeugt. Diese werden (normalisiert und quantisiert) mit
je einem Byte iibertragen, so dass 60 x 720 x 480 Bytes, also ca. 2 MB, je
Sekunde zu iibertragen sind. Um weichere Bildiibergéinge zu erzielen, wird
jedes Bild in zwei Durchgéingen iibertragen: zuerst die geradzahlig und dann
die ungeradzahlig numerierten Zeilen.

Das in Abb. 46 dargestellte MPEG-SIF-Format (fir MPEG-1 Standard)
viertelt die zu iibertragende Datenmenge in der angedeuteten Weise. Fiir
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Abbildung 47: Der ITU-T H.261 Codierer

Videokonferenzen haben sich noch grobere Auflosungen (dhnlich aufgebaut
wie MPEG-SIF) als Standards durchgesetzt (wieder 30 Bilder je Sekunde):

CIF Luminanz 288 x 352 Chrominanz 144 x 176
QCIF Luminanz 144 x 176 Chrominanz 72 x 88

14.1.3 Videokonferenz

Wir erkldren im Folgenden den auf dem [Q]CIF-Bildformat beruhenden
ITU-T H.261 Standard fiir Videokonferenzen; im Ubrigen ist der MPEG-1
Standard sehr &hnlich (s.u.). Das Grundschema der Komprimierung ist in
Abb. 47 erldutert. Die Dekomprimierung ist als Teil-Algorithmus im Kom-
primierer enthalten, da dieser priadikativ arbeitet.

Angesichts der Zielanwendung sollten sowohl Codierung als auch Decodie-
rung sehr schnell gehen (Echtzeit); das gewéhlte Bildformat gewihrleistet
an und fiir sich schon eine relativ geringe Bitrate.

Am rechenintensivsten erscheint prinzipiell die schon oben diskutierte Bewe-
gungskompensation. Wie begegnet der ITU-T H.261 Standard diesem Pro-
blem?

Der Luminanz- bzw. die Chrominanzanteile eines Bildes werden jeweils in
8 x 8 grofle Blocke unterteilt. Ein Macroblock besteht aus 4 Luminanzblocken
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110 218 116 112
108 210 110 114
110 218 210 112
112 108 110 116

Tabelle 34: Ein 4 x 4 Beispielblock. . .

110 165 140 112
108 159 135 114
110 188 187 112
112 109 111 116

Tabelle 35: ... wird zuerst horizontal. . .

und je einem (entsprechenden) Chrominanzblock. Zu jedem Macroblock wird
der giinstigste ,,Partner” im fritheren Bild gesucht, wobei nur die Luminanz-
blocke zur Differenzbildung herangezogen werden. Der Bewegungsvektor der
entsprechenden Chrominanzblécke wird durch Halbierung des fiir die Lumi-
nanz berechneten gewonnen. Der Suchumfang wird auf +15 Pixel in verti-
kaler und horizontaler Richtung fiir jeden Macroblock eingeschrénkt.

Eine Besonderheit des Standards ist in den Tab. 34, 35, 36 dargestellt: der
Loopfilter. Er ist ein Tiefpassfilter, der fiir ,innere Blockpunkte” (im Bei-
spiel sind dies bei horizontaler Anwendung die beiden mittleren Spalten und
bei vertikaler die beiden mittleren Zeilen) den ,neuen” Pixelwert durch die
Formel

Tpew = /2 + 7' /4 + 2" /4

berechnet, wobei 2’ bzw. 2 die Pixelwerte der beiden Nachbarn sind. So
ergibt sich der Wert in der ersten Zeile, zweite Spalte in Tab. 35 durch
165 = 110/4 + 218/2 + 116/4 (ganzzahlige Division!), und der Wert in der
zweiten Zeile, erste Spalte in Tab. 36 durch 108 = 110/4 + 108/2 + 110/4
(beachte, dass bei ,,normaler Division” sich hier 109 ergébe). Wie in Abb. 47
zu sehen, ist solch ein Loopfilter in die Macroblocksuchschleife eingebaut;

110 165 140 112
108 167 148 113
110 161 154 113
112 109 111 116

Tabelle 36: ...und dann vertikal gefiltert.
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genauer gesagt: passt ein solchermafien tiefpassgefilterter Luminanzanteil
des Macrovergleichsblocks ,,am besten” bei der ,,Partnersuche”, so wird dies
dem Decodierer mit einem Extra-Bit (Loopfilter-Status) mitgeteilt.

Wie bei JPEG ist die im ITU-T H.261 Standard vorgesehene Transforma-
tion die DCT, angewendet jeweils auf 8 x 8-Blocke. Da nun aber teilweise
auf Pixeln [sog. ,intra mode”] und auf Pixeldifferenzen [sog. ,,inter mode”]
(Bewegungskompensation!) gearbeitet wird, haben die Koeffizienten sehr un-
terschiedliche Charakteristika, was die einheitliche Quantisierung erschwert.
H.261 begegnet dieser Schwierigkeit, indem zwischen zweiunddreiflig ver-
schiedenen Gleichquantisierern fiir die AC-Koeffizienten von Macroblock zu
Macroblock hin- und hergeschaltet werden kann. Da die Ubertragung der
quantisierten DCT-Koeflizienten wie bei JPEG nach Zickzackabtastung ge-
schieht, ist bei den AC-Koeffizienten Null stets auch ein Repréisentant im
Quantisierer. Es ist zu beachten, dass grofle Schrittweiten zwar evtl. eine
schlechte Giite, andererseits aber einen ziemlich grofien ,,Schwanz” von Nul-
len mit sich bringen, die Quantisiererwahl also auch die Ubertragungsrate
beeinflusst. Um der Notwendigkeit zu begegnen, fiir jeden Macroblock einen
eigenen Quantisierschliissel zu iibertragen, werden 3 x 11 Macroblocke zu
einer Blockgruppe (GOB = engl.: group of blocks) organisiert, und fiir jede
GOB wird ein Default-Quantisierer im Kopf {ibertragen.

Bei Videokonferenzen steht den Teilnehmern nur eine beschrinkte Ubertra-
gungsrate zur Verfiigung. Andererseits ist —im wesentlichen bedingt durch
unterschiedlich ,,giinstige” zu codierende Laufldngen und Nullschwinze nach
der Quantisierung der zickzackabgetasteten DCT-Koeflizienten— je Block
eine unterschiedliche Anzahl Bits zu iibertragen. Deshalb werden die Daten
vor dem Versenden zunéchst kurz zwischengepuffert (dies ist nicht in Abb. 47
dargestellt). Da diese Pufferung unerwiinschte Ubertragungsverzégerungen
mit sich bringt, ist der Puffer nur recht klein. Droht er iiberzulaufen, so wird
eine entsprechende Nachricht an den , Quantisierer” gesendet, die Rate zu
senken, sei es durch Wahl eines Quantisierers mit groflerer Schrittweite oder
(im schlimmsten Fall) durch Auslassen eines Blocks bei der Ubertragung.

14.1.4 MPEG

Die ,Moving Pictures Expert Group” (MPEG) hat eine Reihe von Vor-
schlagen zur Bewegtbildcodierung gemacht, die sich vor allem hinsichtlich
ihrer Funktionalitéit unterscheiden. So soll MPEG-1 fiir Ubertragungsraten
um 1,5 Mbps gute Ergebnisse liefern, MPEG-2 fiir 10 Mbps und MPEG-3 fiir
40 Mbps. Da MPEG-2 auch schon die fiir MPEG-3 gemachten Forderungen
erfiillte, werden wir im Folgenden MPEG-1, MPEG-2 und (kurz) MPEG-4
diskutieren.
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Abbildung 48: Eine mogliche Bildgruppe

MPEG-1 Das Grundschema von Abb. 47 ist auch hier giiltig. Wesentli-
cher Unterschied zu H.261 ist die primére Ausrichtung der MPEG-Standards
auf Multimedia-Anwendungen, was insbesondere bedeutet, dass man eine
Art ,wahlfreien Zugrift” auf die Bildfolge gew&hrleisten muss; schon beim
unidirektionalen (digitalen) Fernsehen will der Zuschauer ja evtl. sich spéter
in einen laufenden Film einschalten, was aber unmoglich ist, wenn tiber die
Bewegungskompensation immer auf beliebig weit zuriickliegend gesendetete
Information zugegriffen wird. Daher werden nicht zeitpradikativ codierte Bil-
der periodisch iibertragen (sog. I-Bilder). Daneben gibt es sog. P-Bilder (P
steht hier fiir ,vorhersagecodiert”, engl.: , prediction coded”), die im Wesent-
lichen dem H.261-Standard entsprechen, nur dass —aus gleich verstdndlich
werdenden Griinden— P-Bilder (die mit den I-Bildern zusammen auch An-
kerbilder genannt werden) nicht unbedingt auf das letzte Bild der zu senden-
den Bildfolge, sondern beispielsweise auf das fiinfletzte zuriickgreifen; dies
ist natiirlich auch bei der Bewegungskompensation zu beriicksichtigen (Es
wird empfohlen, den Suchraum fiir Macroblécke in Abhéngigkeit vom ,, Ab-
stand” gesendeter Ankerbilder anzupassen). Um eine gute Komprimierung
zu gewéhrleisten, gibt es in MPEG zusitzliche B-Bilder (engl.: ,bidirectio-
nally prediction coded”), die Korrelationen sowohl zum in der zu senden-
den Bildfolge vorausgehenden Ankerbild als auch zum in der zu sendenden
Bildfolge spéter kommenden Ankerbildes ausnutzen, was bei Szenenwech-
seln sinnvoll ist. Eine Bildgruppe (GOP = engl.: ,,group of pictures”) enthélt
mindestens ein I-Bild und ist die kleinste Bildfolge, in die sich ein Benutzer
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I B B P B BP BB P B B I
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Tabelle 37: Anzeigeordnung einer GOP

I P B B P B BPDB B I B B
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Tabelle 38: Ubertragungsordnung der selben GOP

zuschalten kann, s. Abb. 48.

Die GOP-Struktur von MPEG-1 ist auch vorteilhaft gegen eine mogliche
Fehlerfortpflanzung; aus dhnlichen Griinden wirkt sich die riickgekoppelte
Ratensteuerung nur auf die Ubertragung der ,,unwichtigen” B-Bilder aus.

Wegen der Abhéngigkeiten zwischen den verschiedenen Bildern unterschei-
det man zwischen der Anzeigeordnung (engl.: display order), also der Rei-
henfolge, in der die Bilder anzuzeigen sind, und der Ubertragungsordnung
(engl.: ,bitstream order”), der Reihenfolge also, in der die Bilder iibertragen
werden. Wie im Beispiel Tab. 37, 38 zu erkennen ist, werden zunéchst die
Ankerbilder iibertragen und dann die sich unmittelbar darauf beziehenden
B-Bilder.

MPEG-1 liefert eine Qualitit, die mit VHS-Videos vergleichbar ist, wenn
nicht zuviel Bewegung darin enthalten ist.

MPEG-2 ist eigentlich eine Sammlung von Algorithmen(empfehlungen)
bzw. Spezifikationen, jeweils angepasst auf definierte sog. Profile (Anforde-
rungen) und Levels. Es gibt deren fiinf Profile; in der Reihenfolge aufsteigen-
der Anforderungen heifien sie: einfach (engl.: simple), Haupt- (engl.: main),
SNR-skalierbar, rdumlich skalierbar (engl.: spatially scalable) und hoch.
Hohere Profile konnen jeweils niedere decodieren. Die vier Levels sind: nied-
rig, Haupt-, hoch 1440 und hoch. Sie definieren die Bildauflosung (352 x 240,
720 x 480, 1440 x 1152 und 1920 x 1080) und damit die zu {ibertragende
Datenmenge. Ubrigens benutzt digitales HDTV MPEG-2 mit Hauptprofil
und hohem Level.

Die einfachen und Haupt-Profile entsprechen im Wesentlichen dem zu MPEG-
1 Gesagten; das einfache Profil verwendet keine B-Bilder. Die drei iibrigen
Profile benutzen mehr als einen Bitstrom zur Codierung. Der Grundbitstrom
ist eine niederratige Codierung der Bildfolge; die anderen Bitstréme dienen
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Teilband 11
Teilband 10
Teilband 9
Teilband 8
Teilband 7
Teilband 6
Teilband 5

PF
P
P
P
P
P
P
TPF

Hee

T

5o leilband 4
HPF .
Teilband 3

Teilband 2
Teilband 1

HPF': Hochpassfilter
TPEF: Tiefpassfilter

Abbildung 49: Filteranalyse nach Karlsson/Vetterli; die vertikale gestrichelte
Linie trennt Zeit- und Raumfilter

zur Bildqualititserhohung. Bei Netzwerkiibertragung braucht bei Uberlast
nur der Grundbitstrom iibertragen zu werden, um so die Bitrate zu senken.
Daher werden diese Profile auch ,,skalierbar” genannt. Ideen &hnlich der von
der fortschreitenden Bildiibertragung kommen zur Anwendung, nur dass die
Filter sowohl zeitlich als auch rdumlich arbeiten, s. Abb. 49.

MPEG-2 gestattet —im Gegensatz zu MPEG-1— aufwéindigere Bewegungs-
kompensation, indem

e auch Informationen des schon iibertragenen Teils des aktuellen Bildes
benutzt werden und

e unterschiedliche Bewegungsrichtungen von 16 x 8-Sub-Macroblocken
beriicksichtigt werden (kénnen).

MPEG-4 ist eine Antwort auf (im wesentlichen auf die Zukunft gerich-
tete) Schlagworter wie ,interaktives Fernsehen”, ,multiperspektives Fernse-
hen”, ,,Video on demand”, etc.

Nach Rautenberg [15] lassen sich die Funktionalitdten wie in Tab. 39 dar-

stellen. Es folgen kurze Erlduterungen zu den Funktionalitéten:

1. Ein Bild wird aus verschiedenen, priorisierten audiovisuellen Objekten
(AVOs) zusammen gesetzt gedacht, die jeweils mit unterschiedlicher
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Funktionalititen Kategorien
1. Inhaltsbasierte Skalierbarkeit
2. Inhaltsbasierte Interaktivitdt und Editieren

von Datenstromen I. Inhaltsbasierte
3. Werkzeuge fiir den inhaltsbasierten Zugriff
auf Multimedia-Daten Interaktivitat

4. Hybride Kodierung von Daten mit natiirlichem
und synthetischem Ursprung

5. Codierung mehrfacher, nebenlédufiger, zeitlich

verzahnter Datenstrome II. Kompression
6. Verbesserte Kodierungsleitung
7. Robustheit in fehlertrachtigen Umgebungen IT1. Universeller
8. Verbessertes Zeitverhalten bei wahlfreiem Zugriff Zugriff

Tabelle 39: Funktionalitaten bei MPEG-4

Genauigkeit iibertragen werden kénnen. Natiirlich ist es schwierig, sol-
che AVOs automatisch zu identifizieren; dem Hersteller von MPEG-
4-Filmen ist es aber freigestellt, diese (aus seinem Wissen heraus) zu
definieren. Die Ubertragungseigenschaften (Rate, SNR) verschiedener
AVOs konnen dabei unterschiedlich sein.

2. Diese Funktionalitit (die z. B. zu einem Hobby , Editieren von Fil-
men” fithren konnte) soll dadurch gewéhrleistet werden, dass Bewe-
gungsinformationen von AVOs durch (in einer Erweiterung von C++
geschriebenen) Kompositionsskripte iibertragen werden.

3. Werkzeuge konnen sein: Indizes, Hyperlinks, ...

4. Hybride Codierung soll auch Multiperspektivitit unterstiitzen. So konnte
sich ein Zuschauer in der Zukunft eine Torraumszene eines Fufiball-
spiels wahlweise aus einer Torwart- oder einer Tribiinenperspektive
betrachten.

5. Codierungen mehrfacher Datenstréme kénnen beispielsweise mehrere
Tonspuren (Sprachen) derselben Szene oder mehrere Bildperspektiven
(3D-Fernsehen) betreffen; die dabei erzeugte Redundanz sollte durch
intelligente Komprimierung kompensiert werden.

8. Z. B. soll der ,;schnelle Suchlauf riickwérts” fiir ein selektiertes AVO
moglich sein.
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Von Analyse-Filter 1

—>®7 Synthese-Filter 1
Von Analyse-Filter 2
Rauschgenerator g —»@— Synthese-Filter 2

A .
Hohe . ﬁ o
—| Sinusgenerator

Frequenz

Entscheidung ob stimmhaft

oder stimmlos
—>®— Synthese-Filter n

Von Analyse-Filter n *

Abbildung 50: Schema eines Sprachdecodierers

14.2 Audio-Daten

Natiirlich sind bei Filmen beispielsweise nicht nur Bild- sondern auch Tonin-
formationen zu iibertragen. Fiir eine gute Kompression von solchen Audio-
Daten (insbesondere Sprache) ist zu beriicksichtigen:

—_

. eingeschrénkter horbarer Frequenzbereich;
2. besondere Empfindlichkeit fiir Tonhéhen;
3. Lautstirkewahrnehmung ist mit Tonhchenwahrnehmung korreliert;

4. in européischen Sprachen gibt es deutlich voneinander trennbare ,,stimm-
hafte” (sinusartige) und ,,stimmlose” (rauschartige) Laute; ein Deco-
dierer fiir solche Sprachen kann daher wie in Bild 50 dargestellt arbei-
ten.

Wie kann der Codierer eine Entscheidung dariiber treffen, ob ein Laut
stimmhaft oder stimmlos ist? Eine Moglichkeit ist die Filteranalyse; denn
Rauschsignale sind hochfrequenter als sinusartige.
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Der Tonhthenempfindlichkeit wird beispielsweise im auch bei MPEG ver-
wendeten CELP (,,code excited linear prediction” von Atal und Schroeder)
durch eine spezielle adaptive Codebuchtechnik fiir die Erregungssignalfor-
men Rechnung getragen.
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INTERESSANTE ADRESSEN AUS DEM INTERNET

Interessante Adressen aus dem Internet
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Hier finden Sie eine Liste aller Webadressen, auf die wir an verschiedenen
Stellen im Fliefitext verwiesen haben.

10.

11.

. WWw.j-a-b.net
. Www.internz.com/compression-pointers.html

. www-2.cs.cmu.edu/afs/cs.cmu.edu/project/

pscico-guyb/realworld/www/compress.html

. www.cs.waikato.ac.nz/"singlis/ratios.html

. www.cs.sfu.ca/undergrad/CourseMaterials/CMPT479/

material/misc/interactive_jpeg/Ijpeg.html

. www.wavelet.org
. Www.iro.umontreal.ca/ pigeon
. www.informatik.uni-leipzig.de/cgip/projects/fic.html

. www.iterated.com

inls.ucsd.edu/y/Fractals/

astronomy.swin.edu.au/ pbourke/colour/convert/
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