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Mmathematiklernen

Elsheth Stern » Anja Felbrich « Michael Schneider

;  mathematik — ein von der Natur
privilegiertes Kulturgut

Fast alle Menschen werden mit Voraussetzungen
geboren, die ihnen einen intuitiven Zugang zur
Welt der Quantititen ermoglichen. Ergebnisse der
Sauglingsforschung belegen inzwischen eindrucks-
voll die modularisierten Grundlagen mathemati-
scher Kompetenzen (Wynn, 1992). Jede bekannte
‘hiiche Kultur verfiigt tiber eigene Zahlworter,

men
am mindestens im Zahlenbereich bis 20 zu differen-
Die vier Grundrechenarten, die die meisten
Kinder spitestens am Ende der Grund-

izeit beherrschen, sind in Europa jedoch erst
seit dem 14. Jahrhundert iiblich. Noch vor 1000 Jah-
te man bei keinem europdischen Kind eine

zieren.

ren hi
Rechenschwiche diagnostizieren konnen, weil nicht
im heutigen Sinne gerechnet wurde.

Mathematik ist — wie die Schriftsprache — ein
is kultureller Entwicklung, d.h. beide wurden
f der Grundlage angeborener Kompetenzen
¢lt, konnen jedoch nicht als angeboren be-
trachiet werden (— Anlage und Umwelt). Diese
jahrhundertelange Entwicklung muss dabei im
Unterricht in kurzer Zeit nachvollzogen werden. So

stehen heute Bruch- und Prozentrechnung, Algebra
und Infinitesimalrechnung ganz selbstverstindlich
auf dem schulischen Lehrplan, obwohl sie erst vor
einigen Jahrhunderten entwickelt wurden. Vor
diesem Hintergrund sind die Schwierigkeiten der
meistenn Kinder mit dem Schulfach Mathematik
besser zu verstehen (— Rechenschwichen). Um die
kulturelle Mathematik zu begreifen, miissen Kinder
sehr viele zunichst kontraintuitive Schliisse ziehen.
Intuitiv lernen Kinder, grofere Zahlen fiir die Be-
zeichnung groferer Mengen zu benutzen. Mit dem
Zehners

lernen,

stern kommt die erste Irritation: Man muss
die 3 in der Zahl 39 grofer ist als die 9.
Mit der Einfihrung von Termini wie ,Zehner® und

»Einer” und entsprechenden Veranschaulichungen
Klappt das im Allgemeinen ganz gut. Bei der schrift-

lichen Subtraktion zeigen sich aber dann doch hart-
nickige Verstindnisschwierigkeiten: Als Losung fiir
die Aufgabe 304 —29= kommt nicht selten 325.
Auch wenn das Prinzip des ,Borgens® bei einfache-
ren Aufgaben angewendet werden kann, bereitet es
doch Probleme, wenn die 0 im Subtrahenden vor-
kommt (Huth, 2004).

Auch das Verstehen von Briichen und Dezimal-
zahlen erfordert eine Abkehr von der schlichten
Regel, nach welcher groflere Zahlen immer grofere
Mengen bezeichnen. Kinder denken zunichst, dass
gilt:  1/8>1/7; 0,09>0,10; 0,13<0,129 (Siegler,
2003). Ein typischer Fehler im Umgang mit Briichen
besteht auch darin, Zahler und Nenner zu addieren:
2/3+4/5=6/8. Die Fehler sind auf vergleichbare
Defizite zuriickzufithren: Es wird davon ausgegangen,
dass Zahlen abzihlbare Elemente einer Menge abbil-
den. Die Grundeinheit ist dabei jeweils das einzelne
Element einer Menge. Dass man bei Bruch- und
Dezimalzahlen Zahlen nur in Abhangigkeit von einer
variablen Grundeinheit interpretieren kann, wird
vielfach noch nicht realisiert. Manche sprachlichen
Formulierungen legen eine solche Interpretation
nahe: Wenn man 3/5 als ,,drei von fiinf“ bezeichnet,
dann lassen sich auch Situationen konstruieren, aus
denen die Addition von Zihler und Nenner bei Brii-
chen abgeleitet werden kann:

Heute habe ich drei von fiinf Britchen gegessen und
gestern habe ich vier von acht Brétchen gegessen.

In diesem Kontext kann es sinnvoll sein, die gegesse-
nen Brotchen und die vorhandenen Brotchen ge-
trennt voneinander zu bezeichnen. Bei dieser Art des
Vergleichs ist die Funktion der einzelnen Zahlen des
Bruches als absolute Mengeangabe (Zahler) und als
Grundgesamtheit {Nenner) nachzuvollziehen. Wenn
Kinder zwei Briiche miteinander vergleichen sollen,
dann ist der so genannte Zwischenvergleich, bei dem
zunichst Zahler mit Zahler und Nenner mit Nenner
verglichen werden, einfacher als der so genannte
Innerhalbvergleich. Dieser erfordert, die Zihlermen-
ge in Beziehung zur Gesamtmenge zu setzen, wobei
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der Quotient aus beiden eine neue Einheit, das Ver-
hiltnis, ergibt (z.B. Geschwindigkeit im Falle von
Weg zu Zeit). Wird diese zusammengesetzte Einheit
jedoch als eigenstindige Grofle reprisentiert, deren
Bezeichnung nicht direkt auf die urspriinglichen
Einheiten hinweist, kann der Bezug zu den Dimen-
sionen, aus denen sie sich zusammensetzt, verloren
gehen. Dies zeigt sich an einem Fehler, den auch
Studenten machen. Die Aufgabe

Der Weg von der Wohnung zur Arbeit wird mit einer
Geschwindigkeit von 50 km/h zuriickgelegt und die
mittlere Geschwindigkeit von der Arbeit zur Wohnung
betrigt 30 km/h. Wie hoch ist die durchschnittliche
Geschwindigkeit beider Wege?

wird von tiber 90 % der Universititsstudenten mit
»40 km/h® beantwortet. Es wird ibersehen, dass
nicht die Zeit, sondern der Weg konstant bleibt.

Die aufgefithrten Beispiele sollen zeigen, dass
mathematisches Verstindnis nicht auf die Opera-
tion mit Zahlen und Formeln reduziert werden
kann, sondern sich vor allem darin ausdriickt,
sprachlich gespeichertes Situationswissen in For-
meln zu ibersetzen. Dies wird besonders beim
Losen von Textaufgaben deutlich.

2 Die mathematische Modellierung
von Situationen

Insbesondere durch die Arbeiten zum Losen ma-
thematischer Textaufgaben konnte die Psychologie
einen substantiellen Beitrag zur Erklirung der
Schwierigkeiten beim Lernen von Mathematik lei-
sten. In einem Aufsatz von Kintsch und Greeno
(1985) standen 14 einfache Textaufgaben im Mit-
telpunkt, die mit Gleichungen wie 8 -3 =5 oder
5+ 3 =8 gelost werden konnten. Trotzdem gab es
massive Schwierigkeitsunterschiede zwischen den
Aufgaben. Die Austauschaufgabe

Maria  hatte 8 Murmeln. Dann gab sie Hans
3 Murmeln. Wie viele Murmeln hat Maria jetzt?

wird von tber 90 % der Zweitkldssler gelost, wih-
rend die Vergleichsaufgabe

Maria hat 8 Murmeln. Sie hat 3 Murmeln mehr als
Hans. Wie viele Murmeln hat Hans?

nur von 20 % der gleichen Kinder korrekt bearbeitet
wird.

Mathematiklernen

Fiir Aufgaben zur Kombination von Mengen
Maria und Hans haben zusammen 8 Murmeln. Ma-
ria hat 3 Murmeln. Wie viele Murmeln har Hans?
liegt der Anteil der gelosten Aufgaben bei 50 %.

Die Diskrepanz in der Losungsrate zwischen
Aufgaben mit isomorpher mathematischer Struktur
wird bei folgender Aufgabe besonders offensicht-
lich:

5 Vogel haben Hunger. Sie finden 3 Wiirmer. Wie
viele Vogel bekommen keinen Wurm?

wird von 80 % der Vorschulkinder gelsst. Endet die
Aufgabe hingegen mit der Frage

Wie viel mehr Vigel als Wiirmer gibt es?

liegt selbst bei Drittklidsslern die Losungsrate unter
30 %.

Ein defizitires Sprachverstindnis sowie man-
gelndes konzeptuelles mathematisches Wissen las-
sen Kinder an bestimmten Aufgaben scheitern
(Kintsch, 1998). Um Vergleichsaufgaben zu lésen,
benotigt man ein fortgeschrittenes Zahlverstindnis,
das tiber die Zahlfunktion von Zahlen hinausgeht
(Stern, 1993, 1998; Stern & Lehrndorfer, 1992). Die
im Satz
Hans hat 5 Murmeln mehr als Peter
gegebene Information bezeichnet keine konkrete,
existierende Menge, sondern beschreibt die Relation
zwischen zwei Mengen. Man muss ein mentales
Modell — also eine von den konkreten Dingen ab-
strahierte geistige Vorstellung — von der in der Text-
aufgabe beschriebenen Situation entwickeln. Wer
beispielsweise mit der Zahl 5 lediglich 5 Gegenstiin-
de verbindet, der wird den Satz nicht verstehen,
Wer hingegen 5 als einen Abschnitt auf dem Zah-
lenstrahl versteht, der die Relation zwischen zwei
anderen Zahlen markiert — z.B. zwischen 2 und 7
oder zwischen 4 und 9 -, der kann Vergleichsauf-
gaben verstehen. Textaufgaben zum quantitativen
Vergleich sind ein guter Indikator fur ein fortge-
schrittenes mathematisches Verstindnis im Grund-
schulalter. Wie inflexibel das konzeptuelle Ver-
standnis von Zahlen noch sein kann, zeigt eine
Studie von Stern (1993), die im Kasten dargestellt
ist.

Auch das Wissen iiber Multiplikation und Divi-
sion ldsst sich nicht auf die Operation mit Zahlen
reduzieren, sondern erfordert Situationsverstindnis.
Klassifikationssysteme fiir Textaufgaben wurden

Warum ist der quantitative Vergleich von Mengen fiir Grundschulkinder so schwer zu verstehen?

[Dass sich Textaufgaben mit gleicher formaler
Struktur massiv in der Schwierigkeit unterschei-
den, zeigt sich auch bei Textaufgaben zum quanti-
tativen Vergleich. Bei Grundschulkindern liegen
die Losungsraten fiir Aufgaben mit unbekannter
leferenzmenge um etwa 0,3 niedriger als fiir Auf-
gaben mit unbekannter Vergleichsmenge.
Unbekannte Vergleichsmenge: Im Zoo gibt es:
5 Tiger. Es gibt 3 Lowen weniger (mehr) als es Tiger
eibt. Wie viele Liwen gibt es? Unbekannte Referenz-
menge: Im Zoo gibt es 5 Tiger. Es gibt 3 Tiger mehr

weniger) als es Lowen gibt. Wie viele Lowen gibt es? ‘
Eine einfache Erklirung konnte sein, dass Auf-

gaben mit unbekannter Vergleichsmenge mit -
Schliisselwortstrategien gelést werden kénnen,
atich wenn sie nicht verstanden wurden. Kommt -
das Wort ,,mﬁhr Vor, muss addiert werden, wih- -
rend bei ,weniger” subtrahiert werden muss, Bei
\ufgaben mit unbekannter Referenzmenge ist es
genau umgekehrt. Bei Stern (1993) wurde Jedmh

gezeigt, dass diese einfache Erklarung nicht zu-

trifft, Ob eine Textaufgabe tatsichlich verstanden
urde, wird uberpruft, indem man sich die Auf-

gabe nacherzihlen lasst. Dabei wird angcm)mmen. :

lass eine Spe:u:herun;JI der sprachlichen Oberfla-
&enmformalmn ohne Verstandms der zugrunde-
liegenden Struktur die Arbutsspclcherkapamat
tiberschreitet. Tatsichlich zeigte sich in mehreren

Untersuchungen, dass die Leistungen im Nacher-

zihlen von Aufgaben mit unbekannter Vergleichs-
menge deutlich besser waren als bei unbekannter -
Referenzmenge. Aufgaben mit unbekannter Ver-

 gleichsmenge sind leichter zu verstehen, weil sie «

den Aufbau eines mentalen Modells erlauben, bei
dem bereits nach dem Lesen des zweiten Satzes der
Menge der Tiger eine Menge von Léwen gegen- -
iiber gestellt werden kann. Um ein derartiges Mo--
dell auch bei Aufgaben mit unbekannter Referenz-
menge konstruieren zu kénnen, miisste man diese
zunichst in Aufgaben mit unbekannter Vergleich-
menge transformieren. Das aber gelingt jiingeren
Grundschulkindern noch nicht. ; ‘
> Stichprobe und Vorgehen In einer Studie mit
47 Erstklisslern wurde nach tiefer liegenden
Griinden gesucht. Den Kindern wurde eine
kurze Geschichte iiber ¢in Geschwisterpaar
Peter und Susanne erzdhlt, die einen Bauernhof

besuchen. Dabei wurde ein Bild mit 6 Kiihen
und 4 Schweinen gezeigt. Anschliefend wurde
den Versuchskindern eine Liste mit Aussagen
von Peter und Susanne iiber die Dilferenz zwi-
schen der Menge dv.r Schweine und der Kiihe
vorgegeben, 7.B.

Peter: , Es gibt 2 Schweine weniger als Kiihe,
Susanne: ,Es gibt 2 Kithe mehr als Schweine,* -
Die Kinder sollten die Richtigkeit dieser Aus-
sagen beurteilen, indem sie ankreuzen sollten,

- wer recht hat: Peter, Susanne, beide, keiner von'

beiden. Es wurden insgesamt zehn Aussagen-

‘paare vorgegeben, die sich auf die Differenz
.~ zwischen den Mengen bezogen. Bei zwei der
- Aussagenpaare hatten beide Kinder recht, bei
zwei Paaren hatten beide Kinder unrecht, und
. bei seuhs Pa.;rcn hatte das erste Kind recht und :
‘das zweite unrecht. Wenn die Kinder noch
_nicht wissen, dass man die Differenz zwischen
‘;r.wei Mengen sowohl mit »mehr” als auch mit.

»weniger” ausdriicken kann, sollten sie beson-
ders schlecht bei der Beurteilung von Aussa-

_genpaaren abschneiden, in denen be:de iunder
‘recht hatten. :
Ergebnis. Nur 36 % der Kinder Anlworlt.n kor-

rekt, wenn beide Aussagen richtig sind, wih-
rend alle anderen Aufgaben von iiber 60 % der
Schiiler gelést werden. Die Ergebnisse zeigen,
dass die Losungsrate bei der Beurteilung zweier

~ korrekter Aussagen zur Differenz deutlich nied-

riger liegt als die- Losungqrate bei dera anderen
Ausmgenpaaren ~

" Kommentar. Die mangelnde Flexibilitit in. LlLl'
“sprachlichen Beschreibung quantitativer Diffe-
renzen macht es der Mehrzahl der Erstklissler

unmaglich, Aufgaben mit unbekannter Refe-

- renzmenge in die mathematisch weniger an-

spruchsvollen Aufgaben mit unbekannter Ver-

- gleichsmenge umzuwandeln. Warum verstehen

die Kinder nicht, dass sich die Aussagen Es gibt

2 Schweine weniger als Kiihe und Es gibt 2 Kiihe -

mehr als Schweine entsprechen? Die Kinder

_haben offensichtlich .,mnhr und ,,weniger”

als Gegensitze reprasentiert, weil die mathe-
matischen Operationen ,Addition“ und ,,Sub-

~ traktion” nicht als kompl:mcntareOeraum

nen verstanden wurden.
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von Greer (1987), Nesher (1988, 1992) und Ver-
gnaud (1983, 1988) erarbeitet. Wie bei Additions-
und Subtraktionsaufgaben gibt es auch hier grofie
Differenzen in den Schwierigkeiten der Aufgaben-
typen.

Bei Aufgaben vom Typ ,Gleichverteilung, wie
z.B.

Es gibt 5 Kinder. Jedes Kind soll 4 Kekse bekommen.
Wie viele Kekse werden benitigt?

kann Multiplikation als wiederholte Addition aufge-
fasst werden. Die entsprechende Divisionsaufgabe
20 Kekse sollen unter 5 Kinder zu gleichen Teilen
verteilt werden. Wie viele Kekse bekommt jedes Kind?
basiert auf dem einfachen Problemmodell der suk-
zessiven Korrespondenz, das den Kindern frith
vertraut ist: in der ersten Runde wird jedem Kind
ein Keks zugeordnet, in der zweiten Runde ein wei-
terer, usw. Beide Aufgabentypen kénnen bereits von
Erstklésslern gelgst werden.

Groere Schwierigkeiten treten hingegen bei Auf-
gaben zum multiplikativen Vergleich auf, wie z.B.
Hans hat 12 Kekse. Peter hat doppelt (halb) so viele
Kekse wie Hans. Wie viele Kekse hat Peter?

Aufgaben, denen das Kartesische Produkt zugrunde
liegt, wie z.B.

Es gibt 4 Wege von A nach B und 3 Wege von B nach
C. Wie viele Wege gibt es von A nach C, die iiber B
fiihren?

bereiten Kindern noch in der sechsten Klasse
Schwierigkeiten (Nesher, 1988). Die Schwierigkeits-
unterschiede zwischen den Aufgabentypen sind
dhnlich wie bei Additions- und Subtraktionsauf-
gaben damit zu erkldren, dass die mathematische
Modellierung der jeweiligen Situationen ,Gleichver-
teilung®, ,Multiplikativer Vergleich“ und ,Kartesi-
sches Produkt® unterschiedliche Anforderungen an
das mathematische Wissen stellt. Der Situation
»Gleichverteilung® liegt die wiederholte Addition
bzw. die sukzessive Zuordnung von Objekten zu
Subjekten zugrunde. Aufgaben zum multiplikativen
Vergleich erfordern nach Nesher (1988, 1992) ein
»Beziehungsmodell“: der Multiplikator beschreibt
die Beziehung zwischen zwei Mengen. Aufgaben
zum Kartesischen Produkt verlangen ein mathema-
tisches Modell, in dem jedes Element mit jedem
verbunden wird, dasselbe Modell also, welches auch
der Matrizenrechnung zugrunde liegt.

L6, Mathematiklernen

In den Schulbiichern und im Unterricht dominie-
ren jedoch Gleichverteilungsaufgaben (Nesher,
1992; Vergnaud, 1992). Die Beschrinkung auf
diesen Aufgabentyp kann zu einem eingeschrinkten
Verstindnis von Multiplikation und Division fiih-
ren, was sich erst beim Rechnen mit rationalen
Zahlen zeigt. Mit der Reprisentation von Multi-
plikation als wiederholter Addition und Division als
sukzessiver Zuordnung gehen die Vorstellungen
einher, dass das Ergebnis einer Multiplikation im-
mer grofler ist als deren Multiplikatoren und dass
ein Quotient kleiner ist als dessen Dividend, was
tatsichlich allerdings nur fiir Zahlen groBer als |
gilt. Die in Gleichverteilungsaufgaben geschilderten
Situationen ergeben nur mit natiirlichen Zahlen
einen Sinn. Aufgaben zum multiplikativen Ver-
gleich hingegen kénnen auch rationale Zahlen ent-
halten. Nesher (1992) konnte zeigen, dass Kinder,
die in der Grundschulzeit vorwiegend mit Auf-
teilungstextaufgaben konfrontiert wurden, spiter
grole Schwierigkeiten mit dem Rechnen von Brii-
chen hatten, wihrend Kinder, die in der Grund-
schule Vergleichsaufgaben gerechnet hatten, diese
Schwierigkeiten in weitaus geringerem Mafle hatten.
Dass auch Algebraaufgaben bei gleicher formaler
Struktur unterschiedlich schwer sein kénnen, wurde
bei Bassok und Holyoak (1989) verdeutlicht. Ma-
thematisch  iiberdurchschnittlich  leistungsstarke
Neuntkldssler zeigten keinen spontanen —» Transfer
der Losungsstrategien von der Aufgabe
Ein Schnmellzug fahrt 3 Sekunden nach dem Start
30 Stundenkilometer (al). Danach nimmt die Ge-
schwindigkeit konstant um 5 Stundenkilometer pro
Sekunde (d) zu. Wie schnell wird der Zug nach
9 Sekunden fahren?
auf die Aufgabe
Ein Junge bekommt an seinem sechsten Geburtstag ein
wdochentliches Taschengeld von 50 Cents (al). An
jedem folgenden Geburtstag wird sein Taschengeld um
25 Cents (d) erhoht. Wie hoch wird sein wichentliches
Taschengeld an seinem 15. Geburtstag sein?
Nach Greeno, Smith und Moore (1993) ist der aus-
bleibenden Transfer damit zu erkldren, dass in der
Zugaufgabe kontinuierliche und in der Taschen-
geldaufgabe diskrete Grofen vorkommen. Diskrete
Groflen kénnen in kontinuierliche Gréflen umge-
wandelt werden, wihrend der umgekehrte Vorgang

keinen Sinn macht. Die Versuchspersonen interpre-
tieren die Aufgabe mit den kontinuierlichen Grofen
als einen Spezialfall der Aufgabe mit diskreten Gré-
fen (Stern, 2001). Es zeigt sich also auch fiir die
Sekundarstufe, dass das Situationsmodell einen
Einfluss auf das mathematische Verstindnis hat.

3 Konzeptuelles und prozedurales
Wissen als Grundlage
mathematischer Kompetenzen

Die Unterscheidung zwischen schnell und effizient
anwendbarem Handlungswissen einerseits und
konzeptuellem Tiefenverstandnis andererseits eignet
sich besonders gut zur Charakterisierung mathema-
tischer Kompetenzen. Dies kommt sowohl bei der
von Gelman und Gallistel (1978) vorgenommenen
Unterscheidung zwischen ,,skills“ und ,principles®
als auch in der bei Resnick (1992) zu findenden
Aufteilung in syntaktisches und semantisches Wis-
sen {iber Rechenoperationen zum Ausdruck. Inzwi-
schen wird die in der Kognitionspsychologie tibliche
Unterscheidung zwischen konzeptuellem und proze-
duralem Wissen zur Beschreibung der Grundlagen
mathematischer Kompetenzen herangezogen (z.B.
Baroody, 2003; Hiebert, 1986; Siegler, 2003).

Konzeptuelles Wissen wird dabei als Netzwerk
flexibel miteinander kombinierbarer Chunks oder
Schemata beschrieben, deren Inhalt bewusstseinsfi-
hig und damit auch verbalisierbar ist. Die Verbin-
dungen zwischen den Wissenseinheiten sind sym-
metrisch. Sie konnen durch Elaboration eigenen
Worwissens gewonnen werden, ebenso wie durch
Rezeption von Instruktionen oder Losungsbeispie-
len. Weil konzeptuelles Wissen einer bewussten
Elaboration zuginglich ist, kann sein Inhalt flexibel
transformiert und so auf neue Inhaltsbereiche iiber-
tragen werden.

Prozedurales Wissen wird als Ansammlung iso-
lierter Produktionsregeln beschrieben, die jeweils
unflexibel, aber dafir automatisiert ablaufende
%"’ﬁihaitensprogramme darstellen, die durch ausdau-
ernde Ubung erworben werden. Weil sie dem be-
wussten Denken nur rudimentir zuginglich sind,
lsst sich ihr Inhalt schlecht verbalisieren oder durch
hohere mentale Prozesse transformieren.

Prozedurales Wissen betrifft die Ausfithrung von

Rechenoperationen (Zehneriibergang bei der schrift-

lichen Subtraktion, Dreisatz), wihrend konzeptuel-

les Wissen das Verstehen von Prinzipien impliziert,

z.B. dass bei der Division mit Zahlen kleiner 1 das

Ergebnis groer wird.

Baroody (2003) gibt einen Uberblick tiber die
verschiedenen Rollen, die der Unterscheidung in
den Unterrichtswissenschaften zugewiesen wurden.
Er zeichnet nach, wie zu Beginn des 20. Jahrhun-
derts eine Debatte dariiber entbrannte, worauf der
Unterrichtsschwerpunkt grundsitzlich liegen solite
— auf prozeduralen Fahigkeiten oder auf konzep-
tuellem Verstindnis ~ und beschreibt, dass heute
zwar Einigkeit dartiber herrscht, dass Schiiler beides
erwerben und zueinander in Beziehung setzen kén-
nen sollten, dass andererseits jedoch unklar ist, wie
dieses Ziel in der Praxis am besten zu erreichen sei —
vor allem darum, weil bisher ungeklart ist, wie sich
konzeptuelles und prozedurales Wissen gegenseitig
beeinflussen.

Rittle-Johnson, Siegler und Alibali (2001) heben
die drei prominentesten Positionen zu diesem
Thema hervor:

(1) Concepts-first-Theorien gehen davon aus, dass
Kinder beim Wissenserwerb in einer Domiine
anfangs auf ihr konzeptuelles Wissen zuriick-
greifen, das sie beispielsweise durch verbale In-
struktionen oder Literaturstudium erworben
haben konnen bzw. das teilweise sogar angebo-
ren sein kann. Im Zug der Wissensanwendung
und der gezielten Ubung leiten sie dann nach
und nach prozedurales Wissen daraus ab.

(2) Procedures-first-Theorien postulieren, dass Kin-
der zuerst durch ,trial and error learning® oder
durch Nachahmung erfolgreicher Personen in
ihrer Umwelt prozedurales Wissen erwerben und
aus diesem Handlungswissen dann nach und
nach durch Reflektion und ,representational
redescription” im Sinne von Karmiloff-Smith
(1992) konzeptuelles Wissen abstrahieren.

(3) Einem dritten Ansatz zufolge interagieren die
Wissensarten auf Grundlage bidirektionaler
Prozesse miteinander, so dass ein Zuwachs in
der einen Wissensart letztendlich auch zu einem
Zuwachs in der anderen Wissensart fithren.

3 Konzeptuelles und prozedurales Wissen als Grundlage mathematischer Kompetenzen |
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Rittle-Johnson und Siegler (1998) geben einen Lite-
raturiiberblick tber die emipirische Forschung zu
diesem Gebiet. In ihrer Einleitung merken sic an,
dass — verglichen mit anderen psyvchologischen
Forschungsfeldern — nur wenig gesicherte empiri-
sche Befunde vorliegen. Diese wurden vor allem in
verschiedenen Tetldominen der Mathematik  ge-
wonnen, so dass Rittle-Johnson und Siegler ihren
Uberblick auf diese Inhaltsbereiche beschriinken.
Die empirischen Befunde selbst sind sehr heterogen.
Entwicklungspsychologische  Studien zeigen, dass

sich in einigen mathematischen Donviinen (Zihlen,
Multiplikation von Brichen, proportionales Den-
ken) Prozeduren vor Konzepten entwickeln, wiih-
rend in anderen (Addition cinstelliger Zahlen,
Addition von Briichen) Konzepte vor Prozeduren
auftreten. Im Bereich des Rechnens mit mehrstelli-
gen Zahlen waren die Frgebnisse uneinheitlich.
Rittle-Johnson und Siegler hoben hervor, dass die
Relationen zwischen den beiden Wissensarten so-
wohl innerhalb von Personen und Dominen als
auch zwischen ihnen stark zu variieren scheinen.

Wie ergédnzen sich konzeptuelles und prozedurales Wissen im Umgang mit Dezimalbriichen?

Wie konnen Schiler Wissen aufbauen, das heran-
gezogen werden kann, wenn entschieden werden
muss, ob die Zahl 0,25 grofer oder kleiner ist als
die Zahl 0,1234? Miissen sie ein abstraktes Konzept
von Dezimalzahl haben, oder kann ein konzeptu-
elles Verstandnis iberhaupt erst aus einer vorhan-
denen Handlungskompetenz in einer Domine er-
wachsen? Rittle-Johnson et al. (2001) postulieren
ihr iteratives Modell, demzufolge ein Zuwachs in
einer der beiden Wissensarten nachfolgend auch
zu einem Zuwachs in der jeweils anderen fithrt.
Um diese Annahme zu tiberpriifen, fithrten sie
folgendes Experiment durch.
¥ Stichprobe und Vorgehen. Fiinft- und Sechst-
klassler spielten allein am Computer das , Fang-
das-Monster“-Spiel: Thnen wurde pro Aufgabe
ein Dezimalbruch zusammen mit einem Zah-
lenstrahl gezeigt, und ihnen wurde gesagt, an
der Stelle des Zahlenstrahls, die mit dem Dexi-
malbruch bezeichnet ist, verstecke sich ein
Monster. Dieses sollten sie fangen, indem sie
mit der Maus auf die entsprechende Stelle kli-
cken. Nach jedem Mausklick erschien das
Monster an der korrekten Stelle und gab so
eine Riickmeldung tiber die richtige Antwort.
Die Kinder sollten jeweils auch Erklirungen
tiber die Lage des Monsters generieren. Vor
und nach dem Spiel wurden das konzeptuelle
und das prozedurale Wissen der Schiilererho-
ben. Das prozedurale Wissen wurde dabei

durch Routineanfgaben gemessen, die jeweils

Mathematiklernen

die Positionierung eines Dezimalbruches auf
dem Zahlenstrahl erforderten. as konzeptuel-
le Wissen wurde erhoben, indem den Kindern
ithnen bis dahin unbekannte Transferaufgaben
prasentiert warden (— Tanster). Beispielsweise
hatten sie einen Dezimalbruch aufzuschreiben,
der zwischen zwei vorgegebenen anderen lag.
Hinter dieser Testaufgabenauswahl steht die
Annahme, dass Kinder ihr prozedurales Wissen
benutzen, um ihnen bekannte Routineproble-
me zu losen, jedoch auf ihr konzeptuelles Wis-
sen zurtickgreifen miissen, wenn sie neue 1.6-
sungswege fiir Transferprobleme entwickeln.

» Ergebnis. Das Spiel fihrt zu einem Anstieg
beider Wissensarten. Die Kinder besitzen an-
tangs schon einiges konzeptuelles Wissen, je-
doch kaum prozedurales. Das Ausmal beider
Wissensarten ist vor und nach dem Spiel posi-
tiv korreliert. Interessant ist, dass das konzep-
tuelle Wissen im Priitest vorhersagt, wieviel
prozedurales Wissen die Kinder withrend des
Spiels erwerben. Dieser Zuwachs an prozedura-
lem Wissen sagt wiederum vorher, wieviel kon-
zeptuelles Wissen ein Kind durch das Spiel ge-
winnt.

 Kommentar. Rittle-Johnson et al. schen in den
Resultaten eine Bestitigung ihrer Annahmen:
Konzeptuelles und prozedurales Wissen in
einem mathematischen Inhaltsbereich scheinen
sich einander gegenseitig positiv zu beeinflus-

s¢n.

rer der wenigen stabilen Befunde ist die positive
mirapersonale Korrelation zwischen beiden Wis-
seasarten, die vermuten lasst, dass beide nicht un-
sbhingig voneinander sind, wie die im folgenden
hasten dargestellte Studie zeigt.

. Individuelle Voraussetzungen und
schulische Forderméglichkeiten

intelligenzquotient. Obwohl 1Q und Mathematik-

leistung hoch korrelieren, konnen Unterschiede in

Jder allgemeinen Intelligenz (— Intelligenz und Bega-
inumg) die Variation in der Mathematikleistung doch
s teilweise erklaren. So zeigen Ergebnisse der Miin-
chiener LOGIK-Studie, dass sich die spitere Mathe-
matikleistung bereits von der frithen Grundschule an
rund des mathematischen Vorwissens besser

vorhersagen lisst als aufgrund der allgemeinen Intel-

i

niz. So war die Korrelation zwischen dem Losen
konzeptuell anspruchsvoller Mathematikaufgaben in
der 2. Klasse und der Mathematikleistung in Klasse
i1 hoher als die Korrelation zwischen der am glei-

iien Tag gemessenen Intelligenz und der Mathema-
tikleistung in Klasse 11 (Stern, 2003a, b). Der Ma-
‘matiktest der 2. Klasse bestand aus Arithmetik-
aben, die auf der Grundlage von konzeptuellem

b

Wissen leichter gelost werden konnten, sowie aus

thematischen Textaufgaben zum quantitativen
leich, die sich erst auf der Grundlage eines
-akteren Zahlverstindnisses losen lassen (Stern,
Diese Ergebnisse sprechen dafiir, dass die
indlagen fur die Entwicklung interindividueller

‘nterschiede im mathematischen Verstindnis anch
Normalbereich® bereits frith gelegt werden.

dumlich-visuelles Vorstellungsvermégen. Welche
zifischen kognitiven Voraussetzungen bringen

nschen mit, die gute Mathematikleistungen zei-
17 Unbestritten ist, dass spezifische Fihigkeits-
rschiede, insbesondere im riumlich-visuellen

+

ellungsvermégen, den Erwerb mathematischer

Kompetenzen beeinflussen. So ist die Vorstellung
von Zahlen eng an den Raum gebunden. Die An-

o

e, dass groflere Mengen mehr Raum einneh-
als kleinere Mengen, dominiert in den ersten
ren das Zahlverstindnis der Kinder und fithrt zu
tsichen Feblern bei den Invarianzaufgaben, die

schon von Plaget beschrieben wurden. Das raum-
lich-visuelle Vorstellungsvermagen stellt somit eine
wichtige Basisressource mathematischen Denkens
dar (s. Geary, 1996; Stern & Hardy, 2004). So ist
rein mathematisch-numerisches Operieren — 2.B.
durch Taktenabruf beim Rechnen oder durch das
Denken in Formeln — erst bei einem hohen Grad an
= Lxpertise cine effiziente Losungsmethode. Im

Wissenserwerbsprozess  dagegen sollte auch  auf

visucll-riumliche bzw. visuell-graphische Reprisen-
tationen anstelle der rein symbolischen  Bezug
genommen werden, um abstrakte mathematische
Konzepte zu vermitteln.

Kulturvergleichende  Unterrichtstudien  zeigen,
dass in den beztglich der Mathematikleistung
erfolgreichen ostasiatischen Lindern schon  frith
graphisch-visuelle Veranschaulichungen bei Text-
aufgaben genutzt werden (Fuson & Kwon, 1992; —>
Visuelles Lernen). Dies setzt sich bei lincaren Funk-
tionen fort, wie folgende im japanischen Mathema-
tikunterricht hiufig benutzte Aunfgabe zeigt, die sehr
einfach zu lésen ist, wenn sie in einem Koordinaten-
system (siehe Abb. 1) visuell veranschaulicht wird:
Vor einem Monat kam die Mutter von Ichiro ins
Krankenhaus. Ichiro hatte sich entschlossen, zusam-
men it seinem kleineren Bruder jeden Morgen in
einemn nahegelegenen Tempel fiir die Gesundheit der
Mutter zit beten und dabei jedes Mal etwas Geld zu
spenden. Es gab achtzelin Zehn-Yen Miinzen in Ichi-
ros Geldbeutel und zweiundzwanzig Fiinf-Yen Miin-
zen im Geldbeutel des kleinen Bruders. Jeder der bei-
den Jungen nahm nach dem Gebet int Tempel eine
Miinze aus seinent Geldbeutel und legte sie in den
Opferkasten. Beide Jungen wollten so lange beten, bis
ihre Geldbeutel leer waren. Eines Tages schauten sich
die Briider, nachdem sie ihr Gebet beendet hatten,
gegenseitig in ihre Geldbeutel und sahen, dass die
Geldmenge im Geldbeutel des kleineren Bruders gro-

Ber war als die im Geldbeutel von Ichiro. Vor wie

vielen Tagen hatten die beiden Jungen angefangen zu
beten?

Auch Tabellen oder die bildliche Darstellung der
Miinzen und sukzessives Auskreuzen ausgegebener
Miinzen konnen zu einer Losung fithren. Welche
Missverstindnisse bel Schitlern auftreten, in deren
Unterricht der Graph einer linearen Funktion zwar
behandelt wurde, aber nicht als Denkwerkzeug

4 Individuelle Vorausserzungen und schulische Fordermoglichkeiten
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Abbildung 1. Visuelle Reprisentation der Aufgabe im Koor-
dinatensystem

genutzt wurde, zeigen Studien von Leinhardt, Zas-
lavsky und Stein (1991). Bei Felbrich (2005) und
bei Koerber (2003) wird das Verstindnis von Gra-
phen aus kognitionspsychologischer Sicht analysiert,
und es werden Moglichkeiten aufgezeigt, wie bereits
in der Grundschule und der frithen Sekundarstufe
die Fundamente dafiir gelegt werden konnen, dass
Graphen und andere Visualisierungen als Denk- und
Modellierungswerkzeuge in flexibler Weise genutzt
werden.
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flusste Sichtweise trifft in besonderem Mafe fiir die
pédagogisch-psychologische Forschung zu, in der
haufig die Schule (—> Schuleffekte) bzw. Klasse die
Usnrwelt darstellt, die es bei der Beantwortung von
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und Klassenklima). Als Konsequenz daraus besitzen
die in der padagogisch-psychologischen Forschung
erhobenen Datensitze hdufig eine Mehrebenen-
struktur, in der Schiiler innerhalb von Klassen und
Klassen innerhalb von Schulen geschachtelt sind.
Zur addquaten Analyse solcher hierarchischer
Datenstrukturen hat sich die Mehrebenenanalyse
(engl. ,multilevel analysis“) durchgesetzt, insbeson-
dere ist hier der Ansatz des hierarchisch-linearen
Modellierens (engl. ,hierarchical linear modeling*
HLM, vgl. Raudenbush & Bryk, 2002) zu nen-
nen).

1 Einleitung§ 469



