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c Menschen werden mit Voraussetzungen
die ihnen einen intuitiven Zugang zur
Quantitäten ermöglichen. Ergebnisse der

.sforschung belegen inzwischen eindrucks
modularisierten Grundlagen mathernati

tmpetenzen (Wvnn, 1992). Jede bekannte
iehe Kultur verfügt über eigene Zahiwörter,

idestens im Zahlenbereich bis 20 zu differen
Die vier Grundrechenarten, die die meisten

Kinder spätestens am Ende der Grund-
beherrschen, sind in Europa jedoch erst

14. Jahrhundert üblich. Noch vor 1000 Jah
man bei keinem europäischen Kind eine

hwäche diagnostizieren können, weil nicht
en Sinne gerechnet wurde.
matik ist — wie die Schriftsprache — ein

• tailtureller Entwicklung. d.h. beide wurden
- ier Grundlage angeborener Kompetenzen

können jedoch nicht als angeboren be
erden (—* Anlage und Umwelt). Diese
rtelange Entwicklung muss dabei im
in kurzer Zeit nachvollzogen werden. So

ite Bruch- und Prozentrechnung, Algebra
itesimairechnung ganz selbstverständlich

schulischen Lehrplan, obwohl sie erst vor
ihrhunderten entwickelt wurden. Vor

untergrund sind die Schwierigkeiten der
inder mit dem Schulfach Mathematik
rtehen (— Rechenschwächen). Um die
iathematik zu begreifen, müssen Kinder
unächst kontraintuitive Schlüsse ziehen.
nun Kinder, größere Zahlen für die Be
4rößerer Mengen zu benutzen. Mit dem
m kommt die erste Irritation: Man muss

die 3 in der Zahl 39 größer ist als die 9.
)uhrung von Termini wie „Zehner“ und
1 entsprechenden Veranschaulichungen
m Allgemeinen ganz gut. Bei der schrift-

lichen Subtraktion zeigen sich aber dann doch hart
näckige Verständnisschwierigkeiten: Als Lösung für
die Aufgabe 304 —29 = kommt nicht selten 325.
Auch wenn das Prinzip des „Borgens“ bei einfache
ren Aufgaben angewendet werden kann, bereitet es
doch Probleme, wenn die 0 im Subtrahenden vor
kommt (Huth, 2004).

Auch das Verstehen von Brüchen und Dezimal
zahlen erfordert eine Abkehr von der schlichten
Regel, nach welcher größere Zahlen immer größere
Mengen bezeichnen. Kinder denken zunächst, dass
gilt: 1/8> 1/7; 0,09> 0,10; 0,13 <0,129 (Siegler,
2003). Ein typischer Fehler im Umgang mit Brüchen
besteht auch darin, Zähler und Nenner zu addieren:
2/3 + 4/5 — 6/8. Die Fehler sind auf vergleichbare
Defizite zurückzuführen: Es wird davon ausgegangen,
dass Zahlen abzählbare Elemente einer Menge abbil
den. Die Grundeinheit ist dabei jeweils das einzelne
Element einer Menge. Dass man hei Bruch- und
Dezimalzahlen Zahlen nur in Abhängigkeit von einer
variablen Grundeinheit interpretieren kann, wird
vielfach noch nicht realisiert. Manche sprachlichen
Formulierungen legen eine solche Interpretation
nahe: Wenn man 3/5 als „drei von fünf“ bezeichnet,
dann lassen sich auch Situationen konstruieren, aus
denen die Addition von Zähler und Nenner bei Brü
chen abgeleitet werden kann:
Heute habe ich drei von fünf Brötchen gegessen und

gestern habe ich vier von acht Brötchen gegessen.

In diesem Kontext kann es sinnvoll sein, die gegesse
nen Brötchen und die vorhandenen Brötchen ge
trennt voneinander zu bezeichnen. Bei dieser Art des
Vergleichs ist die Funktion der einzelnen Zahlen des
Bruches als absolute Mengeangabe (Zähler) und als
Grundgesamtheit (Nenner) nachzuvollziehen. Wenn
Kinder zwei Brüche miteinander vergleichen sollen,
dann ist der so genannte Zwischenvergleich, bei dem
zunächst Zähler mit Zähler und Nenner mit Nenner
verglichen werden, einfacher als der so genannte
lnnerhalbvergleich. Dieser erfordert, die Zählermen

ge in Beziehung zur Gesamtmenge zu setzen, wobei
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der Quotient aus beiden eine neue Einheit, das Ver
hältnis, ergibt (z.B. Geschwindigkeit im Falle von
Weg zu Zeit). Wird diese zusammengesetzte Einheit
jedoch als eigenständige Größe repräsentiert, deren
Bezeichnung nicht direkt auf die ursprünglichen
Einheiten hinweist, kann der Bezug zu den Dimen
sionen, aus denen sie sich zusammensetzt, verloren
gehen. Dies zeigt sich an einem Fehler, den auch
Studenten machen. Die Aufgabe
Der Weg von der Wohnung zur Arbeit wird mit einer
Geschwindigkeit von 50 km/h zurückgelegt und die
mittlere Geschwindigkeit von der Arbeit zur Wohnung
beträgt 30 km/h. Wie hoch ist die durchschnittliche
Geschwindigkeit beider Wege?
wird von über 90 O/o der Universitätsstudenten mit
„40 km/h“ beantwortet. Es wird übersehen, dass
nicht die Zeit, sondern der Weg konstant bleibt.

Die aufgeführten Beispiele sollen zeigen, dass
mathematisches Verständnis nicht auf die Opera
tion mit Zahlen und Formeln reduziert werden
kann, sondern sich vor allem darin ausdrückt,
sprachlich gespeichertes Situationswissen in For
meln zu übersetzen. Dies wird besonders beim
Lösen von Textaufgaben deutlich.

2 Die mathematische Modellierung
von Situationen

Insbesondere durch die Arbeiten zum Lösen ma
thematischer Textaufgaben konnte die Psychologie
einen substantiellen Beitrag zur Erklärung der
Schwierigkeiten beim Lernen von Mathematik lei
sten. In einem Aufsatz von Kintsch und Greeno
(1985) standen 14 einfache Textaufgaben im Mit
telpunkt, die mit Gleichungen wie 8— 3 = 5 oder
5 + 3 8 gelöst werden konnten. Trotzdem gab es
massive Schwierigkeitsunterschiede zwischen den
Aufgaben. Die Austauschaufgabe
Maria hatte 8 Murmeln. Dann gab sie Hans
3 Murmeln. Wie viele Murmeln hat Maria jetzt?
wird von über 90 % der Zweitklässler gelöst, väh
rend die Vergleichsaufgahe
Maria hat 8 Murmeln. Sie hat 3 Murmeln mehr als
Hans. Wie viele Murmeln hat Hans?
nur von 20 O der gleichen Kinder korrekt bearbeitet
wird.

Für Aufgaben zur Kombination von Mengen
Xlaria utul [—fans haben zusammen 8 Murmeln. Ma
ria hat 3 Murmeln. Wie viele Murmeln hat Hans?
liegt der Anteil der gelösten Aufgaben bei 50 %.

Die Diskrepanz in der Lösungsrate zwischen
Aufgaben mit isomorpher mathematischer Struktur
wird hei folgender Aufgabe besonders offensicht
lich:
5 Vögel haben Hunger. Sie Jindcn 3 Würmer. Wie
viele Vögel bekommen keinen Wurm?
wird von 80 % der Vorschulkinder gelöst. Endet die
Aufgabe hingegen mit der Frage
Wie viel mehr Vögel als Würmer gibt es?
liegt selbst hei Drittklässlern die Lösungsrate unter
30%.

Ein defizitäres Sprachverständnis sowie man
gelndes konzeptuelles mathematisches Wissen las
sen Kinder an bestimmten Aufgaben scheitern
(Kintsch, 1998). Um Vergleichsaufgaben zu lösen,
benötigt man ein fortgeschrittenes Zahlverständnis,
das über die Zähifunktion von Zahlen hinausgeht
(Stern, 1993, 1998; Stern & Lehrndorfer, 1992). Die
im Satz
Hans hat 5 Murmeln mehr als Peter
gegebene Information bezeichnet keine konkrete,
existierende Menge, sondern beschreibt die Relation
zwischen zwei Mengen. Man muss ein mentales
Modell — also eine von den konkreten Dingen ab
strahierte geistige Vorstellung — von der in der Text-
aufgabe beschriebenen Situation entwickeln. Wer
beispielsweise mit der Zahl 5 lediglich 5 Gegenstän
de verbindet, der wird den Satz nicht verstehen,
Wer hingegen 5 als einen Abschnitt auf dem Zah
lenstrahl versteht, der die Relation zwischen zwei
anderen Zahlen markiert — z.B. zwischen 2 und 7
oder zwischen 4 und 9 —‚ der kann Vergleichsauf
gaben verstehen. Textaufgaben zum quantitativen
Vergleich sind ein guter Indikator für ein fortge—
schrittenes mathematisches Verständnis im Grund
schulalter. Wie infiexibel das konzeptuelle Ver
ständnis von Zahlen noch sein kann, zeigt eine
Studie von Stern (1993), die im Kasten dargestellt
ist.

Auch das Wissen über Multiplikation und Divi
sion lässt sich nicht auf die Operation mit Zahlen
reduzieren, sondern erfordert Situationsverständnis.
Klassifikationssysteme für Textaufgaben wurden

‘ass sich Textaufgaben mit gleicher formaler
- ‘ruktur massiv in der Schwierigkeit unterschei

n, zeigt sich auch bei Textaufgaben zum quanti
ti yen Vergleich. Bei Grundschulkindern liegen

Lösungsraten für Aufgaben mit unbekannter
.ferenzmenge um etwa 0,3 niedriger als für Auf
aben mit unbekannter Vergleichsmenge.

Unbekannte Vergleichsmenge: Im Zoc gibt es
1 Iger. Es gibt 3 Löwen weniger (mehr) als es Tiger

g t‘t Wie viele Löwen gibt es? Unbekannte Referenz
iange: Im Zoo gibt es 5 Tiger. Es gibts Tiger mehr

i‘niger) als es Löwen gibt. Wie viele Löwen gibt es?
Eine einfache Erklärung könnte sein, dass Auf

iben mit unbekannter Vergleichsmenge mit
-
- tiitisselwortstrategien gelöst werden können,

wenn sie nicht verstanden wurden. Kommt
Wort „mehr“ vor, muss addiert werden, wäh

• od hei „weniger“ subtrahiert werden muss. Bei
fgaben mit unbekannter Referenzmenge ist es

. 9au umgekehrt. Bei Stern (1993) wurde jedoch
Jeigt, dass diese einfache Erklärung nicht zu

t fft. Ob eine Textaufgabe tatsächlich verstanden
irde, wird überprüft, indem man sich die Auf

a‘x. nacherzählen lässt. Dabei wird angenommen,
a s eine Speicherung der sprachlichen Oberflä

-ninformation ohne Verständnis der zugrunde
i enden Struktur die Arbeitsspeicherkapazität

‘arschreitet. Tatsächlich zeigte sich in mehreren
.stersuchungen, dass die Leistungen im Nacher
rilen von Aufgaben mit unbekannter Vergleichs
ange deutlich besser waren als bei unbekannter
renzrnenge. Aufgaben mit unbekannter Ver

chsrnenge sind leichter zu verstehen, weil sie
ai Aufbau eines mentalen Modells erlauben, bei
m bereits nach dem Lesen des zweiten Satzes der
enge der Tiger eine Menge von Löwen gegen
‘wr gestellt werden kann. Um ein derartiges Mo
II auch bei Aufgaben mit unbekannter Referenz-
enge konstruieren zu können, müsste man diese
nächst in Aufgaben mit unbekannter Vergleich-

• auge transformieren. Das aber gelingt jüngeren
•rundschulkindern noch nicht.

Stichprobe und Vorgehen. In einer Studie mit
47 Erstklässlern wurde nach tiefer liegenden
Gründen gesucht. Den Kindern wurde eine
kurze Geschichte über ein Geschwisterpaar
Peter und Susanne erzählt, die einen Bauernhof

besuchen. Dabei wurde ein Bild mit 6 Kühen
und 4 Schweinen gezeigt. Anschließend wurde
den Versuchskindern eine Liste mit Aussagen
von Peter und Susanne über die Differenz zwi
schen der Menge der Schweine und der Kühe
vorgegeben, z.B.
Peter: „Es gibt 2 Schweine weniger als Kühe,“
Susanne: „Es gibt 2 Kühe mehr als Schweine.“
Die Kinder sollten die Richtigkeit dieser Aus
sagen beurteilen, indem sie ankreuzen sollten,
wer recht hat: Peter, Susanne, beide, keiner von
beiden. Es wurden insgesamt zehn Aussagen-
paare vorgegeben, die sich auf die Differenz
zwischen den Mengen bezogen. Bei zwei der
Aussagenpaare hatten beide Kinder recht, bei
zwei Paaren hatten beide Kinder unrecht, und
bei sechs Paaren hatte das erste Kind recht und
das zweite unrecht. Wenn die Kinder noch
nicht wissen, dass man die Differenz zwischen
zwei Mengen sowohl mit „mehr“ als auch mit
„weniger“ ausdrücken kann, sollten sie beson
ders schlecht bei der Beurteilung von Aussa
genpaaren abschneiden, in denen beide Kinder
recht hatten.
Ergebnis. Nur 36 % der Kinder antworten kor
rekt, wenn beide Aussagen richtig sind, wäh
rend alle anderen Aufgaben von über 60 % der
Schüler gelöst werden. Die Ergebnisse zeigen,
dass die Lösungsrate bei der Beurteilung zweier
korrekter Aussagen zur Differenz deutlich nied
riger liegt als die Lösungsrate bei den anderen
Aussagenpaaren.

« Kommentar. Die mangelnde Flexibilität in der
sprachlichen Beschreibung quantitativer Diffe
renzen macht es der Mehrzahl der Erstklässler
unmöglich, Aufgaben mit unbekannter Refe
renzmenge in die mathematisch weniger an
spruchsvollen Aufgaben mit unbekannter Ver
gleichsmenge umzuwandeln. Warum verstehen
die Kinder nicht, dass sich die Aussagen Es gibt
2 Schweine weniger als Kühe und Es gibt 2 Kühe
mehr als Schweine entsprechen? Die Kinder
haben offensichtlich „mehr“ und „weniger“
als Gegensätze repräsentiert, weil die mathe
matischen Operationen „Addition“ und „Sub
traktion“ nicht als komplementäre Operatio
nen verstanden wurden.

M

warum ist der quantitative Vergleich von Mengen für Grundschutkinder so schwer zu verstehen?
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von Greer (1987), Nesher (1988, 1992) und Ver
gnaud (1983, 1988) erarbeitet. Wie bei Additions
und Subtraktionsaufgaben gibt es auch hier große
Differenzen in den Schwierigkeiten der Aufgaben
tYpen.

Bei Aufgaben vom I‘yp „Gleichverteilung“, wie
z.B.
Es gibt 5 Kinder. Jedes Kind soll 4 Kekse bekommen.
Wie viele Kekse werden benötigt?
kann Multiplikation als wiederholte Addition aufge
fasst werden. Die entsprechende Divisionsaufgabe
20 Kekse sollen unter 5 Kinder zu gleichen Teilen
verteilt werden. Wie viele Kekse bekommt jedes Kind?
basiert auf dem einfachen Problemmodell der suk
zessiven Korrespondenz, das den Kindern früh
vertraut ist: in der ersten Runde wird jedem Kind
ein Keks zugeordnet, in der zweiten Runde ein wei
terer, usw. Beide Aufgabentypen können bereits von
Erstklässlern gelöst werden.

Größere Schwierigkeiten treten hingegen bei Auf
gaben zum multiplikativen Vergleich auf, wie z.B.
Hans hat 22 Kekse. Peter hat doppelt (halb) so viele
Kekse wie Hans. Wie viele Kekse hat Peter?
Aufgaben, denen das Kartesische Produkt zugrunde
liegt, wie z.B.
Es gibt 4 Wege von A nach B und 3 Wege von B nach
C. Wie viele Wege gibt es von A nach G die über B
führen?
bereiten Kindern noch in der sechsten Klasse
Schwierigkeiten (Nesher, 1988). Die Schwierigkeits
unterschiede zwischen den Aufgabentypen sind
ähnlich wie bei Additions- und Subtraktionsauf
gaben damit zu erklären, dass die mathematische
Modellierung der jeweiligen Situationen „Gleichver
teilung“, „Multiplikativer Vergleich“ und „Kartesi
sches Produkt“ unterschiedliche Anforderungen an
das mathematische Wissen stellt. Der Situation
„Gleichverteilung“ liegt die wiederholte Addition
bzw. die sukzessive Zuordnung von Objekten zu
Subjekten zugrunde. Aufgaben zum multiplikativen
Vergleich erfordern nach Nesher (1988, 1992) ein
„Beziehungsmodell“: der Multiplikator beschreibt
die Beziehung zwischen zwei Mengen. Aufgaben
zum Kartesischen Produkt verlangen ein mathema
tisches Modell, in dem jedes Element mit jedem
verbunden wird, dasselbe Modell also, welches auch
der Matrizenrechnung zugrunde liegt.

In den Schulbüchern und im Unterricht dominie
ren jedoch Gleichverteilungsaufgaben (Nesher,
1992; Vergnaud, 1992). Die Beschränkung auf
diesen Aufgabentyp kann zu einem eingeschränkten
Verständnis von Multiplikation und Division füh
ren, was sich erst beim Rechnen mit rationalen
Zahlen zeigt. Mit der Repräsentation von Multi
plikation als wiederholter Addition und Division als
sukzessiver Zuordnung gehen die Vorstellungen
einher, dass das Ergebnis einer Multiplikation im
mer größer ist als deren Multiplikatoren und dass
ein Quotient kleiner ist als dessen Dividend, was
tatsächlich allerdings nur für Zahlen größer als 1
gilt. Die in Gleichverteilungsaufgaben geschilderten
Situationen ergeben nur mit natürlichen Zahlen
einen Sinn. Aufgaben zum multiplikativen Ver
gleich hingegen können auch rationale Zahlen ent
halten. Nesher (1992) konnte zeigen, dass Kinder,
die in der Grundschulzeit vorwiegend mit Auf
teilungstextaufgaben konfrontiert wurden, später
große Schwierigkeiten mit dem Rechnen von Brü
chen hatten, während Kinder, die in der Grund
schule Vergleichsaufgaben gerechnet hatten, diese
Schwierigkeiten in weitaus geringerem Maße hatten.

Dass auch Algebraaufgaben bei gleicher formaler
Struktur unterschiedlich schwer sein können, wurde
bei Bassok und Holyoak (1989) verdeutlicht. Ma
thematisch überdurchschnittlich leistungsstarke
Neuntklässler zeigten keinen spontanen —* Transfer
der Lösungsstrategien von der Aufgabe
Ein Schnellzug fährt 3 Sekunden nach dem Start
30 Stundenkilometer (al). Danach nimmt die Ge
schwindigkeit konstant um 5 Stundenkilometer pro
Sekunde (d) zu. Wie schnell wird der Zug nach
9 Sekunden frihren?
auf die Aufgabe
Ein Junge bekommt an seinem sechsten Geburtstag ein
wöchentliches Taschengeld von 50 Cents (al). An
jedem folgenden Geburtstag wird sein Taschengeld um
25 Cents (d) erhöht. Wie hoch wird sein wöchentliches
Taschengeld an seinem 15. Geburtstag sein?
Nach Greeno, Smith und Moore (1993) ist der aus
bleibenden Transfer damit zu erklären, dass in der
Zugaufgabe kontinuierliche und in der Taschen
geldaufgabe diskrete Größen vorkommen, Diskrete
Größen können in kontinuierliche Größen umgt
wandelt werden, während der umgekehrte Vorgang

oen Sinn macht. Die Versuchspersonen interpre
ren die Aufgabe mit den kontinuierlichen Größen
einen Spezialfall der Aufgabe mit diskreten Grö

n Stern, 2001 ). Es zeigt sich also auch für die
iundarstufe, dass das Situationsmodcll einen

fluss auf das mathematische Verständnis hat.

3 Konzeptuelles und prozedurales
Wissen als Grundlage
mathematischer Kompetenzen

Unterscheidung zwischen schnell und efli7ient
endbarem Handlungswissen einerseits und

eieptuellem Tiefenverständnis andererseits eignet
besonders gut zur Charakterisierung mathema

her Kompetenzen. Dies kommt sowohl bei der
Gelman und Gallistel (197$) vorgenommenen

erscheidung zwischen „skills“ und „principles“
auch in der hei Resnick (1992) zu findenden
t ilung in syntaktisches und semantisches Wis
über Rechenoperationen zum Ausdruck. Inzwi

Ln wird die in der Kognitionspsychologie übliche
trscheidung zwischen konzep!uelleni und proze—
ilem Wissen zur Beschreibung der Grundlagen
hematischer Kompetenzen herangezogen (z.B.
rody, 2003; Hiebert, 1986; Siegler, 2003).
onzeptuelles Wissen wird dabei als Netzwerk

hel miteinander kombinierbarer Chunks oder
emata beschrieben, deren Inhalt bewusstseinsfä
‘md damit auch verbalisierbar ist. Die Verbin

zen 7wischen den Wissenseinheiten sind sym
risch. Sie können durch Elaboration eigenen
vissens gewonnen werden, ebenso wie durch

:ption von Instruktionen oder Lösungsbeispie
\%eil konzeptuelles Wissen einer bewussten

oration zugänglich ist, kann sein Inhalt flexibel
formiert und so auf neue Inhaltsbereiche über

‘n werden.
i>iozedurales Wissen wird als Ansammlung iso

r Produktionsregeln beschrieben, die jeweils
ibel, aber dafür automatisiert ablaufende

ialtensprogramme darstellen, die durch ausdau
Übung erworben werden. Weil sie dem be

sstmn Denken nur rudimentär zugänglich sind,
sich ihr Inhalt schlecht verbalisieren oder durch
re mentale Prozesse transformieren.

Prozedurales Wissen betrifft die Ausführung s on
Rechenoperationen (Zehnerübergang hei der schrift
liehen Subtraktion, Dreisatz), während konzeptuel
les Wissen das Verstehen von Prinzipien impliziert,
z.B. dass bei der l)ivision mit Zahlen kleiner 1 das
Ergebnis größer wird.

Baroody (2003) gibt einen Überblick über die
verschiedenen Rollen, die der Unterscheidung in
den Unterrichtss issenschaften zugewiesen wurden.
Er zeichnet nach, wie zu Beginn des 20. Jahrhun
derts eine Debatte darüber entbrannte, ssorauf der
Unterrichtsschwerpunkt grundsätzlich liegen sollte
— auf prozeduralen Fähigkeiten oder auf konzep
weIlern Verständnis — und beschreibt, dass heute
zwar Einigkeit darüber herrscht, dass Schüler beides
erwerben und zueinander in Beziehung setzen kön
nen sollten, dass andererseits jedoch unklar ist, wie
dieses Ziel in der Praxis am besten zu erreichen sei —

vor allem darum, weil bisher ungeklärt ist, wie sich
konzeptuelles und prozedurales Wissen gegenseitig
beeinflussen.

Rittle-Johnson, Siegler und Alibali (2001) heben
die drei prominentesten Positionen zu diesem
Thema hervor:
(1) concepts first-Theorien gehen davon aus, dass

Kinder beim Wissenserwerb in einer Domäne
anfangs auf ihr konzeptuelles Wissen zurück
greifen, das sie beispielsweise durch verbale In
struktionen oder Literaturstudium erworben
haben können bzw. das teilweise sogar angebo
ren sein kann. Im Zug der Wissensanwendung
und der gezielten Ubung leiten sie dann nach
und nach prozedurales Wissen daraus ab.

(2) Procedures-flrst-Theorien postulieren, dass Kin
der zuerst durch „trial and error learning“ oder
durch Nachahmung erfolgreicher Personen in
ihrer Umwelt prozedurales Wissen erwerben und
aus diesem Handlungswissen dann nach und
nach durch Reflekti on und „representational
redescription“ im Sinne von Karmiloff-Smith
(1992) konzeptuelles Wissen abstrahieren.

(3) Einem dritten Ansatz zufolge interagieren die
Wissensarten auf Grundlage bidirektionaler
Prozesse miteinander, so dass ein Zuwachs in
der einen Wissensart letztendlich auch zu einem
Zuwachs in der anderen Wissensart führen.

M M
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T

Ei ii le— Johnson und Siegler 1 geben ei neu täte
ra u röberb1i k über die empirische 1 orschung zu
diesem ( ebiet. In ihrer linleitung merken sie an,
dass 5 erglichen mit anderen psych ilogischen
lorsehungsleldern nur enig gesicherte empiri
s( he Befunde vorliegen 1 )iese ss u rden oi allem in
s erseh edenen 1 eildonDnen der \ lathemat ik ge—
ssonnen, so dass Rittle Johuson und Siegler ihren
ljberbhck auf diese lnhaltsbereiche beshränken.
1 )ie empirischen l3elunde selbst sind sehr heterogen.
1niwieklungspsvchologische Studien zeigen, dass

Wie konnen Schüler Wissen aufbauen, das heran
gezogen ss erden kann, wenn entschieden werden

muss, 01) die Zahl 0,25 größer oder kleiner ist als
die /ahl 0, /234? Müssen sie ein abstraktes Konzept
\01) Dezimalzahl haben, oder kann ein konzeptu
dIes Verständnis überhaupt erst aus einer vorhan

denen Handlungskom petenz in einer 1 )omäne er

wachsen? Rittle Johnson et al. (200 t ) postulieren
ihr iterotii‘es Modell, demzufolge cm Zuwachs in
ei ncr der beiden Wissensarten nachfolgend auch

zu eineii Zuwachs in der jess eil, anderen tührt.

Cm diese Annahme 7LI überprüfen, führten sie

fulgendes Experiment durch.

Stichprobe und Vorgehen. Fünft- und Sechst

klässler spielten allein am Computer das „Fang
das-Monster-Spiel: Ihnen wurde pro Aufgabe

ein Dezimalbruch zusammen mit einem Zah—

lenstrahl geieigt, und ihnen wurde gesagt, an
der Stelle des Zahlenstrahis, die mit dem Dezi

maibrueh he7eichnet ist, verstecke sich ein

Monster. Dieses sollten sie fangen, indem sie

mit der Maus auf die entsprechende Stelle kli

cken. \ach jedem Mausklick erschien das

Monster an der korrekten Stelle und gab so
eine Rückmeldung über die richtige Antwort.
Die Kinder sollten jeweils auch Erklärungen

über die Lage des Monsters generieren. Vor

und nach dem Spiel wurden das konzeptuelle
und das prozedurale Wissen der Schülererho—

ben. Das prozedurale Wissen wurde dabei

durch Routineaufgaben gemessen, die jeweils

si_h in einigen mathematischen Domänen tählen,
Multi 1 kation s on Brüchen, proport mnales 1 )en
ken ) Pi ozeduren vor Konzepten entss ickeln, \väh
rend in anderen (Addition einstelliger Zahlen,
\dd tion von BrliL heu Konzepte or Prozed uren
anttreten. lni Bereich des Re hnens mit ineh rstell i

gen Zahlen u aren die 1 rgehii isse uneinhei t In. Ii.
Rittle— loh nson und Siegler hohen hervor, (lass die
Relationen zxs ischen den beiden Wissensarten so

wohl innerhalb on Personen und Domänen als
auch zwischen ihnen stark zu variieren scheinen.

die Positionierung eines 1 )ezimalbruches aut
dem Zahlenstrahl erforderten. Das konzeptuel
le Wissen wurde erhoben, indem den Kindern
ihnen bis dahin unbekannte Transfiraufgaben
präsentiert wurden (—3 Tansfer). Beispielsweise

hatten sie einen Dezimalbruch aufzuschreiben,
der zwischen zwei vorgegebenen anderen lag.

Hinter dieser Testaufgabenauswahl steht die
Annahme, dass Kinder ihr prozedurales Wissen

benutzen, um ihnen bekannte Routineprohle

mc zu lösen, jedoch auf ihr konzeptuelles \Vis—

sen zurückgreifen müssen, ssenn sie neue 1 ö

sungswege für Transferprobleme entwickeln.

Ergebnis. Das Spiel führt zu einen) Anstieg

beider Wissensarten. Die Kinder besitzen an

fangs schon einiges konzeptuelles Wissen, je

doch kaum prozedurales. Das Ausmaß beider

Wissensarten ist sor und nach dem Spiel posi

tiv korreliert. Interessant ist, dass das konzep

tuelle Wissen im Prätest vorhersagt, wieviel

prozedurales Wissen die Kinder während des
Spiels erwerben. Dieser Zuwachs an prozeduri
1cm Wissen sagt wiederum vorher, wieviel kon

zeptuelles Wissen ein Kind durch das Spiel ge

wi 1] n t.

Kommentar. Rittle—Johnson et al. sehen in den
Resultaten eine Bestätigung ihrer Annahmen:
Konzeptuelles und prozedurales Wissen in
einem mathematischen 1 nhaltshereich scheinen
sich einander gegenseitig positiv 7U beeintlus
sen.

der sven igen stabilen Befunde ist die positive

1 apersonale Korrelation zwischen beiden \Vis
arten, die vermuten lässt, dass beide nicht un

iäiigig oneinander sind, svie die im folgenden
;en dargestellte Studie zeigt.

individuelle Voraussetzungen und
schulische Fördermöglichkeiten

elligenzquotient. Obivohl IQ mmd Mathematik
Ing hoch korrelieren, können Interschiede in
allgemeinen Intelligenz (—> Intelligenz und Bega

1 die Variation in der Mathematikleistung doch
teilweise erklären. So zeigen Ergebnisse der Mün

ncr LOGIK Studie, dass sich die spätere Mathe
kleistung bereits von der frühen Grundschule an

ecu nd des imiathematischen \‘orwissens besser
]ersagen lässt als aufgrund der allgemeinen Intel—
:mz. So war (lid Korrelation zwischen dem Lösen

ieptuell anspruchsvoller Mathematikaufgaben in
2. Klasse und der Mathematikleistung in Klasse
möher als die Korrelation zwischen der am glei
1 lag gemessenen Intelligenz und der Mathema
ist ung in klasse 11 (Stern, 2003a, b . Der Ma

mitiktest der 2. Klasse bestand aus Arithmetik
ibcn, die auf der Grundlage on konzeptuellem

sen leichter gelöst werden konnten, sowie aus
ematischen Textaufgaben zum quantitativen

deich, die sich erst auf der Grundlage eines
rikteren Zahlverständnisses lösen lassen (Stern,

Diese Ergebnisse sprechen dafür, dass die
)dlclgei) für die Entwicklung interindividueller

schiede im mathematischen Vcrständnis auch
\ormalhereich“ bereits früh gelegt werden.
-nlich-visuelles Vorstellungsvermögen. Welche
fischen kognitiven Voraussetzungen bringen
( heim mit, die gute Niathematildeistungen ici—
tnbestritten ist, dass spezifische Fähigkeits

mchiiede, insbesondere in räuml ich—‘, isuehlen
el ungsvermögen, (ICI) Erwerb mathematischer
petenzen hceinflussen. So ist die Vorstellung
/ahlen eng an den Raum gebunden. Die An
le, (ldsS größere Mengen mehr Raum emmineh—
als kleinere Mengen, dominiert ii) (1dm) erstem)
‘i das Zahlverständnis der Kinder und führt zu
heu Fehlern bei den Invarianzaufgaben, (lid

schon so im Piaget bes Ii neben sen rden. Das rä (II)) —

lieb isuelle Vorstellungsvermögen stellt somit eine
wmchtige Basisressource mathematischen 1 )enkens
dar (s. Gearv, 1996; Stern & I—lardv, 2004) So ist

rein mathematisch numerisches Operieren z.B.
d urch laktenabruf beim Rech neu oder durch das
1 )enken in formeln — erst hei einem hohen (,rad mmm
—> Ixpertise eine ettiziente 1 ösungsmnethiode. lmn
Wisscnserwerbsprozess dagegen sollte au. 1] auf
visuell räumliche biss, visuell graphische Repräsen

tationen anstelle der rem svn]bolischeum Bezug
genomillen werden. um abstrakte mal hemat isc 1w
Konzepte zu ermitteln.

Kultsirvergleichende Lnterrn. htstudien zeigen,

dass in den bezüglich der N lathematikleistung
erfolgreichen ostasiatischen Ländern schon früh
graphisch visuelle \7eranschaulichungen bei Text—
aufgaben genutzt is erden ( Fuson & Kwon, 1992;
\‘isuelles Lernen). Dies setzt sich bei linearen Funk
tionemi fort, svie folgende im iapanischen \Iathema—
tikunterricht häufig benutzte Aufgabe zeigt, die sehr
einfach zu lösen ist, wenn sie in emern Koordinaten
svsten] (siehe Abb. 1) visuell veranschaulicht wird:

‘or eineni Monat kaum die A lutter von Ichiro ins

Knnikeii/imus. Ichiro lmatte sieh eiitsclilossemi, zusanu—
nu‘n mit seuiem klein eren Bruder jeden XIormen in
eii ieoi na /iegelegei iemi Ten ipel f2i r die Ges um ‚idlieit der
Alutter zu beten uni1 dabei jedes Mal etn‘as Geld zu

spenden. Es gab achtzehn Zehn— Yen Münzen in feIn—
ros Geldbeiitel und zweiundzwanzig Fünf— Yen Müii
zen im Geldbentel mies kleiniemi Bruders. Jeder der bei—
Ici i Jungen na Im i in ich dein Gebet iii ici npel eine
\Iunze aus seineimi Gelilbeiitel und legte sie in demi
Opfr‘rkasien. Beide Jungen wollten so lange beten, bis
ihre Geldbentel leer waren. Eines Tages schauten sich
die Brüder, nachdem sie ihr Gebet beendet hatten,
gegenseitig in di re Gelmilieu m tc‘i u nil salie, u, dass die
(;eldniengi‘ nu Geldbeimtel des kleineremu Bruders gro—
[er war als ihie fiu GeIiil‘eutel ion fcluro. \ or nie

1 ue/ei 1 Tagei 1 (ici ne! 1 die beidei 1 mi igen au i gef ii ugei 1 z im

beten?
Auch Tabellen oder die bildliche Darstellung der

\ 1 ünzen u iid sukzessives Auskreuzen ausgegebener
N 1 ünzen köm]nem] zu ei mer 1 ösung fuhren. Welche
sIissserständnisse bei Schülermi auftreten, in deren
Interricht der ( raph einer linearen Funktion zwar
behandelt svurde, aber nicht als Denksverkzeug

M

Wie ergänzen sich konzeptuelles und prozedurales Wissen im Umgang mit Dezimaibruchen?
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genutzt wurde, zeigen Studien von Leinhardt, Zas
lavskv und Stein (1991). Bei Felbrich (2005) und
bei Koerber (2003) wird das Verständnis von Gra
phen aus kognitionspsychologischer Sicht analysiert,
und es werden Möglichkeiten aufgezeigt, wie bereits
in der Grundschule und der frühen Sekundarstufe
die Fundamente dafür gelegt werden können, dass
Graphen und andere Visualisierungen als Denk- und
Modellierungswerkzeuge in flexibler Weise genutzt
werden.
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und Klassenklima). Als Konsequen? daraus besitzen
die in der pädagogisch-psychologischen Forschung
erhobenen Datensätze häufig eine Mehrebenen
struktur, in der Schüler innerhalb von Klassen und
Klassen innerhalb von Schulen geschachtelt sind.
Zur adäquaten Analyse solcher hierarchischer
Datenstrukturen hat sich die Mehrebenenanalyse
(engl. „multilevel analysis“) durchgesetzt, insbeson
dere ist hier der Ansatz des hierarchisch-linearen
Modellierens (engl. „hierarchical linear modeling“
Hl M, vgl. Raudenbush & Brvk, 2002) zu nen
nen).
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