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8. Übung zur Einführung in die Funktionentheorie

Abgabe: bis Montag, 18.6.18, 12 Uhr in Kasten E 11.
Versehen Sie bitte Ihre Lösungen mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnummer!

Aufgabe 22. (6 Punkte)
Für r > 0 sei wie üblich Ur (0) := {z ∈ C: |z|< r} und Br (0) := Ur (0). Es seien f : Br (0) → C
stetig und holomorph in Ur (0) sowie γ: [0, 2π]→ ∂ Br (0) definiert durch t 7→ rei t . Beweisen Sie:

f (z) =
1

2πi

ˆ

γ

f (ζ)
ζ− z

dζ (z ∈ Ur (0)) .

(Hinweis: Es seien z ∈ Ur (0) und |z|< R≤ r. Betrachten Sie

gR : [0,2π]→ C, t 7→
f
�

Rei t
�

Rei t − z
ei t ,

und zeigen Sie zunächst, dass

sup
t∈[0,2π]

|gR (t)− gr (t)| → 0 (R→ r)

gilt.)

Aufgabe 23. (3+3+3 Punkte)
Es seien U ⊂ C offen, r > 0 mit Br (0) ⊂ U , f : U → C holomorph und γ: [0,2π]→ U , t 7→ rei t .

1. Zeigen Sie, dass
f (a)− f (b)

a− b
=

1
2πi

ˆ

γ

f (ζ)
(ζ− a) (ζ− b)

dζ

für alle a, b ∈ Ur (0) mit a 6= b gilt.

2. Es seien nun U = C und r = 1 sowie |a| /∈ {0,1}. Berechnen Sie

1
2πi

ˆ

γ

dζ
(ζ− a) (ζ− 1/a)

.

3. Es mögen die Voraussetzungen von 2. gelten. Berechnen Sie (mithilfe von 2.)

1
2π

2πˆ

0

d t
1− 2a cos (t) + a2

.

Aufgabe 24. (2+3+3 Punkte)
Berechnen Sie folgende Integrale:

(i)
ˆ

|z|=e

sin (z)
z

dz, (ii)
ˆ

|z−i|=1

ez

1+ z2
dz, (iii)

ˆ

|z−3|=2

� z
z − e

�n
dz (n ∈ N) .


