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Aufgabe 24: (Schwarzsches Lemma)

Es sei f holomorph in U1(0) mit f(0) = 0 sowie |f(z)| < 1 für alle z ∈ U1(0).

Zeigen Sie:

i) Es gilt |f ′(0)| ≤ 1 und |f(z)| ≤ |z| für alle z ∈ U1(0).

ii) Gilt weiter |f(z0)| = |z0| für ein z0 ∈ U1(0)\{0} oder |f ′(0)| = 1, so ist f(z) = λz

für ein λ ∈ C mit |λ| = 1.

Hinweis: Betrachten Sie g : U1(0)→ C, g(z) =

f(z)/z, falls z ∈ U1(0) \ {0}

f ′(0), falls z = 0
.

Aufgabe 25:

Die Potenzreihe f(z) =
∑∞

ν=0 aνz
ν habe Konvergenzradius R > 0. Definiere

M : [0, R)→ [0,∞), M(r) = max
|z|=r
|f(z)|.

Nach einem Korollar zur Cauchyschen Integralformel gilt

aνr
ν =

1

2π

2π∫
0

f(reit)e−iνtdt (0 < r < R, ν ∈ N0).

Zeigen Sie:

i) M ist monoton wachsend. Weiter ist M genau dann streng monoton wachsend,

wenn f nicht konstant ist.

ii) (Gutzmersche Formel): Für 0 < r < R gilt

∞∑
ν=0

|aν |2r2ν =
1

2π

2π∫
0

|f(reit)|2dt ≤M(r)2

Hinweis: Es gilt |f(reit)| = f(reit)f(reit) =
∑∞

ν=0 aνr
νe−iνtf(reit).

iii) Für alle 0 < r < R, ν ∈ N0 gilt |aν | ≤ M(r)
rν .

iv) Gibt es ein r ∈ (0, R) und ein m ∈ N0 so, dass |am|rm = M(r), so gilt f(z) =

amz
m.

v) Existiert ein M ∈ R mit M(r) ≤ M für alle 0 ≤ r < R, so konvergiert∑∞
ν=0 |aν |2R2ν .

vi) Gilt in v) auch die Umkehrung? (Beweis oder Gegenbeispiel)


