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FPTAS

an den bislang vorgestellten Approximationsschemata:
Die Laufzeit hangt exponentiell von der angestrebten Gute der Approximation
ab!
Wir stellen jetzt einen ,schoneren® PTAS-Begriff vor.

Definition Es sei P € NPO. Ein Algorithmus A heif3t volles Polynomzeit-Appro-
ximations-Schema (engl. fully PTAS, kurz FPTAS), falls A flr jedes Paar von
Eingaben (x, 1), x eine Instanz von P und r > 1, eine r-approximative Lésung
zurlck liefert in einer Zeit, die polynomiell in |x| und in ﬂﬁ ist.

Die zugehorige Problemklasse nennen wir FPTAS.



Rucksack und FPTAS

Weiter oben haben wir bereits ein (einfaches) Beispiel fir ein Problem aus FPTAS
kennen gelernt, namlich das Rucksackproblem.

Tatsachlich gibt es nur verhaltnismafig wenige (naturliche) Probleme in FPTAS;
die meisten von ihnen sind Verwandte des Rucksackproblems.

Der Grund scheint darin zu liegen, dass man von einer ganzen Reihe von NPO-
Problemen leicht nachweisen kann, dass sie nicht zu FPTAS gehdbren.



Polynomielle Beschranktheit und FPTAS

Ein Optimierungsproblem hei3t polynomiell beschrankt, wenn es ein Polynom p
gibt derart, dass (fir jede Instanz x € I und jede zulassige Lésungy € Sp(x))

m(x,y) < p(lx]) gilt.

Satz: Gilt P # NP, so gehort kein NP-hartes polynomiell beschranktes Optimie-
rungsproblem zu FPTAS.



Beweis: Angenommen, es gibt ein FPTAS A flr das Maximierungsproblem P, dessen Laufzeit
durch q(lxl,ﬁ) flr ein Polynom g beschrankt ist (fir jede Instanz x und jedes r > 1). Da P

polynomiell beschrankt ist, gibt es ein Polynom p mit m*(x) < p(|x|)[*] fir jede Instanz x. Wir
zeigen: firr =1+ m liefert A(x, r) eine optimale Lésung flr x (in Polynomzeit q(|x|, p(|x|)):

Da m(x, A(x, r)) r-Approximation ist, gilt:

o) L omix) WL
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Da m(x, A(x,r)), m*(x) € N und m*(x) groBtmoglich, folgt

m(x, A(x, 7)) > m*(x)

m*(x) = m(x, A(x,1)).

Aus der NP-Harte von P folgt nun die Behauptung. O



NP-Harte und Pseudo-Polynomialitat

Eine gewisse Sonderrolle spielen Optimierungsprobleme, deren Schwierigkeit
von der gewahlten Codierung der (ganzen) Zahlen (unar oder binar) abhangt.
Ist x eine Instanz eines NPO-Problems, so bezeichne max(x) den Betrag der
betragsmafig groBten vorkommenden Zahl.

Definition: Ein NPO-Problem P heil3t pseudo-polynomiell, wenn es eine Algo-
rithmus A zu Lésung von P gibt, der, flr jede Instanz x, mit einer Laufzeit arbei-
tet, die durch ein Polynom in |x| und max(x) beschrankt ist.



Beispiel: Das Rucksackproblem ist pseudo-polynomiell, wie oben vermerkt.
Fdr eine Instanz x = (X = {x¢,...,xn}{P1,--.,Pn){ay,...,an}, b)

wirde max(x) = max(p1,...,Pn, a1,..., an, b) sein.

FUr die Laufzeit des friher betrachteten Algorithmus ist zu beachten:

O (nipi> CcoO (nzpmax) CcO (\x\z max(x)) .

i=1



Satz: Es sei P € FPTAS fuar P. Gibt es ein Polynom p, sodass fur alle Instanzen
x € Lp qilt:

m*(x) < p(|x], max(x)),

so ist P pseudo-polynomiell.

Beweis: Es sei A4 ein FPTAS flir P. Betrachte

, B ]
Al =4 ("’1 U, max()) & 1) ‘

Aufgrund der Ganzzahligkeit der Lésungen liefert A’(x) ein Optimum. Ist die Laufzeit von A(x, 1)
durch q (le,ﬁ) beschrankt, so ist die Laufzeit von A(x) durch q(|x|, p(|x|, max(x)) + 1) be-
schrankt, d.h. P ist pseudo-polynomiell. O
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Definition: Es sei P ein NPO-Problem und p ein Polynom. P™a%P bezeichne
die Einschrankung von P auf Instanzen x mit max(x) < p(|x|). P heil3t stark
NP-hart, wenn es ein Polynom p gibt, sodass P™#%P NP-hart ist.

Satz: Ist P # NP, so ist kein stark NP-hartes Problem pseudo-polynomiell.

Beweis: Angenommen, P ist ein stark NP-hartes Problem, das auch pseudo-polynomiell ist.
Dann gibt es einen Algorithmus A, der P in der Zeit q(|x|, max(x)) I6st flr ein geeignetes Po-
lynom q und jede Instanz x € Ip. Fir jedes Polynom p kann P™#P daher in Zeit q(|x|, p(|x|))
gelost werden. Da P stark NP-hart ist, musste flr ein p jedoch P™#*P NP-hart sein, woraus
P = NP folgt. O.
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Folgerung: Ist P ein stark NP-hartes NPO-Problem und gibt es ein Polynom p,
sodass m*(x) < p(|x|, max(x)) fur jede Instanz x € 1p, so gilt P ¢ FPTAS, wenn
nicht P = NP. O

Die Satze aus diesem Abschnitt gestatten es, flr ein Problem zu schlief3en, dass
es (unter gewissen komplexitatstheoretischen Annahmen) kein FPTAS besitzt.
Dazu dient auch der folgende Zusammenhang, fir dessen genaueres Verstand-
nis wir auf die Vorlesung Uber parametrisierte Algorithmen verweisen.

Mitteilung: Besitzt das einem Optimierungsproblem PP entsprechende parame-
trisierte Entscheidungsproblem (unter gewissen komplexitatstheoretischen An-
nahmen) keinen Festparameteralgorithmus, so liegt P nicht in FPTAS.
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Zwischen APX und NPO

Wie oben gesehen, gibt es Probleme (wie das Handelsreisendenproblem), die
sich (vorbehaltlich P #£ NP) nicht bis auf einen konstanten Faktor mit einem Po-
lynomzeitalgorithmus angenahert I6sen lassen.

In solchen Fallen stellt sich die Frage, ob es denn wenigstens moglich ist, Lei-
stungsgarantien flr Approximationsalgorithmen zu finde, die von der Lange der
Instanz abhangen.

Jetzt lernen wir Beispiele flr solche Naherungsalgorithmen kennen.

Betrachten wir zunachst eine weitere Verallgemeinerung des Knotenuberdeckungs-
problems:
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Das Mengenuberdeckungsproblem (Set Cover, SC)

[: Eine Kollektion C von Teilmengen einer endlichen Grundmenge S.

S: Eine Mengenlberdeckung C’ C C fir S, d.h. eine Teilkollektion,
sodass jedes Element der Grundmenge S zu wenigstens einem Element
der Teilkollektion gehort.

m: |C/|

opt :min
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Zusammenhang mit Knotenuberdeckung

Das KnotenUberdeckungsproblem ist insofern ein Mengeniberdeckungsproblem,
als dass dort die Grundmengenelemente ,Kanten® heil3en und ein Element der
Kollektion einem ,Knoten“ entspricht, genauer der Menge von Kanten, die mit
namlichen Knoten inzidieren.

~» Der folgende Greedy-Algorithmus flr das MengenUberdeckungsproblem ei-
ne unmittelbare Verallgemeinerung eines Greedy-Algorithmus des Knotenlber-
deckungsproblems, denn die Auswahl eines Elementes der Kollektion mit grof3-
ter Machtigkeit entspricht gerade der Wahl eines Knotens von grof3tem Grad.

In ahnlicher Weise lasst sich auch das Hitting-Set-Problem als Mengenulber-
deckungsproblem auffassen (und umgekehrt).
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GreedySC (S, C)

0. Teste, ob | .. ¢ = S qilt.

1.U:=8S

2. Fir jede Menge c; € C setze ¢! := c¢y;

3.C':=0;

4. Solange U # () tue:
4a. Wahle unter den c; eine Menge c; grofter Machtigkeit
40.C":=C'u{cl};
4c. U:=U\cj;
4d. Fur jede Menge c| setze ¢/ :=¢{ —¢/.

5. Liefere C’ zurlck.
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Satz: Ist n = [S|, so ist GreedySC ein (|Inn| + 1)-approximativer Polynomzeit-
algorithmus fir das Mengentberdeckungsproblem.

Beweis: Starten wir zunachst mit einem kleinen mathematischen Exkurs:
H(r) := Y [_, 1 bezeichnet die r-te harmonische Zahl.

Bekannt: (H(r)) = ©O(log(r)). Noch genauer gilt:
[InT| < H(r) < |Inr]| +1

Um die Aussage des Satzes zu beweisen, werden wir zeigen:

> Hilcil) > |C] (%)

c,eCx
Dabei ist C* irgendeine optimale Uberdeckung und C’ eine GreedySC gelieferte Lésung. Wegen
Ici| < n folgt aus (x):

C'1< Y H{le) < ) H(n) <[CH(M) < CY([Inn|+1),
c,eC* c;eCr
was die Satzbehauptung liefert. (Die Polynomzeitbehauptung ist trivial.)
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Um (x) nachweisen zu kénnen, fliihren wir noch einige Bezeichnungen ein:
ig
Istx = | S,{ci,...,cm) | eine SC-Instanz, so sei ai,. .., a,c/ die Folge der Indizes derjenigen

Teilmengen aus der Kollektion, die zu C’ C C gehdren, d.h.
C/ — {C(h, « o Ca‘c/‘} .

Firjedesj e {1,...,|C']},ie{1,..., m}sei c{ der ,Uberlebende” Teil von c;, bevor die Teilmen-
ge cq, gewahlt worden ist durch GreedySC.
Damitist ¢! = ¢; (furallei € {1,...,m}).

AuBerdem vereinbaren wir: c'ic/‘“ = ( far allei € {1,..., m}. Die Menge der Elemente von c;,

die das erste Mal durch c, Uberdeckt werden, ist

. . o
cinNcy =ciNcy =c\c . [+]

1; sei der groBte Index, fir den cj # 0 gilt, d.h. ™' = @, m.a.W., nachdem ¢4, zur Uberdeckungs-
Kollektion hinzugeflugt wurde, sind alle Elemente von c¢; abgedecki.



Behauptung 1:

SN YA
V1 “e . i
el ompbH (e > )
j=1 Ca
Behauptung 2: vC” C C, C” ist MengenUberdeckung
Cl leind,
I il T
cecr =1 |ch

Aus beiden Behauptungen folgt sofort (x), denn Behauptung 2 gilt insbesondere fiir C” = C*,
also ist

' j
1 leiN ey,

IC' < Z Zf < Z H (lcil).

CiGC* ):] CCI)' CiGC*

Beide Behauptungen ergeben sich nun nach einigen leichten algebraischen Manipulationen.



Zu Behauptung 1: Es seii € {1,..., m}. Da GreedySC fiir jedes 1 < j < |C’| stets eine grofte
uberlebende Menge wahlt, gilt

j
in unserer Notation.
Also ist:
/ j bl j+1 nol L j+1 . j
ARG, 1212 =17y —
i=1 C]aj =1 C]aj j=1 CJi =1 K=[c]""|+1 |Ci‘

=
—
<
o
1
o
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~
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|
I\/]H
| =
I
I\/lt_
N\
T
N\

TEIBSKOP 4y (Jel]) = H (Jeh]) °2 H(Jei)

Die Ungleichung [t] ist trivial, denn sie bedeutet:

vk =1,..., 1| = "] 1cd > k+ [,



Zu Behauptung 2:

C|

}cl s 1 .
_ . )
2 2 T < 72 lency
c;eC” j=I CaJ j=1 |Ca;| c;eC”
C” Uberdeckung! C 1 .
= — - lel[=1C’
j=1 |Ca
Beim letzten > ist £ mdglich, falls gewisse Elemente mehrfach abgedeckt werden. O

Zwei Bemerkungen

— Die in obigem Satz angegebene Abschatzung der Leistungsgite von GreedySC ist nicht
verbesserbar. Es gibt eine Folge von Instanzen, fir die die Schranke auch erreicht wird.

— GreedySC ist optimal in dem Sinne, dass es (unter einigen ,wahrscheinlich® komplexitats-
theoretischen Annahmen) fiir kein € > 0 einen ,,(In —e)-Approximationsalgorithmus* flir SC gibt.



Graphenfarben

GreddyGC (G=(V,E))
1. 1=0U:=V
2. Solange U # 0 tue:
2a.1:=1+ 1;
2b. I := GreedylndependentSet(G(U));

2c. Farbe Knoten aus I mit ,,Farbe“ 1i;
2d. U:=U\I

3. Liefere so erhaltene Farbung f : V — N zurick.
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Lemma: Ist G = (V, E) k-farbbar, so benétigt GreedyGC hdchstens 10;'% viele

Farben zum Farben von G.

Beweis: Es sei H = G(U) irgendein im Schritt 2b. verarbeiteter Teilgraph von G. Da G k-farbbar
ist, ist auch H k-farbbar. (wird fortgesetzt)
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Hilfssatz: Wird ein Graph H GreedylndependentSet als Eingabe gegeben, so
wird eine unabhangige Menge I C U geliefert, die wenigstens [logy (|U])] viele
Knoten enthalt.

Beweis: Da H k-farbbar, enthalt H eine unabhangige Menge I mit wenigstens |U| /k Knoten.
Jeder Knoten dieser Menge hat einen Maximalgrad (|U| — |U| /k) (denn sonst gabe es Verbin-
dungen zwischen Knoten I). Damit ist trivialerweise der Minimalgrad in H maximal ([U| — |U| /k) .
Da als erster Knoten vy (fir I) von GreedylndependentSet einer minimalen Grades gewahlt wird
und er samt seinen hochstens (|U| — |U| /k) vielen Nachbarn entfernt wird, wird der nachste
Knoten v, in H (U \ N[v;]) gesucht mit

[UN Nl > U= (Ul /k+1) = U] /k = 1.

Da H (U \ N[v]) k-farbbar, lasst sich das Argument wiederholen.

Abgebrochen wird diese Suche, wenn U erschopft ist.

Dazu sind mindestens [log, (|U])] viele Schritte nétig, und soviele Knoten werden auch wenig-
stens zu I hinzugenommen. O
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Forsetzung des Beweises des Lemmas:

Hilfsatz ~» wenigstens [log, (|U]|)] viele Knoten mit Farbe i gefarbt.
Wie grof3 ist U vor dem Durchlaufen der Schritte 2a.-2d.?

Fall 1: Solange [U| > |V|/log, (|V]), gilt wegen [V|/log, (|V]) > /IV]:

[logy [U[] > logy [U] > log (IV]/log, (IV])) > log, /IV| = _logk (IV1])

Da U bei jedem Durchlauf der Schleife ,2“ um wenigstens %logk (]V]) abnimmt, kommt
der Fall 1 hochstens 2|V|/log, (|V|) oft zur Anwendung, und dabei werden hdchstens
21V| /log, (|V]) viele Farben benutzt.

Fall 2: Sobald [U| < |V]|/log,(|V]), reichen trivialer Weise |V|/log, (|V|) viele Farben aus.

Fall 1 und Fall 2 zusammen liefern die Behauptung. O
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Satz: Ist n = |V|, so ist GreedyGC ein O(n/log(n))-approximativer Algorithmus
firs Graphenfarben.

Beweis: Nach dem Lemma benétiget GreedyGC hdchstens 3n/log, (n) viele Farben mit k =
m*(G). Also ist
m(G, GreedyGC(G)) < 3nlog(m*(G)/log(n) 3n
m*(G) B m*(G) log(n)
O

Bem.: Der soeben dargestellte O(n/logn)-approximative Algorithmus ist nicht

2
(k(’lg loi ;13) )-approximativer Algorithmus gefun-
og

den. Auf der anderen Seite ist bekannt, dass es —sofern nicht P = NP— keinen
n1/7—€-approximativen Algorithmus geben kann fur jedes € > 0. Insbesondere
durfte das Graphenfarbeproblem nicht in APX liegen.

bestmbglich. So wurde ein O (n
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