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Ein PTAS fur
Maximum Independent Set auf planaren Graphen



AuBerplanaritat

Es sei eine planare Einbettung (also eine ,Zeichnung® in der Ebene) eines pla-
naren Graphen G gegeben. Die Schicht eines Knotens von G ist induktiv wie
folgt bestimmit:

1. Alle Knoten, die an die auf3ere Flache grenzen, gehoren zur Schicht 1.

2. Fur jedes i > 1 seien die Knoten der Schicht 1,...,1 — 1 bekannt; wir ent-
fernen diese (in Gedanken) aus dem eingebetteten Graphen. Alle Knoten,
die nun an die auBBere Flache grenzen, gehodren zur Schicht 1.

Die Anzahl der Schichten eine eingebetteten Graphen heil3t auch seine Aul3er-
planaritat.



Ein Beispiel




B. S. Baker konnte zeigen:

Mitteilung Ist K die AuBerplanaritat eines eingebetteten Graphen G mit n Kno-
ten, so kann eine groBtmdgliche unabhangige Menge fir G in Zeit O(8X - n)
bestimmt werden.

Dieses Resultat verwendete sie, um ein PTAS fur MIS (auf planaren Graphen)
anzugeben, welches wir jetzt vorstellen.

Satz: MIS (auf planaren Graphen) € PTAS.



MIS-PTAS (G = (V,E), )

1.

2.

Setze K:=[1/(r—1)].
Bestimme eine planare Einbettung von G.

Berechne die Knotenschichten.
(Sei V; die Menge der Knoten auf Schicht 1.)

Firi =0 bis K tue
4a. Sei V; die Vereinigung aller V; mitj =1 mod K + 1

4b. G; = G(V\ V,)
(G; hat AuBerplanaritat K)

4c. Berechne grof3tmogliche unabhangige Mengen I; von G;.

. Seiliw(m =0,...,K) derart, dass |I,,| = max{|I;| | 0 <1 < K}

Liefere I,,, zurGck.



Beweis: r > 1: die angestrebte Approximationsgtte

Setze K := L%J .

Sei ein eingebetteter Graph G gegeben.
Wahle V;, V;, G; wie im Programm.
Nach Konstruktion (jede K 4 1 Schicht ist entfernt worden!) ist jedes G; K-auB3erplanar.
Eine groBtmadgliche unabhingige Menge I; von G; kann in Zeit O(8X - n) gefunden werden.
Es sei I, eine Menge groBtmaoglicher Machtigkeit unter den I, .. ., Ik.

Bezeichne nun I* eine gro3tmogliche unabhangige Menge von G.

Es gibtdanneinr, 0 <r <K, mit |V, N T*| < |I* /(K4 1).
Da I eine grof3tmogliche unabhangige Menge auf G, ist,

git: Also ist
- K *
‘Ir| Z |V\Vr_ﬂ I*| |Im| Z |Ir| Z K——|—1‘I ‘
= [I"\ (VT\ITI I*)| Daraus folgt:
: |I|_K+1 R(G,Im)ZI*SKHSr
K .. Im K
= ket



Das Kreisscheibenuberdeckungsproblem (Disc Cover)

(D. S. Hochbaum und W. Maas fiir Uberdeckungs- und Packungsprobleme in so genannten geo-
metrischen Graphen).

{(x,y) | T<i<n} CR?(, D)
{D={Dy,...,Dx}IU 1 Di 2 1}

D; Kreisscheibe vom Durchmesser D.
m: K=|D|

opt : min.

L =
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Vereinbarungen:

Annahme: Die Punkte aus I liegen alle in einem Rechteck R C RZ.

Es sei | der so genannte Verschiebeparameter (s.u.)

In einer ersten Phase unterteilen wir R in vertikale Streifen der Breite D; jeder
Streifen sei links offen und rechts abgeschlossen.

Makrostreifen der Breite 1 - D: Gruppen von 1 aufeinander folgenden Streifen
(evitl. schmalere ,Randstreifen®).

Offenbar lasst sich R in 1 verschiedene Weisen in Makrostreifen unterteilen:
My, ..., M seien die entspr. Makrostreifenmengen.

Es sei A ein Algorithmus, der eine zulassige Losung fur Streifen der Maximal-
breite 1 - D berechnet.

Fur eine Makrostreifenmenge M; sei .A(M,;) der Algorithmus, der A auf jeden
Makrostreifen aus M; anwendet und die Vereinigung der so erhaltenen Kreis-
scheibenmengen als Losung liefert; diese ist sicherlich zulassig.
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Der Verschiebealgorithmus S 4 liefert nun eine solche Losung, die minimal un-

ter den Lésungen von A(My),..., A(M,) ist.
T 4 UNd TS, seien die Leistungsguten (performance ratios) von .A und S 4. Dann

gilt:
Das Verschiebelemma:

1
rSAgrA<1—|—I>.
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Beweis: Per Definition ist

My = ) ma(]) <ra- ) m*()).

JeM; JeM;

Dabei m 4(]) bzw. m*(J) der von Algorithmus A bzw. einem optimalen Algorithmus gelieferte
Wert, angewendet auf die durch den Makrostreifen ] gegebene Subinstanz.

Es sei S* eine optimale Losung des Ausgangsproblems vom Wert m*.

Es sei S*[i] C S* diejenige Menge von Kreisscheiben, die Punkte von I aus zwei angrenzenden
Makrostreifen von M; abdeckt.

Offenbar gilt:

Vi,j: S*AINS*GI #0 — 1= [+]
Da m*(J) der optimale Wert fiir Streifen ] ist, gilt:
m*(J]) <D € S*[DN7J# 0}

~ Y m(]) < > HDeS |IDNJ#0)

JEM; JEM;
= [ST[+[S*H],
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denn (nur) die Scheiben aus S*[i] sind doppelt zu zahlen. Da das Minimum durch das arithmeti-
sche Mittel majorisiert wird, gilt schlief3lich:

Mms, = min Mypm,) < _ZmA(Mi)

A

| —
M
N
=M
3*

VAN
‘-ﬁ
IS
[%)
_*
+
w
*

VAN
s
-
4
H



Satz: Das KreisscheibenlUberdeckungsproblem liegt in PTAS.

Beweis: Durch zweimaliges (geschachteltes) Anwenden des Verschiebelemmas, wobei einmal
das Ausgangsrechteck in vertikale und das andere Mal in horizontale Streifen unterteilt wird,
erhalten wir einen Algorithmus B mit
1\ 2
TR < TQ (1 + I) .

o sei dabei die Leistungsgute eines Algorithmus flr eine quadratische Flache der gro3tmaogli-
chen Seitenlange 1 - D.
Wir zeigen nun: ro = 1 fir einen Algorithmus, der (lediglich) exponentiell in 1 ist.

Damit ist die Behauptung gezeigt, denn fur vorliegende Leistungsgute r braucht nur ein 1 mit
(1+ %)2 < 1 bestimmt zu werden.
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Betrachte nun ein Quadrat der gréf3tmdglichen Seitenlange 1 - D, das mit Kreisscheiben vom
Durchmesser D abzudecken ist.

Klar ist, dass man hdchstens O(1%) viele Scheiben bendtigt, um das vorliegende Quadrat liicken-
los abzudecken. [+]

Es sei im Weiteren 11 die Anzahl der (ursprtinglich) vorgegebenen n Punkte, die im betrachteten
Quadrat liegen. )

Es sei x einer dieser Punkte. Wird x (in einer opt. Uberdeckung) von einer Scheibe abgedeckt,
die keinen anderen Punkt abdeckt, so ist die exakte Position dieser Scheibe gleichgultig.
Andernfalls gibt es noch andere Punkte, die von derselben Kreisscheibe abgedeckt werden. O.E.
kénnen wir annehmen, zwei dieser Punkte liegen auf dem Rand der Scheibe.

Da durch jene zwei Punkte nur zwei verschiedene Kreise gezogen werden kbnnen, die diese

Punkte auf dem Rand liegen haben, gibt es insgesamt héchstens 2 - ( 721 ) = O(i?) viele

Kreisscheibenpositionen zu bertcksichtigen.
Wegen [+] sind an diesen Positionen (héchstens) O(1?) viele auszuwéhlen, so dass insgesamt

maximal O(fi?V) viele Kreisscheibenanordnungen durchzutesten sind fiir ein Polynom p. O
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Zum Zusammenhang mit der Konstruktion von Baker

Ist D eine Menge von Kreisscheiben, so ist D in natlrlicher Weise der folgende
Graph zugeordnet. Gp = (D, Ep) mit {D1, D5} € E gdw. D7 N D, # 0.

Diese geometrischen Graphen genannt) sind ein naheliegendes Modell fir viele
reale Probleme.

Mitteilung (Satz von Koebe):

Ein geometrischer Graph Gp = (D, Ep) ist planar, wenn V{D{,D»} € Ep :
|D] M Dz‘ = 1.

Jeder planare Graph lasst sich umgekehrt als geometrischer Graph darstellen,
dessen Kreisscheiben sich paarweise in einem Punkt treffen (also sich nur be-
rihren).

Speziell kimmern wir uns nun um Einheitskreisgraphen, das sind geometrische
Graphen mit Kreisscheiben vom Radius 1.
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Satz: MIS —eingeschrankt auf Einheitskreisgraphen— liegt in PTAS.

Beweis: (Skizze) Wie in vorigem Satz unterteilt man ein die tangierten Punkte der Ebene ein-
schlieBendes Rechteck nacheinander in vertikale und horizontale Streifen der Breite k. Es ist
leicht einzusehen, dass eine unabhangige Menge von Einheitskreisscheiben in einem Quadrat
der Seitenléange k hochstens O(k?) viele Elemente hat. Dies ermdglicht wiederum, MIS flir Qua-
drate der Seitenlange k optimal in einer Zeit O(nP°'})) zu I6sen, wobei n die Zahl der gegebenen
Kreisscheiben und pol ein Polynom ist.

Indem wir jetzt (fir jeden vertikalen Streifen) alle Graphen G; betrachten, deren Streifen-Zentren

in einem der Quadrate Qq,...,Qq (der Seitenlange jeweils < k) liegen fur ein Q; mit j # 1
mod (n + 1), so kdnnen wir eine %-Néherung an ein MIS fir solch einen Streifen erhalten. O
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APX versus PTAS

Ist die triviale Inklusion PTAS C APX echt?

Satz: Gilt P # NP, so PTAS C APX.

Beweis: Wir zeigen, dass —voraussgesetzt P # NP— kein r-approximativer flr das vorher als
zu APX gehdrig gezeigte Bin-Packing-Problem existiert fir r < 3/2 — € fur jedes € > 0.

Betrachte dazu folgende NP-vollstandige Entscheidungsproblemvariante flr das soeben behan-
delte Problem PARTITION.

Ggb: Gegenstande X = {x1, ..., xn} mit Gewichten a; € N
Gefragt: Gibt es eine Bipartition (Y7, Y2) von X mit

Za)-:Zaj ?

X €Y1 X EYz
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Wir zeigen, wie man PARTITION in Polynomzeit I6sen kénnte, wenn es flr Bin-Packing eine
r-Approximation mit r < 3/2 — € gabe.

Sei also (X, a) eine Instanz von Partition B := ) __, a(x).

x€X
Wir definieren nun die ,zugehorige® Instanz von Bin-Packing:

Jedem Gegenstand x; € X mit Gewicht a; ordnen wir einen Gegenstand x/ der GroBe a/ = £
zu. Dabei kdnnen wir a; < B/2 voraussetzen, da wir sonst trivialerweise eine unlésbare Instanz
von PARTITION vorzuliegen hatten.

~» Instanz (X, a’) von Bin-Packing. Ist nun (X, a) eine positive Instanz von PARTITION, so ist
m*(X, a’) = 2 fir das zugehérige Bin-Packing-Problem. Ist aber (X, a) eine negative Instanz
von PARTITION, so wird in jedem Fall ein dritter Behélter fir (X, a’) benbtigt. Daraus ergibt sich

die Behauptung, denn die angegebene Reduktion ist Polynomzeit berechenbar. O



