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Naherungsalgorithmen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches

e EinfUhrung / Motivation

e Grundtechniken fur Naherungsalgorithmen

e Approximationsklassen (Approximationstheorie)
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Grundtechniken

e Greedy-Verfahren

e Partitionsheuristik

e Lokale Suche

e Lineares Programmieren

e Dynamisches Programmieren
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(Greedy-)Heuristik fur Partitionsprobleme aligemein

1. Sortiere L (gemaf eines problemspezifischen Kriteriums)
Sei (x1,...,%xn) die sortierte Liste.

2. P:={{x1}};

3. FOr1i =2 bis n tue
Falls x; zu einer Menge p aus P hinzugeflgt werden kann
(gemaf einem problemabhangigen Kriterium),
so flge x; zu p hinzu
sonst P := P U {{x;}}.

4. Liefere P zurlck.
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Scheduling auf identischen Maschinen (MSIM)

[: MengevonTasks T ={tq,...,tn}, Anzahl p der identischen Maschinen,
L= (ly,...,n); Dauver l; der Ausflhrung von Task t; € T
(Tasks sind nicht unterbrechbar!)

S: {{:T—={1,...,p}}

(oder: Partition P ={my,...,mp},UL_;my=T)

m: Gesamtausfuhrungszeit von T:

m(f) = maX{theT,f(tj):i lj |1 <i<p}

opt : min.

Bem.: Historischer Ausgangspunkt fir Naherungsalgorithmen: Graham 1969,
vgl. das 1. und 2. Kapitel im Buch von Hochbaum!
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Motivation: Ehedem Betrieb in Rechenzentren
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Motivation: Heute vielleicht Genomsequenzie
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List-Scheduling:

Heuristische Idee: Gib den nachsten Task an die Maschine, die mit ihrer bishe-
rigen Arbeit am schnellsten fertig ist.

Satz 1: Ist x = (T,p, 1) eine Instanz von MSIM, so findet LS eine Naherungs-
I6sung vom Wert m ¢(x) (unabhangig von der Ordnung von T), welche

mis(x)/m*(x) < (2 — }D)

erfallt.
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Beweis: T ={ty,...,tn}. Setze W := > |'_; L. Klar: m*(x) > W/p.
Wir nehmen an, LS habe bereits j Tasks zugewiesen. Bezeichne jetzt A;(j) die Zeit, die notwen-
dig ist, um die davor der Maschine i zugewiesenen Tasks zu beenden, d.h.

Aij)= ) L fiirdas von LS konstruierte Schedule f.

1<k<i, f(ty)=i

Sei h eine Maschine mit Ap(n + 1) = mys(x) und sei j der Index des Tasks, der als letztes h
zugewiesen wurde. t; wurde von LS einer Maschine mit minimaler Auslastung zugewiesen, d.h.

VI<i<p:Ain+1)>Ai() > An(j) = Ann+1) — 1.

P
~W = Y An+1)>(p—1)(Ann+1) = 1) + Ap(n+1)
i=1

= p-(Ah(TL—F])—lj)—Flj.

wmis(x) = Adnt) <X UL
P p
~ms(x) < mi(x)+ 2 ; 1m*(x) = (2 _ ]lj) m(x),  dennm*(x) > max{W/p, L}
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Die in Satz 1 angegebene Schranke ist scharf:

Beispiel: Ggb: p (Maschinenanzahl).

Betrachte die Instanz von MSIM mit p2 — p Tasks der Lange 1 und einem Task
der Lange p.

Optimal ware es, die p(p — 1) kurzen Tasks auf p — 1 Maschinen zu verteilen
und den grof3en Task auf die verbleibende.

Der optimale Wert ware also gleich p, denn ein Gesamtarbeitsvolumen von p?
benotigt auf p Maschinen wenigstens p Schritte.

Wenn der gro3e Task jedoch der Letzte der Liste ist, werden zunachst die p(p —
1) kleinen Tasks gleichmaf3ig auf die p Maschinen verteilt, und dann bekommt
irgendeine der Maschinen noch weitere p Schritte Arbeit, namlich durch den
groBen Task. Daher liefert List Scheduling dann eine Losung vom Wert 2p — 1.

Hinweis: online-Algorithmen
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Neue Heuristische Idee: LPT (Largest Processing Task)

Sortiere eingangs die Tasks in absteigender Folge gemalf3 ihrer Laufzeit, d.h. es
gitdann:1; > 1, > ... > ln. Danach wird der LIST Scheduling Algorithmus auf
die sortierte Liste angewendet. ~» Algorithmus LPTLS

Satz 2: Ist x = (T = {tq,...tn},p,1) eine Instanz von MSIM, so findet LPTLS
eine Naherungslésung vom Wert m; pyp (%), welche

myprs(x) _ ﬂ_l)
m*(x) T

3 3
erfllt.
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Beweis: Nach der Sortierung ist 1,, eine der kirzesten Tasklangen.
Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Fall: 1, > m*(x)/3. Dann kénnen hdchstens 2 Tasks auf eine Maschine gelegt werden.
LPTLS liefert hier sogar eine optimale Losung, wie man wie folgt einsieht.

a) Zunachst kommen p < p Tasks der Lange > m*(x)/2. LPTLS macht ,nichts falsch*.

b) Dann kommen Tasks der Lange 1, m*(x)/2 > 1 > m*(x)/3.
Die ersten min(2(p—p), n—p) dieser Tasks werden von LPTLS auf die p—p Maschinen
verteilt, die unter a) noch keine Arbeit bekamen. Wegen 1, > m*(x)/3 sind diese p

Maschinen somit soweit ausgeflllt, dass sie keine weiteren Tasks mehr aufnehmen
kdnnen.

Wennn —p = min(2(p — p),n — p), so ist die Zuweisung optimal.
Dann ,, Tauschargument®!

FOr das abschlielBende Argument Ubernehmen wir die Bezeichnungsweise vom Beweis von
Satz 1, insbesondere betreffend h und j.

2. Fall: 1, < m*(x)/3.
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Fall 2a: 1 > m*(x)/3:
Gilt ; > 1., so betrachte die ,abgeschnittene” Instanz

X/:(T,:{th"',tj}) p)l'/:(h)"')lj)))
wobei wir die {t1, ..., t,} als absteigend sortiert annehmen. Es gilt:

meprs(x) _ meprs(x’) meprs(x’)

m* (x) m(x) —  mH(x) =1

nach Fall 1.

Fall 2b: ; < m*(x)/3. Das Argument vom Beweis von Satz 1 zeigt:

mpms(x) < + L <mf(x) + ——-5m

<




Minimum Bin Packing (MBP) &
Benutze so wenige Behalter wie moglich!

I: I:{a1,...,an},a16(O,]]ﬂ@,]gign

S: Partition P ={Bq,..., By} von I mit
VI<j<k:} gep @i <]

m: k=]|P]

opt: min.
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Einfachste Heuristik: NextFit.
I wird in der vorgegebenen Reihenfolge abgearbeitet.

ay wird in By platziert.
Ist im Verlauf des Algorithmus B; der zuletzt benutzte Behalter und wird a; be-

trachtet, so wird a; an B; zugewiesen, falls es noch geht, und sonst an B;_ ;.

Satz 3:Ist I ={ay,..., an} eine Instanz von MBP, so findet NextFit eine Lésung
vom Wert myg (1) mit myge(I)/m*(I) < 2.
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Beweis: Sei A =) ", a;. Da fir je zwei aufeinanderfolgende Behalter B;, B;1 nach Ablauf von
NextFit gilt, dass die Summe der Gré3en a(B;) und a(B;,;) der sich in B; und B;.; befindenen
Gegensténde groéBer als Eins ist (sonst wéren sie ja alle in B; gelandet), gilt (mit k = mnr(1)):

k—1
2A = a(B1) + ) _(a(B) +a(Buy1)) + a(Bi) > a(Bi) + a(By) + k-1
1=1

~ 2A >k —1 :mNF(I)—1
Andererseits ist m*(I) > [A]. (Einheitsvolumen der Behalter!)

~ mnp(l) < 2m*(I) 4+ 1.

Da die Werte ganzzahlig sind, folgt mye(1) < 2m*(1). O
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Die flr NextFit angegebene Schranke ist asymptotisch nicht verbesserbar.

Beispiel: Betrachte dazu I ={aq,..., as,} mit

%, 1 gerade

%, 1 ungerade

a; =
myr(l) =2n

Denn: Erst kommt grof3er Brocken, dann kleiner, und schon ist der Behalter voll!

Also muss jedes zweite Mal ein neuer Behalter her!

Aber: m*(I) =n + 1.
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NextFit ist in doppeltem Sinne ein Online-Algorithmus (und Iasst sich daher auch
in Linearzeit mit konstantem Speicher implementieren):

1. Die Gegenstande werden ,der Reihe nach® (so wie sie in der Eingabe ste-
hen) betrachtet. Insbesondere werden sie nicht sortiert.

2. Ein Behalter, in den einmal ein Gegenstand hineingetan wurde, wird nie
wieder betrachtet. Er wird sozusagen ,geschlossen®.

Wenn man Punkt 2 fallenlasst, braucht man evtl. mehr Speicher, um sich alle
moglichen ,gedffneten” Behalter merken zu kdnnen.
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Die Heuristik FirstFit

Der Algorithmus FirstFit offnet erst dann einen neuen Behalter, wenn der be-
trachtete Gegenstand a; nicht in einen der bereits gedffneten Behalter passt.
Passt a; in einen der geotffneten Behalter, so tut FirstFit inn in den ersten pas-
senden (daher der Name).

Mitteilung: Ist I = {aq,..., an} eine Instanz von MBP, so findet FirstFit eine
Lésung vom Wert mepg(I) mit

mep(I) < 1,7 - m*(1)] [siehe Kapitel 2 im Buch von Hochbaum]
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Die Heuristik FirstFitDecreasing

Dieser Algorithmus lasst auch noch Punkt 1 fallen und sortiert zunachst die Ein-
gabe, bevor der FirstFit-Algorithmus angewendet wird.

In seiner Doktorarbeit hat D. S. Johnson 1973 auf Gber 70 Seiten Folgendes bewiesen:

Mitteilung: Ist I = {aq, ... an} eine Instanz von MBP, so findet FirstFitDecrea-
sing eine Losung vom Wert mgpp (1) mit

11
mrrp (1) < 7111*(1) + 4

B. S. Baker hat 1985 im Journal of Algorithms 6: 49—70 einen klrzeren Beweis flr

11
Mprp < 7111*(1) +3

gegeben.
Wir beschranken uns im folgenden darauf, eine schlechtere Schranke zu beweisen.
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Satz 4: Ist I = {ay,..., an} eine Instanz von MBP, so findet FirstFitDecreasing
eine Lésung vom Wert mgpp (1) mit

merp (L) < 1,5 - m*(I) + 1.

Beweis: Betrachte [ = AUBUCUD mit

2
A = il >z,
{a a 3
2 ]
B = 1 - > 1 PR
{a 3_a>2}
] ]
— 1 = > 1 5 (>
C {a 2_a>3}
D = a; l>a-
- 1 3_ 1 .
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Gibt es einen Behalter, der ausschlie3lich mit Gegenstanden aus D gefullt wurde, so sind alle
Behalter —mit mdéglicher Ausnahme des zuletzt gebéffneten— zu wenigstens 2/3 geflllt, woraus
die Behauptung hier folgt, denn

2
“(1) > [ J > < 1),
m*(I) > Za _3mFFD()
Gibt es keinen Behalter, der nur Gegenstande aus D enthalt, so gilt:
mrrp (1) = merp(I\ D),

da alle Behalter auch Gegenstande aus I \ D enthalten und die Vorsortierung bewirkt, dass
Gegenstande aus I\ D bei der Instanz I nicht anders als bei der Instanz I\ D behandelt werden.
Wir zeigen nun meep(I\ D) = m*(I\ D), woraus mgrp (1) < m*(1I) folgt.

Jedenfallsist m(I\ (DUA)) + |A| = m(I\ D) fir m € {m*, mgp}.

Gegenstande von B und C werden nun gunstigenfalls ,paarweise® gegliedert, und zwar ,kleine*
aus C und mit ,gro3en“ aus B.

Das genau macht mepp, woraus m*(I\ (DU A)) = mep(I\ (D U A)) folgt.



Die asymptotische Scharfe der Mitteilung

Beispiel: Betrachte fir n > 0 (n durch 6 teilbar), die Instanz Is,, mit:

n Gegenstande der GréBe 1/2+¢ (Typ 1)
n  Gegenstande der GréBe 1/4 + 2e (Typ 2)
n  Gegenstande der GréBe 1/4 + € (Typ 3)
2n  Gegenstande der GréBe 1/4 — 2e  (Typ 4)

Bestmoglicherweise braucht man %n Behalter:
n Behalter sind mit je einem Gegenstand vom Typ 1, 3 und 4 gefillt,
5 Behalter sind mit je zwei Gegenstanden vom Typ 2 und zwei vom Typ 4 gefullt.

Dagegen wirde FFD wie folgt fallen:
n Behalter mit je einem Gegenstand vom Typ 1 und 2,
% Behalter mit je drei Gegenstanden vom Typ 3,

% Behalter mit je vier Gegenstanden vom Typ 4.
~s Merp (Isn) %n _ 1
ml,)  in 9
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Graphenfarben ist ein Problem, das nicht sofort als Partitionsproblem ,vorliegt®:

Beispiel:

[: Graph=(V,E)

S: {f:V—=N|f_ Farbung®, d.h. V{vi,vy} € E: f(v1) # f(vy)}
m: |[f(V)]

opt : min.

Graphenfarben ist insofern ein Partitionierungsproblem,
als dass V in ,gleichfarbige Mengen® unterteilt werden soll.
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Die entsprechende Partitionierungsheuristik warde also einen neuen ,Knoten“v;
zu einer ,alten“ Farbmenge V. (Partitionsmenge) hinzufigen, sofern kein Nach-
bar von v; bereits in V¢ liegt. Widrigenfalls wirde eine neue Farbe gewahlt.

Satz 5: Betrachte die Knotenmenge des Eingabegraphen G = (V, E) als geord-
net: (vq,...,vn) (d.i.: Reihenfolge, in der die Partitionsheuristik arbeitet).
Es sei G; = G({vy,...,v;}); di(v) bezeichne den Grad von v in G;.
Die Partitionsheuristik benotigt dann hochstens
]Igniaéxnmin(dn(vi),i —1)+1
viele Farben zum Farben von G.
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Beweis: Es sei k; die Farbanzahl, die der Algortihmus zum Farben von G; benotigt. Wird keine
neue Farbe eingefuhrt, so gilt in dieser Notation k; = k;_.

Sonst gilt: ki = ki_71 + 1 und d;(v;) > ki_1 (sonst brauchte man keine neue Farbe).

Wir wollen zeigen:

kj < max (di(vi)) + 1
1<i<j
j=0,1 : /
j—J)+1 : lIstkjy1 =k;, soist die Behauptung geman IV wahr.
Ist k11 = k; + 1, so gilt:

Kipi =k +1 < djp(vi) +1 < | Max di(vi) + 1.

Wegen d;(v;) < dn(vi) und di(v;) <1i— 1 folgt die Behauptung. O]
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Folgerung: Ist A der Maximalgrad von G, so liefert die Partitionsheuristik eine
Farbung von G mit hochstens A + 1 vielen Farben bei beliebiger Anordnung der
Knoten.

Um den Ausdruck

gggxnmm(dn(vi),l — 1)

moglichst klein zu bekommen, erscheint das Anordnen der Knoten des Graphen nach abstei-
gendem Grad sinnvoll.

Leider gestattet ein solcher Algorithmus im Allgemeinen keine verninftigen Guteabschatzungen
(und dies ist kein Zufall, wie wir noch spater sehen werden).

Betrachte namlich G = (V, E) mit
VZ{X])-”)XT‘L)y])'-'ayn}) E:{{Xlay)} ‘1#]}
sowie die Knotenanordnung

(Xl)beZ)yZ) .. )

Obwonhl der Graph zweifarbbar ist (in ,x"“- und ,y“-Farben), benétigt (auch die vorsortierte) Parti-
tionsheuristik hier n Farben (gemafn den Knotenindizes).
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