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Naherungsalgorithmen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches

e EinfUhrung / Motivation

e Grundtechniken fur Naherungsalgorithmen

e Approximationsklassen (Approximationstheorie)
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Approximationstheorie

Absolute Approximation

Relative Approximation: die Klasse APX
Polynomzeit-Approximationsschemata PTAS
Zwischen APX und NPO

Zwischen PTAS und APX

Approximationsklassen und Reduktionen
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Zwischen PTAS und APX: |eine Verallgemeinerung der Klasse PTAS

Definition Ein NPO-Problem P liegt in PTAS®, in Worten: P hat ein asym-
ptotisches Approximationsschema, wenn es einen Algorithmus A gibt und eine
Konstante k, sodass (fur jede Instanz x von P und fir jede rationale Zahl r > 1
als Eingaben) .A(x r) in Polynomzeit eine Losung liefert, deren Leistungsgute
hochstens r + ( ] betragt.

Natdrlich gilt: PTAS C PTAS® C APX. ()

Mitteilung: Unter der Annahme P # NP sind beide Inklusionen in (%) echt.

Wir werden hier zwei Probleme aus PTAS®™ betrachten: das Kantenfarben in einem Graphen
sowie Bin-Packing.
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Kantenfarben

I: Graph G = (V,E)

S: Eine Féarbung der Kanten, d.h. eine Partition von E in Eq,..., Ex,
sodass fur jedes 1 < i < K gilt: Keine zwei Kanten aus E; haben einen
gemeinsamen Endpunkt

m : Anzahl der Farben, d. h. also K.

opt : min.
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Satz: (Vizing) Es gibt einen Polynomzeitalgorithmus, welcher bei Eingabe eines
Graphen G mit Maximalgrad A eine Kantenfarbung mit hochstens A + 1 vielen
Farben liefert.

Beweis: Ist G = (V, E) der Eingabegraph vom Maximalgrad A, so farbt A G, indem A nachein-
ander die Kanten von E farbt, wobei evil. ,frihere“ Kantenfarbungen spater revidiert werden.

1. E/:=EE =0

2. Solange E’ #£ 0, tue:
2a) Wahle Kante {u,v} € E'.

2b) Erweitere die Kantenfarbung von E auf E U {{u, v}}, sodass (V, E U{{u,v}}) mit hoch-
stens A + 1 vielen Farben gefarbt ist.

2¢) B/ :=E/\ {{u,v}}; E := EU{{u,v}}
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Prazisierung von 2b)

Farbomenge: F ={1,...,A+ 1}
Gesucht: Farbung: f: E — F.
Annahme: Fir (V; E) ist eine Kantenfarbung mit h6chstens A + 1 vielen Farben konstruiert.

(Formal fUhren wir also einen Induktionsbeweis tber \ﬂ mit trivialen Induktionsanfang fir E = .)
f ist also partiell und vorlaufig auf E festgelegt.

Notation:
e Istv € V beliebig, so bezeichne
C(v) = {fe FIl=3ueV:{uvle EAf({u,v}) = 13}
die Farbmenge, die fur ,weitere Kanten®, die mit v inzidieren, noch ,frei“ ist.

e Dad(v) <A, istfirallev e Vdie Menge C(v) # 0.
Daher gibt es eine Reprasentantenfunktionc:V — Fmitvv € V: c(v) € C(v).



Es sei {u, v} die in Schritt 2a) gewahlte Kante. Gilt C(u) N C(v) # 0, so ist das Féarben trivial (x).
Wir betrachten andernfalls sogenannte Kantenfarbfolgen, das sind mit u (bzgl. E U {{u,v}}) ad-
jazente Knotenfolgen xo,...,xs mit xo = v und f({u, x;}) = c(x;_1). Eine Kantenfarbfolge heif3t
maximal, wenn es keine weitere Kante {u, x} in E gibt (d.h. x & {xo, ..., xs}) mit f({u,x}) = c(xs).

Hilfssatz: Ist xo,...,xs eine Kantenfarbfolge mit c¢(xs) € C(u), so ist f zu einer Farbung auf
E U {{u,v}} erweiterbar.

Beweis: Setze f({u, xi}) := c¢(x¢) fur 0 <1 < s und lasse sonst die alte Farbung bestehen. O
Hinweis: Insbesondere flr s = 0 (siehe (x)) oder s = 1 ist das Farben trivial.

Die Situation vor (links) und nach (rechts) dem Umfarben mit dem Hilfssatz, s = 4:




In Polynomzeit kann nun eine maximale Kantenfarbfolge (an u) gefunden werden.

Wegen des Hilfssatzes kdnnen wir ¢(xs) € C(u) annehmen.
Wegen der Maximalitat der Folge gibt es ein 0 < i < s mit f({u,xi}) = c(xs), denn c(xs) ist ja
nicht mehr  frei“ zum Farben von u-inzidenten Kanten.

Damit gilt: ¢ := c(xi_1) = c(xs)._
pi—1: ein maximaler Pfad in (V, E), der bei x;_; startet, als zweiten Knoten nicht u hat, und dessen

Kanten abwechselnd mit c(u) und c(xs) gefarbt sind.
Klar ist, dass jeder Knoten v in dieser Folge nur einmal auf dieser Folge auftritt (Kantenfarbungs-

eigenschaft in der Nachbarschaft von v). (x)
w: der letzte Knoten dieser Folge. Unterscheide zwei Falle:

o W F U

e W =1U.



(a) w # u. ~ Farbe alle urspringlich mit ¢c(u) gefarbten Kanten mit ¢(xs) und umgekehrt.
Farbe schlieB3lich Kante {u, x;_1} mit c(u).

FUr die Kantenfarbfolge xy, . .., x;_1 ist danach der HS anwendbar;

jetzt ist cneu(uw) = c(xs), daher c(xs) € Creu(u).

Die Situation vor (links) und nach (rechts) dem Umféarben zunachst des Pfades, und dann der
Kantenfarbfolge mit dem Hilfssatz, wobei s = 4,1 = 2, also ¢ = c(x1) = ¢(x4):




(b) w = u. Die Kante, mit der w erreicht wurde, muss mit c(xs) gefarbt worden sein, da sonst
c(u) nicht “frei” bei u ware.

Der Knoten“vor w” auf der Folge ware also gleich x;, denn f({u, xi}) = c(xs).

Es ergibt sich also ein Kreis u, x;_1, ..., xi, wungerader Lange, der wenigstens drei verschiedene
Farben zum Kantenfarben bendtigt. Es ist unklar, wie die bislang erérterten Farben das nétige
Umfarben leisten sollen:

Die Situation vor (links) und (rechts) die Probleme beim Umfarben des Kreises,
wobeis =4,1 =2, also c = c(x1) = c(x4):




Wir kbnnen nun einen weiteren Pfad P, bei xs starten, dessen Kanten abwechselnd mit ¢(u) und
c(xs) gefarbt sind, mit letztem Knoten z.
Gilt z # u, so kdnnen wir wie zuvor umfarben:

Die Situation vor (links) und nach (rechts) dem Umfarben zunachst des Pfades, und dann der
Kantenfarbfolge mit dem Hilfssatz, wobei s = 4,1 =2, also ¢ = c(x1) = ¢(x4):

Gilt nun z = u, so ist der vorletzte Knoten auf P gleich x; (gestrichelte Kante), d.h., die Pfade
P;_1 und P laufen irgendwann zusammen, und bei der ersten gemeinsamen Punkt sto3en drei
Kanten aneinander, fur die nur zwei Farben c(u) bzw. c(xs) zur Verflgung stehen. 4 O



Satz: Minimales Kantenfarben gehort zu PTAS®.

Beweis: Da A(G) < m*(G), gilt fur die Losung m(G) unseres Algorithmus m(G) < A(G) +1 <
m*(G) + 1. Daher ist:

m(G) < m*(G) + 1 . 1
m*(G) = m*(G) m*(G)

Mitteilung: Mit Hilfe der Gap-Technik lasst sich zeigen, dass das Kantenfarbe-
problem kein PTAS besitzt, sofern nicht P = NP.

Naherungsalgorithmen, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2012/13 716



Bin Packing (BP)
ldee: polynomielle Losbarkeit der folgenden eingeschrankten Variante:

Minimum (c, 6) eingeschranktes BP (furc € N,c > 0und 8 € Q, 6 < 1) liegt vor,
falls

es hochstens c unterschiedliche Grof3en der Gegenstande gibt und

jeder Gegenstand wenigstens 6 grof3 ist

(also einen Bruchteil der mit T angenommenen Kapazitat jedes Behalters).

Um Bruchzahlen zu vermeiden bei Angabe der Gegenstandsgréfen s;, gestatten wir noch die
Angabe der Behaltnisgré3e B, weichen also formal von unserer Ursprungsdefinition von Bin-
Packing leicht ab.

In diesem Sinne ware (I = {3 : 4,5 : 2,7 : 1},B = 8) eine Instanz von Minimum (3,3/8)-
eingeschranktem BP, mit 4 Gegenstanden der GrdB3e 3, 2 Gegenstanden den GréBe 5 und
einem der Gré3e 7.
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Lemma: Minimum (c, 6)-eingeschranktem BP kann in der Zeit O (n9) geldst wer-
den, wobei n die Zahl der Gegenstande in der Eingabeinstanz ist und q nur von
c und §, nicht aber von n abhangt.

Beweis: Es sei (I, B) eine Instanz von Minimum (c, §)-eingeschranktem BP.
Der Typ eines Behalters ist ein c-dimensionaler Vektor b = (ty,...,tc) von natlrlichen Zahlen

mit 0 < t; < ny, sodass Y, tis;i < B.
FUr jeden Typ gilt wegen 6B < s;:
- 1 1
t < — ) tisi< -
2t S gp tsisy
i=1
Erinnerung (m-maliges Ziehen aus einer Urne mit s + 1 Gegenstanden mit Zurtcklegen)

{tmiinemnzo T wsm = (M )= (M)
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http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/Module/Kombin/index.htm

1
Anwendung: Es gibt hdchstens q = ( ¢ +CL6J ) viele Typen von Behaltern. Eine zulassige L6-

sung von Minimum (c, 6)-eingeschranktem BP kann daher durch einen g-dimensionalen Vektor
Yy = (y1,...,Yq) beschrieben werden, wobei y; > 0 angibt, wie viele Behélter von Typ i in der
L6sung vorkommen. Da trivialer Weise hochstens n Behalter verwendet werden missen, gibt es
daher hbchstens n9 verschiedene zulassige Losungen. In diesem Raum kann in der Zeit O(n9)

nach einer optimalen Losung gesucht werden. O



Ein PTAS® fur Bin-Packing (Skizze)

1. Entferne ,kleine Gegenstande®.

2. Gruppiere die verbleibenden Gegenstande in eine konstante Zahl von Gro6-
Benklassen.

3. Finde optimale Losung fur verbleibende Instanz. (wie eben)

4. Mache die Gruppierung aus Schritt 2 riickgangig.

5. Fuge die ,kleinen Gegenstande* wieder ein.
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Zum Gruppieren der Gegenstande

Es sei x eine Bin-Packing-Instanz.

Die Gegenstande x;,...,xn seien der Grof3e nach absteigend sortiert. Fir jede
nattrliche Zahl k < n seim:= [n/k]|.

Teile die n Gegenstande auf m(+1) Gruppen G; auf mit Gy = {x(i_1)k11> - - - » Xixhs
I <i<mund G = Xmkaly--yXn)

Wir definieren nun eine neue Instanz x‘é von BP (mit derselben Behaltergrof3e),
sodass x]é far jeden Gegenstand x; von der ursprlnglichen Instanz, der aus G;
war, einen Gegenstand der GroB3e s(x(;_1y41) enthalt fari=2,...,m + 1.

Es gibt also hochstens mk Gegenstande in x‘9<, und diese Gegenstande haben
hochstens m verschiedene Grof3en.
Wir ignorieren die k gro3ten Gegenstande auf diese Weise.
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Lemma: m*(x¥) < m*(x) < m*(xX) + k.

Beweis: Jede LOosung far x‘g ist trivialer Weise eine fur x, wenn wir weiter k Behalter flr die ersten
(gréBten) Gegenstande von x bereit halten.

Eine Losung von x wiederum kann wie folgt in eine far xg umgebildet werden:

(a) Entferne alle Gegenstédnde aus der letzten Gruppe,

(b) ersetze jeden Gegenstand aus G; durch einen Gegenstand, der so grof3 ist wie x;x.1 (wenn

notig; G,,.1 hat evil. weniger Elemente als G,). O
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Zur Behandlung ,.kleiner Gegenstande*

Es sei x eine BP-Instanz. Fur jedes 6 € Q, 6 € (O, %} sei x5 die Instanz, die aus
x durch Fortlassen aller Gegenstande, die kleiner als 8B sind, entsteht. Haben
wir nun eine Losung fur x5, die M Behalter benotigt, so benutzen wir FirstFit, um
die kleinen Gegenstande wieder einzufigen.

Lemma: Auf diese Weise lasst sich in Polynomzeit eine Losung fur x finden, die
hdchstens max(M, (1 + 26)m™(x) + 1) viele Behéalter benutzt.
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Beweis: Wir unterscheiden zwei Falle:
(a) Es wurden keine neuen Behalter durch FirstFit gedffnet — M Behalter reichen.

(b) Es wurden M’ > 1 neue Behalter durch FirstFit ge6ffnet. Wie schon friiher Uberlegt, ent-
halten alle Behalter (mit moglicher Ausnahme des zuletzt ge6ffneten) hochstens 8B vielen
freien Platz. Daher ist

(1-5) (M+M —1) < ZHBS(X” < m*(x)
+ Behalter bisguf den letzten

1

denn wegen 5 € (0,3] gilt 26 < 5, also 1 < 1—28% + 5. [
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Ein PTAS®* fur BP AsymptBP(x, B, 1)
1. Falls r > 2 nimm NextFit (oder FirstFit).
2. b:=(r—1)/2;

3. Sei x; die aus x durch Fortlassen von Gegenstanden der Gré3e < 6B entstehende Instanz;
n’ sei die Zahl der Gegenstande in xs.

4. k:= “T - 1)211’/2};
5. Sei x‘g,g die aus x5 durch Gruppierung gebildete Instanz.

6. Finde optimale Lsung x§ , vom Wert m*(x§ ).

7. Fulge die ersten (gréten) k Gegenstande von x; in k ,neue” Behélter.
8. Wende FirstFit an, um die ,kleineren Gegenstande“ wieder einzufigen.
9. Liefere die so erhaltene Packungsvorschrift zurick.
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Satz: AsymptBP ist ein PTAS®® fur BP.

Beweis: AsymptBP lauft in Polynomzeit, da eine optimale Losung far xlg)g in Zeit n9 gefunden

werden kann mit g = f([n’/k],d), s. erstes Lemma.
Beachte: [n’/k| hangt nicht von n ab, nur von r (bzw. 9).
Mit dem zweiten Lemma ist der Wert einer Losung von AsymptBP beschrankt durch m*(x‘g)g) +k.

Alle Gegenstande in x5 haben eine Grdé3e von wenigstens 8B, sodass én’ < m*(x;) folgt, und
damit

_1)\2
=1
- 2
Mit dem zweiten Lemma folgt m*(x‘g)g) +k <m*(xs) + (r—1)m*(xs) + 1 = rm*(xs) + 1.
Benutzen wir r = (1 4 20) im dritten Lemma, so erhalten wir, dass maximal

nN+l=Fr—-—1m+1<(r—1m*(xs) + 1.

max(rm*(xs) + T, rm*(x) + 1) < rm*(x) + 1

viele Behalter von AsymptBP benutzt werden. O

Man kann sogar zeigen: BinPacking liegt in FPTAS®™.
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