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Naherungsalgorithmen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches

e EinfUhrung / Motivation

e Grundtechniken fur Naherungsalgorithmen

e Approximationsklassen (Approximationstheorie)
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Zusammenfassung des bisher Beobachteten:

e Bisher kennengelernte Naherungsalgorithmen sind oft sehr kurze Programm-
stlcke

e Schwierigkeit: Analyse, betreffend die Gute der Naherung!

e Warum sind die Gltegarantien schwierig zu beweisen?
Grundsatzlich (und intuitiv) lasst sich dies genau so begriinden wie die ver-
mutete Ungleichheit von P und NP.
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Knotenuberdeckungsproblem

+ Es ist leicht, eine vorgegebene LOsung insofern zu verifizieren, als dass die
Knotentberdeckungseigenschaft Gberpruft wird.

- Es ist schwierig nachzuweisen, dass eine gefundene Knotenlberdeckung
kleinstmoglich (optimal) ist.

Konkret: Betrachten Sie den Petersen-Graph.
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Der Petersen-Graph
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Ein Optimierungsproblem P wird beschrieben durch ein Quadrupel (Ip, Sp, mp, optp):
1. Ip ist die Menge der moglichen Eingaben (/nstanzen),
2. Sp: Ip — Menge der zuldssigen Losungen (feasible solutions),

3. mp : (x,y) — mp(x,y) € N (oder Q,...) fur x € Ip,y € Sp(x) liefert den
Wert der zulassigen Losung y und

4. optp € {min, max}: P Minimierungs- oder Maximierungsproblem ?

I»> und Sp(x) sind —geeignet codierte— formale Sprachen tber dem Alphabet
{0, 1.
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Weitere Bezeichnungen

S5 : Ip — Menge der bestmdglichen Losungen (optimum solution), d.h.

Vx € Ip Yy*(x) € Sp(x) : mp(x,y*(x)) = optp{mp(x,z) | z € Sp(x)}.

Der Wert einer bestmdglichen Losung wird auch m%(x) notiert.

Ist P aus dem Zusammenhang klar, so schreiben wir kurz —unter Fortlassung
des Indexes P— I, S, m, opt, S*, m*.

Hinweis: Wir benutzten schon frither C* firr eine kleinstmégliche Uberdeckung.
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Problemvarianten
Konstruktionsproblem (construction problem):

Pc : Ggb. x € Ip, liefere ein y*(x) € SH(x) sowie ihren Wert m’p(x)
Auswertungsproblem (evaluation problem):

P : Ggb. x € Ip, liefere mp(x)
Entscheidungsproblem (decision problem):

Pp : Ggb. x € Ip und Parameter k € N, entscheide ob
mp(x) >k, (falls optp = max)
bzw. ob

mi(x) < k, (falls optp = min).
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Ein Beispiel: das Knotenuberdeckungsproblem VC

1. I1={G=(V,E)| GistGraph }

2. S(G) ={U C V| V{x,y} € E:x € U} (KnotenUberdeckungseigenschaft)

3. m = |U]

4. opt = min

VCp ist dann das entsprechende ,parametrisierte Problem®, d.h. ggb. Graph
G = (V, E) und Parameter k, gibt es eine Knoteluberdeckung U C V mit |U| < k?
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Die Klassen PO und NPO
P = (I, S, m,opt) gehort zu NPO, gdw:
?
1. x € List in Polynomialzeit entscheidbar.

2. Es gibt ein Polynom q derart, dass vx € I Yy € S(x) : [y| < q(|x|) und far
?
alle y mit [y| < q(|x|) ist die Frage y € S(x) in Polynomialzeit entscheidbar.

3. m st in Polynomialzeit berechenbar.

Beispiel VC: zu Punkt 2: Jede Knotenuberdeckung ist in ihrer Grof3e trivialerwei-
se durch die Machtigkeit der Knotenmenge beschrankt.
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Satz 1: Ist P € NPO, soist Pp € NP.

Beweis: (nur flr opt, = max),Pp lasst sich bei Eingabe von x € I und k wie folgt I16sen (in
nichtdeterministischer Weise):

1. Rate y mit ly| < q(|x]) in Zeit O(q(|x])). (q(|x|) Bits sind zu raten)
2. Testey € S(x) in Polynomialzeit.

3. Fallsy € S(x), berechne m(x,y) in Polynomialzeit.

4. Fallsy € S(x) und m(x,y) > k, antworte JA.

5. Fallsy ¢ S(x) oder m(x,y) < k, antworte NEIN.
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Die Klasse PO

Ein Optimierungsproblem P gehort zur Klasse PO gdw. P in Polynomialzeit
geldst werden kann.

Beachte: PO Uber das zugehorige Konstruktionsproblem definiert!
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Erinnerung: (polynomielle) Turing-Reduzierbarkeit

P S%—p) P, gdw.
es gibt eine Turing-Maschine, die eine Instanz x von P; (in Polynomialzeit) mit
Hilfe von Orakelanfragen bearbeiten kann.

Orakelanfragen sind generierte Instanzen von P,, die auf ein ,,Orakelband“ geschrieben werden

und angenommenerweise in konstanter Zeit beantwortet werden.

Wir schreiben Py =F P,, falls sowohl P; <P P; als auch P, <F P; gelten.
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Satz 2: VP € NPO : Pp =F Pp <P P

Beweis: Klar: Pp <} P <P Pc.
Z.z: Pe <t Pp.
Dazu Uberlegen wir uns:

mp(x,y) Iy € Sp(x)} C0...2°0) (1)
fur ein Polynom p.

Dann kann P: durch bindre Suche auf dem Intervall 0. ..2PX) mit p(|x|) vielen Orakelanfragen
an Pp gelost werden.

Da P € NPO, ist mp(x,y) in Zeit r(|x/, ly|) far ein Polynom r berechenbar. ~»

0 < mp(x,y) < 2r(Ixkyl)

Da P € NPO, ist ly| < q(|x]) far alle y € Sp(x) flr ein Polynom q.
Daher gilt far das Polynom p(n) := r(n, q(n)) die Beziehung (1).
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Das Beispiel MAXCLIQUE

Ein vollstandiger Graph mit n Knoten ist (isomorph zu, i.Z. =)

Kn = ({1,,‘{1},{{1,]}’ 1 < 1<J STI})

Eine Cligue in einem Graphen ist eine Knotenteilmenge, die einen vollstandi-
gen Graphen induziert. Das MAXCLIQUE-Problem fragt in einem Graphen nach
grofBtmoglichen (maximum) Cliquen.

Unter Benutzung des oben eingefihrten Formalismus zur Spezifizierung von Optimierungspro-
blemen stellt sich MAXCLIQUE wie folgt dar:

I :alle Graphen G = (V, E)

S :alle Cliquenin G, d.h. U C V: G[U] = Ky, (vollstandiger Graph mit [U| Knoten)
m = U]

opt = max
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Algorithmus fiir MAXCLIQUE: <} MAXCLIQUEg
Eingabe: Graph G = (V, E)
Ausgabe: eine groBtmaogliche Clique in G
begin
k := MAXCLIQUEg(G);
Falls k = 1 liefere irgendeinen Knoten in V
sonst finde Knoten v € V mit k = MAXCLIQUEg (G(N[]))
und liefere {v} U MAXCLIQUE-(G(N(v))).

end
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Warum ist das Programm korrekt ?

e Die Auswahl ,v € V mit k = MCg(G(N[v]))* garantiert, dass v in einer grof3t-
moglichen Clique liegt.

e Esistklar, dass G(N(v)) eine Clique (evil. mehrere) der Groe k — 1 enthalt
(und auch keine grofiere); eine dieser wird rekursiv gefunden.

Zeitkomplexitat des Algorithmus (n = # Knoten):

(1) = O(1)
Tm) = mM+1)4+Tn—1)
— Durchsuchen des Graphen
= M+ +n+...+n+0(1) =0Mn?
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Satz 3: Ist P € NPO und ist Pp NP-hart, so gilt: Pc <t Pp.

Beweis: (flr opt, = max).

Im Beweisgang werden wir ein anderes NPO-Problem P’ konstruieren mit Pc §$ P{. Wegen
Satz 1 ist Pp nach Vorraussetzung NP-vollstandig, also gilt P <! P, < Pp wegen Satz 2, und
die Transitivitat der Reduktionsrelation liefert die Behauptung.

P’ ist wie P definiert mit Ausnahme des Messfunktion mp.. Betrachte dazu ein Polynom g mit
Vx € Ip Yy € Sp(x), lyl < q(x]) (s. Definition NPO). Mit anderen Worten: Sp(x) C {0, 1}=4(x),

Setze nun t(y) := 29(X)—Yhy, Fiir jedes y € Sp(x) bezeichne A(y) den Wert von t(y), interpretiert
als Ternarzahl. Daraus folgt: 0 < A(y) < 39(x0,

AuBBerdem gilt: Yy,y’ € Sp(x) 1y =y’ <= 1(y) =1(y’).
Setze fur jedes x € Ipr =Ipundjedesy € Sp. =Sp :
mp:(x,y) = 39 mp(x,y) + Ay).

Beachte: P’ € NPO, denn myp: ist in Polynomialzeit berechenbar, weil insbesondere die Expo-
nentiation 390X) nur O(q(|x])) viele Bits bendbtigt.

Damit: ¥x Vyi,yz2 € Sp:(x) : y1 # y2 = mp (%, y1) # mp(x,y2).
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Also gibt es eine eindeutig bestimmte maximale zulassige Losung y%.(x) in S,(x). Nach Defini-
tion von myp. qilt ferner:

(mp(x, Y1) > mpi(x,Y2) = mp(x,y1) = mp(x,y2)).
Daraus folgt: y%,(x) € S5 (x).
Y7 (x) kann wie folgt mit einem Orakel flir P{ in Polynomialzeit berechnet werden.
1. Bestimme m7,(x) (Orakel!)

2. Berechne A(yh,(x)) = mb,(x) mod 34K+,

3. Bestimme y aus A(y).

Daher kann Pc mit einem Orakel fir P{ in Polynomialzeit berechnet werden, denn m7,(x) =

mp(x,y) fir das mit oben stehendem Algorithmus berechnete v.
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Grundtechniken

e Greedy-Verfahren

e Partitionsprobleme

e Lokale Suche

e Lineares Programmieren

e Dynamisches Programmieren

Naherungsalgorithmen, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2012/13 20/34



Allgemeines zu Greedy-Verfahren
hier speziell bel Maximierungsverfahren

Allgemeine Aufgabe: Aus einer Grundmenge X ist eine maximale zulassige L6-
sung Smax zu finden.

Voraussetzung: Die Menge der zulassigen Losungen ist monoton, d.h., falls S
zulassige Lésung ist, so auch S’ C S fir alle S’ C S.

Damit ist auch () eine zuldssige (Ausgangs-)Lésung.

X sei nach einem geeigneten Kriterium sortiert.

Allgemeine Vorgehensweise:

Fir jedes Element x der Liste X wird flir die bislang gefundene zulédssige Lésung S’ geprift, ob
S’ U {x} ebenfalls zulassig ist.

Wenn ja, wird S’ := S’ U {x} gebildet.

Daher werden stets nur zulassige Losungen ausgegeben.

AuBBerdem ist klar, dass eine so gefundene zulédssige Lésung S’ nicht mehr durch Hinzunahme
eines weiteren Elements x ¢ S’ erweitert werden kann, denn wenn {x} U S’ zulassig wére, dann
auch {x}u S” far alle S” C S’ (Monotonie!);

speziell galte dies fir ein S”, das als ,bisherige Lésung“ an dem Punkt, als x untersucht wurde,
gebildet worden war.
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Allgemeines zu Greedy-Verfahren
hier speziell bei MAXCLIQUE

Allgemeine Aufgabe: Aus der Knotenmenge X = V von G ist eine maximale
zulassige Losung Cmax zu finden.
HIER: C zulassig gdw. C ist Clique.

Voraussetzung: Die Menge der zulassigen Losungen ist monoton, d.h., falls S
zulassige Losung ist, so auch S’ C S fir alle S’ C S.

HIER: Jede Teilmenge einer Clique bildet eine Clique.
Damit ist auch () eine zulassige (Ausgangs-)Ldsung.
X sei nach einem geeigneten Kriterium sortiert (Beispiel: absteigender Grad).

Allgemeine Vorgehensweise:

FUr jedes Element x der Liste X wird flr die bislang gefundene zulassige Lésung S’ geprift, ob
S’ U {x} ebenfalls zulassig ist.

Wenn ja, wird S’ := S’ U {x} gebildet.

Daher werden stets nur zulassige Losungen ausgegeben.
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Maximum Knapsack (Rucksackproblem)

[.  endliche Menge X bzw. ,Liste* X = {x1,...,xn}
Profitfunktionp : X - N bzw. ,Liste“ {py,...,pn}
GrofBenfunktion a: X - N bzw. ,Liste“{ay,...an}
Fassungsvermogen b € N des Rucksacks
[O.E.: V1 <1i<mn:a; <bim Folgenden]

S: {YCX|s(Y) = ineY a; < b}

m: p(Y) =2\ cyPi
opt.: max

Naherungsalgorithmen, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2012/13 23/34



Mitteilung: Knapsack ist NP-vollstandig.
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Heuristische Idee: Es ist glnstig, moglichst solche Sachen x; in den Rucksack
zu tun, die moglichst viel Profit versprechen im Verhaltnis zum benotigten Platz.
~» GreedyKnapsack (X, p, a, b)

1. Sortiere X absteigend nach dem Verhaltnis Bt
({x1,...,xn) sei die erhaltene sortierte Grundmenge)

2. Y := () (die leere Menge ist zulassig)

3. Furi:= 1 bis n tue
wenn a; < b,dann Y:=YU{x;};b:=b—q;.

4. Liefere Y zuruck.
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GreedyKnapsack kann beliebig schlechte Ergebnisse liefern, wie folgendes
Beispiel lehrt:

p:ipi=1...;pna=lpn=b—-1j
a:{a;=1,...,a4_1 = 1,an = b =k - n}fur ein beliebig grof3es k € N

Hierist furx = (X, p,a,b) : m*(x) =b—1=k-n—1 > kn—k = k(n—1) (durch
Wahl des letzten Elements), aber GreedyKnapsack liefert, da

P1_ _Pno1 _Pn_ b1

= ... > = —
aj an—1 On b
v m* (x)
MGreedy(X) = Z pi=n—1, dh > K
i—1 MGreedy (x)
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Andere heuristische Idee furs Rucksackfullen:
X absteigend nach dem Profit sortieren. ~» GreedyKnapsack’(X, p, a, b)

1. Sortiere X absteigend nach dem Profit p;.
({x1,...,xn} sei die erhaltene sortierte Grundmenge)

2. Y := () (die leere Menge ist zulassig)

3. FUri:=1 bis n tue
wenn a; < b,dann Y : =Y U{x;};b:=b—a;.
4. Liefere Y zuruck.

Nahezu dasselbe Beispiel wie eben (nur mit an, = 1) lehrt: beliebig schlechte Losungen moglich !
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Erstaunlich: Kombinationsalgorithmus mit Gutegarantie

~» GreedyKnapsackKombi(X, p, a, b)

1. Yy := GreedyKnapsack (X, p, a, b)

2. Y, := GreedyKnapsack’'(X, p, a, b)

3. Wenn p(Y;) > p(Ys), dann liefere Y7, sonst liefere Y.
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Eine andere (vereinfachte) Kombination lautet: GreedyKnapsack” (X, p, a, b)
1. Sortiere X absteigend nach Verhaltnis % ({x1,...,xn}: sortierte Grundmenge)
2. Y := () (die leere Menge ist zulassig)

3. Furi:= 1 bisn tue
wenn a; < b,dannY:=YU{x;}; b:=b —a;.

4. 7 Suche xmax Mit Vi : p; < pmax (Maximaler Profit!)

5. ”Wenn p(Y) > pmax dann liefere Y sonst liefere {xmax}-
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Lemma: Fur alle Instanzen x gilt:

mGreedyKnapsack”(X) < mGTeedyKnapsackKombi(X)

Damit Ubertragt man die im folgenden Satz gezeigte Gutegarantie von Greedy-
Knapsack” auf GreedyKnapsackKombi.
Abkurzend schreiben wir:

mg, Mg fUr MGreedyknapsack PZW. MGreedyknapsack”:

Satz 1: Ist x eine MaximumKnapsack-Instanz, so ist

mg //(X)
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Beweis: Es seij der Index des ersten Elements, welches der Greedy-Algorithmus GreedyKnap-
sack nicht in den Rucksack tut.
Es gilt:
j—1
pj = Zpi < mg(x) < mgn(x).

i=1

Ferner setzen wir:

j—1
Ej = Z ai S b.
i=1

Behauptung: m*(x) < pj + pj.

Aus der Behauptung folgt die Aussage des Satzes, denn:
o Giltp; < 7Pj, soist m*(x) < 2p; < 2mg(x) < 2mgr(x).

o Giltp; > Ppj, soist m*(x) < 2p; < 2pmax < 2mgr(x).
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Warum gilt die Behauptung?

Betrachte (kurzfristig) die folgende Verallgemeinerung des Rucksackproblems:
Es sei nun erlaubt, ,Bruchsticke® der x; (mit entsprechend der Grof3e skaliertem
Gewinn) in den Rucksack zu tun. Der Wert einer optimalen Losung fir das neue
Problem ist sicher eine obere Schranke fur m*(x). Wie man leicht einsieht, ist

_ _ . P
p]—l—(b—a])—J
d;

der maximale Wert einer Losung des variierten Problems, wenn die x; nach %
absteigend sortiert vorliegen und j wie oben definiert ist.

S M) <P+ (b - ) - < P+ pj.
<(1j a]
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Tatsachlich liefert der Beweis zu Satz 1, dass der folgende (noch einfachere)
Algorithmus eine %-Approximation von Maximum Knapsack ist:

1. Sortiere X absteigend nach .
2. Y =0:1:=1;

3. Solange i < nund a; < b, tue
Y =YU{xi;b:=b—qai;i:=1+1.

4. Wenn a; < b, dann liefere Y,
sonst, wenn p; < p(Y), dann liefere Y,
sonst liefere {x;}.

Hinweise: (1) Verallgemeinerung von Problemen, spezieller Relaxation des Zahlbereichs, ist oft
ein Ansatz, um Schranken flr Approximationsgite zu gewinnen.

(2) Es gibt ein eigenes Buch zu diesem Thema: S. Martello, P. Toth: Knapsack Problems; Algo-
rithms and Computer Implementations, Wiley, 1990.
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Hinweise

Greedy-Verfahren kdnnen unter gewissen Voraussetzungen auch garantiert op-
timale Lésungen (fir PO-Probleme) liefern.

Ein Beispiel hierflr ist die Berechnung eines Spannbaums mit kleinstem Kan-
tengewicht.

Naheres hierzu im Speziellen in Algorithmen-Vorlesungen von Prof. Naher.

Die Theoretische Informatik liefert Matroide als Grundgerust.

Naheres hierzu in der Bachelor-Veranstaltung GTI-3.
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