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Naherungsalgorithmen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches

e EinfUhrung / Motivation

e Grundtechniken fur Naherungsalgorithmen

e Approximationsklassen (Approximationstheorie)
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Grundtechniken

e Greedy-Verfahren

e Partitionsprobleme

e Lokale Suche

e Lineares Programmieren

e Dynamisches Programmieren
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Maximum Independent Set (MIS)

I. Graphen G = (V, E)
SS{UC V] E(GU]) =0}
,,unabh.VMenge“

m: U]
opt: max

Mitteilung: MISp ist NP-vollstandig.
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Heuristische Idee: gunstig, kleingradige Knoten zu wahlen.
~» GreedylndependantSet(G = (V, E)):

1. Setze U:=0; V' :=V.

2. Solange V' # 0, tue:
2a: x sei Knoten kleinsten Grades in G[V'].
2b: U .= U U{x}

2c: V.= V' \ N[x.

3. Liefere U
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Der Greedy-Algorithmus kann beliebig schlechte Ergebnisse liefern.
Beispiel: Betrachte die folgenden Graphenschar: Gy

V(Gk) = {v1,... y Vi U1y . >uk>w}-

Kanten: (1) G{vy,...,w} = Ky (vollstdandiger Graph mit k Knoten)

(2) G{vy,y ..., v, U1, ..., W ] bildet (ohne Berlcksichtigung der Kanten aus (1))
einen vollstandigen paaren Graphen Ky ;. mit k Knoten auf jeder Seite.

(3) Gl{wg, ...,y Wil = Kk,]

= E(GHuy,..., ) = 0.~ IUC VUl =k E(U) =0
GreedylndependentSet liefert aber erst w und dann z.B. v;.
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Mathematischer Exkurs:
Lemma 1: Betrachte x1, ..., xn > 0; setze X = =X

n
inZZn-iz

. Dann qilt:

Beweis: FUr A; := x; — X qilt

ZAi:Z(Xi_i):ZXi_n'izo

~ Y xP=) K+AY =) ¥H2X) A+)Y AI>) ¥ =n-¥%
=0
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Mathematischer Exkurs:

Lemma 2: Vx,y > 0:

: 3 + % > 2. 1. geometr. Bew. (0.E. x > y): |

Beweis: 2. algebraischer Beweis:

2 211 2. (XtY)2
§+E _ X“+y > (2)
y X Xy Xy
_ x4y Py 4y’
- 2xy 2xy

1 (x y
= —|Z4+2|+1.
2(9 X)
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Satz 2: Betrachte Graph G = (V,E), n = |V|, m = |E|. = %1 sei die Dichte von
G. Der Wert mg,(G), den GreedyIndependentSet(G) liefert, ist wenigstens 55~

Beweis: Es sei x; der in der i-ten lteration der Solange-Schleife in Schritt 2a ausgewéahlten
Knoten und d; bezeichne den Grad von x;. In Schritt 2c werden x; und seine Nachbarn entfernt,
d.h. insgesamt d; + 1 viele Knoten. Dadurch werden wenigstens di(d;r” viele Kanten entfernt,
denn

e ¥x; ist ein Knoten minimalen Grades im aktuellen Graphen und

e von jedem der insgesamt d; + 1 vielen entfernten Knoten gehen insgesamt wenigstens
di(di + 1) viele (nicht notwendig verschiedene) Kanten aus; im schlimmsten Fall —wenn
namlich jeder der d; + 1 Knoten aus der Nachbarschaft N[x;] mit jedem anderen Knoten
aus N[x;] verbunden ist und sonst mit keinem anderen Knoten auf3erhalb von N[x;]— sind

es di(dzi“) viele verschiedene Kanten.
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Summieren Uber alle mg,(G) viele Iterationen des Programmes ergibt

(1) Z?;G]r(G) di(dzi+]) S m = &n.

Da der Algorithmus halt, wenn alle Knoten entfernt worden sind, gilt au3erdem:

2) ¥ (d+1) =n.

i=1

Addieren wir (2) und (zweimal) (1), so bekommen wir: ZEJG) (di +1)2 < n(26+1).

Der Mittelwert der (d; + 1) ist Zm((sd(g;) 2 m(:(G) und Lemma 1 liefert

. 2 . le —
M5+ 2 ) (diA 1) 2 mer(6) - e =

Also gilt:
n

G) > .
mer(G) 2 5o
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m*(G)

< H6+1.
mGr(G) - ™
Beweis: Es sei V* ein MIS. Es bezeichne k; die Anzahl der Knoten am V*, die unter den d; + 1
im i-ten Schritt des Algorithmus entfernten Knoten sind. Natirlich gilt jetzt:

(3) Yl ki = v = m*(G)

Wir wollen jetzt Abschatzung (1) verbessern.
Per Definition sind alle Knoten einer unabhangigen Menge nicht untereinander verbunden. Da-

her gehen nicht nur dlditl) yigle paarweise verschiedene Kanten mindestens von Knoten in N[x;]

2
aus, sondern noch ,zusatzlich® wenigstens ki(kzi_”

Satz 3: Mit den Bezeichnungen des vorigen Satzes gilt:

viele; ~»

7 S on

Jetzt addieren wir (2), (3) und (zweimal) (1°), um

mg.(G) me.(G)
> (di+1*+ ) K <n(28+1)+m*(G)

ZU erhalten.
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Der Mittelwert der (d; + 1) ist —*~

mGr(G)

und der der k; ist mz“‘* = ™S sodass jetzt Lemma 1 ergibt:

~ mgr(G)

Naherungsalgorithmen,

GT(G) mGr(G),

n’ 4+ (m*(G))?

n(26+1)+m*(G) > e (G

n? 4+ (m*(G))?

>
- n20 4+ 1) + m*(G)
"(G)
. (i) + ()
26 +1+(—)
m*(G)<n & L 2 2 1
=5 m(e) = m(6) ——
2541412 5+ 1
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Bemerkungen zu MIS und verwandten Problemen

1. FOr manche Graphenklassen, z.B. die der Baume, liefert Greedylndepen-
dentSet stets eine optimale Lésung. Man sieht also, dass die genaue Spe-
zifikation der Klasse I zulassiger Instanzen wichtig ist.

2. GreedylndependentSet enthalt in Schritt 2 einen gewissen (durch beliebi-
ge Wahl aufgeldsten) Nichtdeterminismus. Selbst, wenn man fur Graphen
weil3, dass es eine Wahlmadglichkeit in Schritt 2a gibt, sodass seine Vari-
ante von GreedylndependentSet flr diese Graphen die optimale Losung
findet, ist das auf solche Graphen eingeschrankte MISp-Problem (immer
noch) NP-vollstandig.
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3. Das Auffinden grof3ter Cliqguen in einem Graphen (MaxClique) ist genauso
schwer —auch im approximativen Sinne— wie das Auffinden kleinstmogli-
cher unabhangiger Mengen, denn C C V ist maximal Clique in G = (V, E)
genau dann, wenn C ist maximal unabhangige Menge in G¢ = (V,EC),
EC = {v,v} | v,v/,v € V,v £V {vw,v'} ¢ E}, dem Komplementgraphen. ~»
heuristische ldee fur MaxClique, moglichst gro3gradige Knoten zu wahlen.

4. Unser Approximationsalgorithmus liefert fir die Klasse G4 der Graphen mit
Maximalgrad d eine maximale unabhangige Menge der Mindestgrof3e d%].
Der ,Restgraph® (erzeugt durch Entfernen der maximalen unabhangigen Menge) hat
Maximalgrad d — 1 (denn sonst kénnte man einen Knoten mit Grad d noch in die
unabhangige Menge nehmen, im Widerspruch zur Maximalitat), sodass sich auf ihn
wiederum der Approximationsalgorithmus anwenden lieBBe. Auf diese Weise
kann man eine (d + 1)-Farbung des Ursprungsgraphen erzeugen.



Ein kleines Beispiel:

Optimaler Reiseweg eines Handelsreisenden durch die 15 gro3ten Stadte Deutsch-
lands. Der Weg ist der kiirzeste von 14! > 10'% méglichen.
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Minimum Traveling Salesperson MTS
(Handelsreisendenproblem)

[ : vollstandiger gerichteter Graph G = (V,E),V ={v1,...,vn}

mit positiven Kantengewichten.

(Abstandsfunktion; D (v, vj)-Matrix lber Q)
St {vipy.-ovip ) VIV =T1,...,n—1: (vi].,vim) € E]

und (iy,...,1n) ist Permutation von (1,...,n)}

— alternative Schreibweise Wort der Lange n tUber V
m:D(vy,... v ) = Z ] v1 , Vi +1) + D(vy,, vy,) Lange der Tour
opt:min

MTS ist sehr bekannt. G. Reinelt, The Traveling Salesman, Computational Solutions for TSP
Applications, LNCS 840, 1994, ist ganz MTS ,gewidmet*.

Bezeichnung: Fur Tour f € V* sei E(f) = {(u,v) € V? | Ix,z € V* : f = xu - vz oder f = vxu}. ~»
D(f) = D(E(f)).
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Spezialfall: metrisches MTS (kurz: MMTS), d.h. D ist Metrik, also:
e Vu,v:D(u,v) = D(v,u) (also ,ungerichteter Graph®)
o Yu,v,w:D(u,w) < D(u,v) + D(v,w) (A-Ungleichung)
e Vu,v:D(u,v) =0 &5 u=v

Aus der A-Ungleichung folgt unmittelbar: Ist

fl = (Vih""viik) eine Teilfolge von f = (vi], ... Vi ), 80 qilt D(f") < D(f).

Mitteilung MTSp und MMTSp sind NP-vollstandig.
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Greedy-Algorithmen fur Minimierungsprobleme

Erinnerung: Idee fiir Uberdeckungsprobleme:

Starte mit Gesamtmenge X

(ist zulassige Losung, denn f(X) = 1)

Entferne sukzessive Elemente, sodass immer noch die Zulassigkeit
(modelliert durch f(X’) = 1 fur X’ C X) gewahrleistet ist.

Erinnerung: Uberdeckungseigenschaft ist “monoton”.

Alternative Idee:

Geeigneter Begriff einer “zulassigen Teilldsung”.

Dann: () ist zulassig, und sukzessiver Aufbau “von unten” ist mdglich.
Abgebrochen wird, falls die Teilldsung auch eine Losung ist.

~» nachfolgendes MMTS-Beispiel
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Ein Approximationsalgorithmus far (M)MTS
MMTS\N(G = (Vi E), D)

1. Setze P :=v furirgendeinv € V und Pgq := V.
2. Setze V' .=V \ {v}.

3. Solange V' # () tue:

3a. v sei ein Knoten aus V’, sodass
Yu S V/ . D(Pendav) S D(Pend)u)

3b. Pend :==V; P := P - Peng.
[- steht fUr die Konkatenation.]

3c. VI :=V’'\ {v}.
4. Liefere P.

Durch die Verwaltung der Menge V' ist klar, dass P ein zu keinem Zeitpunkt zweimal denselben
Knoten beinhaltet. M.a.W: das zuriickgelieferte P ist in jedem Fall zulassig.
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Lemma 3: Ist (G,D) eine Instanz von MMTS, und sei G = (V,E), n = |V]|.
Existiert eine Abblidung £ : V — Q mit

1. Vu,v € Vu #v: D(u,v) > min({(u), £(v))

2. W e V:iv) <Im*G,D),

Nl

so gilt:

S t(v) < ~([logn] +1) - m*(G, D)
veV

N |
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Beweis: Es seienvy,...,v, absteigend geman ihrer {-Werte sortiert. Wir beweisen zunachst:

Vi <k <n:m*G, Z Kvl

Dazu sei P* eine bestmdgliche Tour der Lange m*(G, D).

Betrachte Vi, = {vi € V| 1 < 1i < min(2k, n)}.

Py sei diejenige Teiltour von P*, die entsteht, wenn man nur die ,Stadte” aus Vi in der durch P*
vorgegebenen Reihenfolge durchlauft. Wegen obiger Bemerkung ist

D(Px) < D(P*) = m*(G, D).
Wegen der ersten Voraussetzung qilt ferner:
D(P) > > min(Qw), () = Y ol(w)
(u,v)EE(Py) v € Vi

fir gewisse «o; € {0, 1, 2}.
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Genauer gilt:
o = [{v; € Vi [ {vi, vj} € EAJ < i,

denn die v; werden als absteigend sortiert angenommen.
AuB3erdem ist

D x=[Vil < 2k

Vi€V
Wegen der absteigenden Sortierung der v; kbnnen wir

min(2k,n)
Z oil(vi) > Z £(vy)
A i=k-+1
abschatzen, indem wir oy = ... = o =0 UNd a1 = ... = Xpin(2k,n) = 2 aNNehmen. ~»
min(2k,n)
m*(G,D) >D(P) >2- Y  L(v).
i=k+1
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Summieren wir diese Ungleichung fur
k=2, j=0,...,[logn] —1,

so erhalten wir:

[logn|m*(G,D) = Z m*(G, D)

j=0
[logn]—T1 min(2'n) n

> > 20 > ] =2-) tw)
j=0 i=2141 i=2

Mit der zweiten Voraussetzung, aus der m*(G,D) > 2 - {(v;) folgt, ergibt sich die Behauptung
des Lemmas. O
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Satz 4: Es sei (G = (V,E), D) eine Instanz von MMTS, |V| = n. Ist myN(G, D)
die Losung der von MMTSyN (G, D) gelieferte Tour, so qilt:
mNN(G>D)
m*(G, D)

< S(Tlogn] +1)

Bem.: Logarithmische, nicht konstante Approximationsgute!
Spater besser!
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Beweis: Wir wollen das vorige Lemma anwenden. Dazu: fir die von MMTSynn gelieferte Tour
P =vi,...v;i legen wir fest:

v _ J Dlvi,vi,, ), 1<i<n
K(vlj) - { D(\)in)\)i])) j —n

Augenscheinlich ist

n
mNN G D Z(Z
j=1
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Warum durfen wir das Lemma anwenden, um Satz 4 zu zeigen?

Zu Voraussetzung 1: Es seien vy, v;, zwei Stadte der von MMTSny gelieferten Tour.
Ist j < k, dann ist

L(vi,)) = D(vi,vi,,) < D(vy,vi )y

denn sonst ware v;, statt v; , vom Algorithmus MMTSnn gewahlt worden.
Ist j > k, dann gilt entsprechend

e(vlk) — D(Vik)vik+1) S D(vlk)vlj)'

Zu Voraussetzung 2: Betrachte einen Knotenv € V.

Nach Def. von { gibt es einen ,benachbarten® Knoten u € V auf der MMTSyn-Tour mit £(v) =
D(v,u).

Gemaf einer optimalen Tour P* gibt es zwischen v und u zwei disjunkte Wege; jeder dieser
Wege hat wegen der A-Ungl. mind. die Lange D(v, u). Daher ist:

m*(G,D) =D(P*) > 2-D(v,u) =2-{(v).

Hinweis: Popularitat von TSP ermisst sich leicht im Internet.
Oft werden hier auch Metaheuristiken getestet, wie genetische Algorithmen. (Link!)
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http://fbim.fh-regensburg.de/~saj39122/vhb/NN-Script/script/gen/k040401.html

