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Algorithmen und Datenstrukturen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches / Einflhrung
e Grundlagen: RAM, O-Notation, Rekursion, Datenstrukturen
e Sortieren

e Worterblcher und Mengen

Graphen und Graphalgorithmen



Abstrakter Datentyp Menge |: Algebraischer Standpunkt

Eine Menge wird beschrieben durch ein Tupel (D, x, €, &€, 1,0, M, \,n) mit
D Datentyp (Sorte); daraus abgeleitet: set(D), list(D) [letzteres wird vorausge-
setzt] ~» mehrsortige Signatur

X :— set(D) Erschaffen einer Menge
c:set(D) — B Testen, ob Menge leer ist
c:set(D) x D — bool Element-Testen
L:set(D) x D — set(D) Einflgen (insert)

L:set(D) x set(D) — set(D) Vereinigung

M:set(D) x set(D) — set(D) Durchschnitt

\ :set(D) x set(D) — set(D) Differenz

n:set(D) — list(D) Aufzahlen (enumeration)

Viele weiter Operationen sind denkbar / winschenswert.



Implementierungen |

Sind die darzustellenden Mengen Teil eines kleinen, endlichen Universums (Wer-
tebereichs) U = {uq,...,uyn}, so wahle Bitvektor-Darstellung:

s : {0, T}[1..N], s[i] = 1 gdw. i ist in der durch s dargestellten Menge enthalten.
Wahrend das Einfligen somit in O(1) Zeit geht,

kosten insbesondere Vereinigung, Durchschnitt und Differenz sowie der Ele-
menttest Zeit O(N).

Das ist zu teuer fur viele Anwendungen.

Hinweis: Ist das Universum “sehr klein”, so passen Bitvektoren evil. bereits in ein einzelnes Spei-
cherwort; dann gehen auch alle “teuren” Operationen in konstanter Zeit.



Implementierungen i

Die Feld-Implementierung (Bitvektordarstellung) ist speicheraufwandig.
~> ungeeignet bei gréBeren Universen.

Sind die betrachteten Teilmengen dennoch klein, bietet sich eine Listenimplementierung an.

Variante 1: ungeordnete Listen: groBter Nachteil: Das Vereinigen (analog fir andere Mengen-
operationen) zweier Mengen der GréBe n und m kostet O(n - m) Zeit.

Variante 2: geordnete Listen (Vorauss.: Definition einer geeigneten Ordnung auf den Mengen)
Dann geht z.B. das Vereinigen zweier Mengen der GréBe n und m in O(n + m) Zeit.

|dee: paralleler Durchlauf durch beide Listen (siehe Tafel)

Es genigt als Grunddatenstruktur eine einfach verkettete Liste. (Warum?)



Worterbucher: Mengen mit eingeschrankten Operationen

Far viele Anwendungen werden nicht alle Operationen auf Mengen bendotigt.
Grundlegend wichtig scheinen oft die folgenden Operationen zu sein:
Nachschlagen (Lookup), also die Elementanfrage

Einfugen (Insert)

Loschen (Delete) eines einzelnen Elementes (musste gemal3 bisheriger Spezi-
fikation durch andere Mengenoperationen nachgebildet werden (wie genau?))
Initialisieren (init/clear)

Uberlegen wir: Wie teuer sind die Operationen bei den drei vorgestellten Imple-
mentierungen?



Worterbucher : Bessere Datenstrukturen

1. Hashing

2. binare Suchbaume

3. AVL-Baume



Hashing

Eine Abbildung h : K — S heil3t Hash-Funktion oder Schliisseltransformation, wenn |K| > |S|
gilt. Insbesondere liefert h eine Hashtabelle der GréB3e |S|.

S heiB3t auch die Menge der Ziel-Schliissel oder Behélter.

Die Menge K reprasentiert die Daten, die “gehasht” werden sollen.

Diese Reprasentation selbst erfolgt durch Urschlissel.

Typischerweise wird die Menge der Ziel-Schllssel als Anfangsstlick der natirlichen Zahlen ge-
wahlt: S C{0,..., m—1}.

Diese Menge heil3t dann auch Adressraum. In dieser Lesart geht es also um das geeignete
Abbilden von Urschlisseln in den Speicher.

Hinweis: Typischerweise wird in der Praxis immer nur eine kleine Teilmenge K’ C K mit h
abgebildet. Die Menge S’ := {h(k)|k € K’} sind dann die tatsachlich genutzten Schllissel.

Das Verhaltnis 3 = % liefert uns den Belegungsfaktor. (Manchmal auch %.)

Der Fall k #£ k’ A h(k) = h(k’) wird als Kollision bezeichnet. Eine injektive Hash-Funktion heif3t
perfekt, u.a. weil sie keine Kollisionen erzeugt.



Hashing
Kriterien far eine gute Hash-Funktion:

1. Theoretisch: Surjektivitat;
praktisch: gute Speicherausnutzung, ausgedrtckt durch Belegungsfaktor

2. Kollisionsarmut (im Widerstreit zu 1.)
3. Schnelle Berechenbarkeit

4. Die zu speichernden Urschlissel sollten mit der Hash-Funktion moglichst
gleichmaflig Gber alle Zielschllssel verteilt werden.



Hashing - lllustration
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Zum Kollisionsproblem

Angenommen, unsere Hashfunktion verteilt die n tatsachlich zu verteilenden
Urschltssel vollig gleichmafig auf die m Behalter (jedesmal, wenn so eine Zu-
weisung ansteht), mit n < m.

Sei P(1) die Wahrscheinlichkeit daftir, dass der i-te Urschlissel auf einen freien
Behalter abgebildet wird, wenn alle “vorigen” Urschlissel ebenfalls kollisionsfrei
abgebildet wurden.

~» Wahrscheinlichkeit, dass keine Kollision nach i Zuweisungen erfolgte, betragt
P(1)-P(2)---P(i).

FUrn = 23 und m = 365 entspricht das dem Geburtstagsparadoxon:

Lediglich 23 zufallig ausgewahlte Personen gentgen, um mit Wahrscheinlichkeit
> 0,5 zu gewahrleisten, dass zwei von ihnen am selben Tag Geburtstag haben.
FUr uns bedeutet es: Kollisionsfreiheit ist nicht vollig zu umgehen.
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Zum Kollisionsproblem
Schauen wir uns die Wahrscheinlichkeitsrechnerei genauer an:

Die Wahrscheinlichkeit, dass k zufallig gewahlte Schlissel paarweise verschie-
dene Hashwerte haben, ist:

m—1m—2 m—k+1 k—1 1 k—1 —i —k(k—1)/2
I m m  0om =115, (1_ﬂ_1>§”i—oe m — emklkt)am,

Diese Wahrscheinlichkeit wird kleiner als 50%, wennk > 1+ 1/2v/1 + 8mIn2.

Man Uberprife den Fall m = 365 und k = 23.
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Zum Umgang mit dem Kollisionsproblem

(1) Hashing mit Verkettung (auch offenes Hashing genannt):
Jeder Behalter wird durch eine beliebig erweiterbare Liste dargestellt.
Die Hashtabelle enthalt daher Listenkopfe.

(2) Hashing mit offener Adressierung: Neben der Hashfunktion h = hy werden
noch weitere Hashfunktionen h; definiert, die eine Kollisionsbehandlung ermog-
lichen.
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Hashing mit Listen - lllustration
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Hashing mit Verkettung Betrachte h : K — S.

1 falls x 4y und h(x) = h(y)
0 sonst

On(x,y) = {

Wir erweitern auf Urschlisselmengen U C K mit:

Op(x, U) = Zyeu On(%,y).

Ist U die Menge der abgespeicherten Urschlissel, so ist 6, (x, U) die Lange der
Liste an der Stelle h(x).

Wie grof3 ist 6 (x, U) ? Wir betrachten zwei Falle:

Im schlechtesten Fall: |U|; dann generiert Hashing zu linearer Suche.

Im mittleren Fall: Analyse folgt. . .
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Hashing mit Verkettung (mittlerer Fall) Betrachte h: K - S ={0,..., m—1}.

Annahmen: (1) h verteilt K gleichmafig.

(2) Die Urschlisselmenge U = {xq,...,xn} wird gemafn Gleichverteilung und
unabhangig voneinander “gezogen’”

Frage: Wie grof3 ist oy, (x, U) im Mittel ?

Sei h; = h(x;). Die ZV h; nimmt nach Annahmen die Zahlen in [0..m — 1] gleich-

wahrscheinlich an.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass { der Zahlen hq, ..., hn gleich einer

bestimmten Zahl z sind ?
Lésung ist Produkt dreier Terme (siehe DSL VL 17/18):

Y
m~*: Wahrscheinlichkeit fiir jedes der ausgewahlten Elemente, mit z tibereinzustimmen.

(_mn:1)n—e: Wahrscheinlichkeit fur jedes der nicht-ausgewahlten Elemente, mit z nicht Gbereinzu-
stimmen.

Dieses Produkt ist also die Wahrscheinlichkeit daflr, dass eine feste aber beliebige Liste die
Lange { besitzt.

( n ): # Moglichkeiten, £ Elemente aus n vielen auszuwahlen
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Hashing mit Verkettung (mittlerer Fall) (Forts.)
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Hashing mit Verkettung (mittlerer Fall) Betrachte h: K - S ={0,..., m—1}.
Vereinfachte Rechnung

Sei Lp(n) Lange der p-ten Liste (nach n Einfigungen).

Lp(n) ist eine ZV.

Aus Symmetriegrtiinden gilt fir den mittleren Fall (Erwartungswert): E[Lp(1)] =
E[Lq(mn)] far beliebige 0 < p,q < m.

Da h Hash-Funktion, gilt: 21161 L;(n) = n, und damit auch fur den Erwartungs-
wert:

m—1 m—1
n=E) Lml=) ELn)]=m-ElLpn).
1=0 1=0

Die mittlere Listenlange betragt also n/m.
Insbesondere fur n =~ m ist das ein erfreuliches Ergebnis.
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Hashing mit Verkettung (mittlerer Fall)

Unter den gemachten Annahmen kdnnen wir also schlussfolgern, wenn wir den
Belegungsfaktor 3 = % setzen:

1. Die mittleren Kosten der n-ten Einfligung sind O(f3).

2. Die mittleren Kosten von n Einfllgungen sind daher O(fn).

Der Belegungsfaktor entspricht dabei der mittleren Listenlange.

Das bedeutet: Mittleres Verhalten von Hashing mit Verkettung ist sehr gut beim
Einfligen, namlich O(1), wenn 3 klein ist.

Platzausnutzung ist gut, wenn {3 nicht zu klein ist,

2.B. bei B ~  ist beides gewahrleistet.
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Ungunstige Belegungsfaktoren kann man durch entsprechendes Verdoppeln
bzw. Halbieren der Hashtabelle (Rehash) vermeiden.

Dazu: Familie von Hashfunktionenh; : K — [0.2' —1],1=1,2,3,....

Benutze h;, solange 282 <n < 2%, also < B < 1.

Falls n = 2"+ 1, verdoppele Tabelle: Speichere alle Elemente mit Hilfe von h;
in neue Tabelle.

Falls n = 212 — 1, halbiere Tabelle: Umspeichern mit h;_.

Eigenschaften:

(1) Zugriff und Einfligen kosten weiterhin O(1) im Mittel.
(2) Ubergang von h; auf h;, 1 bzw. auf h;_; kostet O(21).
Lohnt sich der Aufwand ?
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Verhaltnis von Rehash-Kosten zu den ubrigen Kosten

Beobachtungen:

(1) Nach einem Rehash ist p = J.

(2) Beginnen wir, mit h; zu arbeiten, konnen wir (wegen (1)) wenigstens
min(Zi _ Zi—] ) 21—1 o 21—2) > Zi—Z

Operationen mit h; durchfiihren, bevor wieder ein Rehash noétig wird.
(3) Wenn wir die Kosten fur das Rehash auf diese Operationen umlegen (amor-
tisierte Analyse), so bendtigt jede dieser Operationen immer noch O(1) Zeit.

Also: Rehash lohnt sich !
Hinweis: Der benutzte Verdoppelungs- bzw. Halbierungstrick ist oft einsetzbar.
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Diskussion der gemachten Annahmen

Annahmen: (1) h verteilt K gleichmafig,

Diese Annahme ist leicht zu erfiillen. Ist m ein Teiler von N = |K|, so genligt
h(x) = x mod m (Divisionsmethode).

Ist N >> m, so ist die Annahme (1) “fast” erfullt, selbst wenn m kein Teiler von
N ist.

(2) Die Urschlisselmenge U = {xq,...,xn} wird gemafn Gleichverteilung und
unabhangig voneinander “gezogen”.

Dies ist im Grunde vom “Benutzer’ der Hashfunktion abhangig, der aber wie-
derum die genaue Darstellung von K oft nicht kennt und daher (selbst wenn er
wollte) dieses Kriterium nicht erfullen kann.

Untersuchungen an praktischen Beispielen haben jedoch gezeigt, dass die theo-
retischen Ergebnisse “meist” mit denen aus der Praxis Ubereinstimmen.
Genaueres: Mehlhorn, Abschnitt 11.2.1 Gber Symboltafeln bei Compilern
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Folgerung aus den gemachten Annahmen

Satz: Unter den genannten Annahmen qilt:

Hashing mit Verkettung gewahrleistet, dass die mittleren Kosten des Nachschla-
gens, Einfligens und Ldschens eines Elementes eines Worterbuches O(1) be-
tragen.

Die Kosten im schlechtesten Fall sind jedoch linear, genauer O(n).

Der Platzbedarf ist ebenfalls linear, genauer O(m).
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Die mittlere Lange der langsten Liste M LK

Unter den selben Annahmen gilt weiter:

Satz: Die mittleren Kosten flur den schlechtesten Fall bei Hashing (mit Verket-

tung) von n Elementen betragen O (blg(’l%), wenn B < 1.

Beweis: Sei {; die Lange der Liste i. P[{; > j] < ( 1)1 ) m.

MLK = E[max ¢]]= ) Plmax{ >j] < » min (hn- (%)H ' ]1—,)

)21 j>1

m

Sei i, :min{j - (27 o< 1} <minfj|n<jl,dan<m(@B<T).
Wegen j! > (j/2)//% folgt j, € O((logn)/(loglogn)) und so die Beh.
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Ein hilfreicher Rechentrick

Far ZV X gilt: PIX =k] =PI X > k] — P[X > k + 1].
Das liefert fir den Erwartungswert:

EXI=) PX=kk=) k-(PX>K—-PX>k+1)=) PX>Xk
k k

Das sieht man leicht ein durch die Struktur der Summanden.

Die mittlere Lange der langsten Liste M LK: Wozu ?
Lastverteilung bei paralleler Abarbeitung
Simulation eines globalen Speichers durch massiv parallele Architektur
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Das nachste Mal

Hashing mit offener Adressierung

(Perfektes Hashing)

Sollten Sie Schwierigkeiten beim Nachvollziehen der Analysen im mittleren Fall
haben, so mag das an mangelnden Kenntnissen (im Umgang mit oder in Gber-
haupt) Wahrscheinlichkeitsrechnung liegen.

Bitte bemUhen Sie sich, entsprechende Kenntnisse zu erwerben.

Die Formeln in den folgenden Vorlesungen werden nicht angenehmer...
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