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Algorithmen und Datenstrukturen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches / Einflhrung
e Grundlagen: RAM, O-Notation, Rekursion, Datenstrukturen
e Sortieren

e Worterblcher und Mengen

Graphen und Graphalgorithmen



Geordnete Mengen | als Warterblicher

Wir betrachten (wie bisher) Mengen M, allerdings mit einer totalen Ordnungsre-
lation < auf dieser Menge. versehen.
Beispiel: Betrachte M = Z mit der tblichen Ordnung.

Die Elemente von M kdnnen wir uns (zunachst) in einem Feld A[1..|M|] abge-
speichert denken, und zwar ordnungserhaltend, d.h.: 1 < j gdw. A[i] < A[j].
(Wir konnen die Forderung auch noch abschwachen, falls wir zulassen wollen,
dass zwei Elemente des Feldes gleich sein durfen. Versuchen Sie, fur diesen
Fall “ordnungserhaltend” zu definieren.)



Worterbucher: Mengen mit eingeschrankten Operationen

Nachschlagen (Lookup), also die Elementanfrage

Einfigen (Insert)

Loschen (Delete) eines einzelnen Elementes (musste geman bisheriger Spezi-
fikation durch andere Mengenoperationen nachgebildet werden (wie genau?))
Initialisieren (init/clear)

Wir wissen bereits: Das Suchen in geordneten Feldern geht schnell (logarithmi-
scher Zeitaufwand VL6).

Allerdings ist das Einfugen teuer (Linearzeit), da im Schnitt die Halfte der Feld-
elemente verschoben werden muss.

FOr nicht (oder nur sehr selten) zu verandernde geordnete Mengen ist die Dar-
stellung durch ordnungserhaltende Felder aber nicht schiecht.



Geordnete Worterbuicher

Algorithm 1 Allgemeine Suche Spezialfalle

Input(s): a sorted array A : Z[1..n], an element x Diese unterscheiden
Output(s): if found: position i such that x = A[i]; NO otherwise ~ SICh durch genauere
Angabe von “some
number”.

( Teilungspunkt)
Lineare Suche: 1 +— «
Bindre Suche:

x— 1, wn;

1 < some number in [x..w]

while (x #£ A[i]) A (w > «) do
if x < A[i] then

else ’ 2
X — i+ 1 Interpolationssuche:
1 ¢ some number in [x..w] i — x +
end while { x—Ald (o1 J
return i (if Afi] = x); NO otherwise A=A )




Geordnete Worterbucher |

Rekursion versus Induktion

Algorithm 2 Allgemeine Suche

Input(s): a sorted array A : Z[1..n], an element x
Output(s): if found: position i such that x = A[il;

NO otherwise

X — 1;w —n;

1 - some number in [x..w]

while (x £ Ali]) A (w > «) do
if x < A[i] then

w—1—1
else
x—1+1

1 ¢« some number in [x..w]
end while
return i (if A[i] = x); NO otherwise

Algorithm 3 Allgemeine Suche rekur-

siv SR

Input(s): a sorted array A : Z[1..n], an ele-
ment x

Output(s): if found: position 1 such that x =
Ali]; NO otherwise

i ¢ some number in [1..n]
if (x < A[i])A (1> 1) then
return rescale SR(A[1.1—1],x)
elseif (x > A[i]) A(i<n) then
return rescale SR(A[1+ 1..n], x)
else
return 1 (if A[i] = x); NO otherwise




Interpolationssuche am Beispiel: Wir sucheny = 7.

A:I2 4|?|9 12|21 26|31|3?|
X r

x =1+ 377%22 *x (9 —1) ~ 2,15 — 2ist neuer Teilungspunkt

A 2 4|? 9|12|21 26|31 3?|
Ii

Satz: Sind die Zahlen im Feld A[1], ..., A[n] gleichverteilt unabhangig aus dem
Intervall (1, r) gezogen, so betragt die Zugriffszeit flr Interpolationssuche im mitt-

leren Fall O(loglogn).



Algorithm 4 Allgemeine Suche

Geordnete Worterbucher : Zur Korrektheit

Schleifeninvariante
(A) (x e A = xec{Alal,...,Alw]H) A

Input(s): a sorted array A : Z[1..n], an element x B)a<w — a<i<w)

Output(s): if found: position i such that x = A[i]
NO otherwise

X — 1;w —n;
1 - some number in [x..w]
while (x # Ali]) A (w > «) do
if x < A[i] then
w—1—1
else
x — 1+ 1
1 - some number in [x..w]
end while
return i (if A[i] = x); NO otherwise

Beim ersten Schleifeneintritt: v*

Wird Schleifenrumpf betreten, so gilt entwe-
der x < A[i] oder x > A[i].

Da A sortiert, folgt aus x < A[i] (und der Gil-
tigkeit der Invarianten vor Schleifeneintritt):
(xe A = xec{Ala,..., Ali—1]}).
Analog: x > A[i].

Der zweite Invariantenteil ist Kklar.

Bei Schleifenaustritt gilt die Invariante sowie
(x = Al Vw < «). Gilt x # Alil, muss
w < asein. Ware x € A, so x = Ala] =
Ali] = Alw], Widerspruch zu x #£ A[il.



Geordnete Worterbucher|: Suchbiume

Dem allgemeinen Suchschema kann man leicht einen Baum zuordnen.

In den Knoten werden dabei die unterschiedlichen Werte des Teilungspunkies
eingetragen.

Beachte, dass bei linearer und binarer Suche der Teilungspunkt nicht von den
konkreten Feldinhalten abhangt,

Genauer hat bei linearer Suche der zugehorige Suchbaum lineare Gestalt, wah-
rend er bei binarer Suche ein Bindrbaum ist, bei dem sich die Blatter nur auf
zwei Ebenen befinden.

Das Nachschlagen kostet bei binarer Suche daher logarithmische Zeit: im schlimm-
sten Fall (der erfolglosen Suche) wird bis zu den Blattern ein Pfad verfolgt.

Das Einflugen ist jedoch sehr kostspielig, solange wir intern auf Feldern arbeiten
und der Suchbaum nur konzeptuell existiert; eine deutliche Verbesserung bietet
ein (expliziter) bindrer Suchbaum.

Hinweis: erster “Algorithmus der Woche” http://www—1il.informatik.rwth—aachen.de/

~algorithmus/Algorithmen/algol/Folien.pdf


 http://www-i1.informatik.rwth-aachen.de/~algorithmus/Algorithmen/algo1/Folien.pdf 
 http://www-i1.informatik.rwth-aachen.de/~algorithmus/Algorithmen/algo1/Folien.pdf 

Binare Suchbaume

Ein bindrer Suchbaum fir die n-elementige geordnete Menge M = {x1 < xy <
.+« < xnJist ein Bindrbaum mit n Knoten V = {vy,...,vn}. Es gibt eine Injektion
INH : V — M, Beschriftung genannt.

Die Beschriftung bewahrt die Ordnung, d.h., sind v; bzw. v; Knoten aus dem lin-
ken bzw. rechten Unterbaum des Teilbaumes mit Wurzel vy, so gilt INH(v;) <
INH(vi) < INH(v;).

~» Wir kdnnen den “Kindern” der Blatter des Suchbaums konzeptuell offene In-
tervalle (xg, x.1111) zuordnen. (siehe Tafelbild / Beispiel)

Ein Inorder-Durchlauf des Suchbaums listet daher die Menge aufsteigend auf.
Hinweis: Tatsachlich verweisen die Pointer in den Blattern auf NIL.

Praktischer orientierte Erklarungen finden Sie unter http: //www.matheprisma.

de/Module/BinSuch/index.htm.
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Korrektheit

Binare Suchbaume: Der Suchlauf Die  Uberlegungen  bei der Feld-
Implementierung lassen sich fast wortlich
Algorithm 5 Baumbasierte Suche lbertragen.

Input(s): a binary search tree T = (T;, 1, T), an Insbesondere gilt: Wenn das Programm in

elementx 1 {19 H " o .
Output(s): if found: node v such that x __einem “richtigen” Knoten terminiert, so ist

INH(v); NO otherwise x = INH(v).

VT Terminiert es hingegen in einem “Blattkind”

while ((v # NIL) A (x # INH(v)) do , :
if x < INH(v) then (also NIL), so stellt dieses Blattkind das

v« LEFT(v) Intervall I = (xg, X¢41) dar mit x € 1.
else Beachte: Einfligen von x ist jetz
v RIGHT(v) gac te.. tge | 0 st jetzt
end while leicht zu implementieren:
return v (if v # NIL); NO otherwise Nach erfolgloser Suche hat man

bereits die richtige Stelle gefunden.
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Loschen im binaren Suchbaum entspricht Streichen von Knoten.

Problem: Wir wollen weiterhin einen Binarbaum erhalten, der die Ordnung re-
spektiert.

Streichen von x mit x = INH(v).

1. Fall: Hat v nicht zwei Kinder, so gilt z.B. LEFT(v) = NIL. Dann ersetze v durch
RIGHT (v).

2. Fall: v hat zwei Kinder. Sei w der rechteste Knoten im linken Unterbaum von
v. Ersetze INH(v) «+ INH(w) und streiche w wie im ersten Fall.

Beachte: Die Mengenoperationen (implementiert auf dem Binarbaum) hangen
im Wesentlichen von der HOhe des Baumes ab. Diese wiederum richtet sich
nach der “Geschichte” des Auf- und Abbaus des Binarbaumes. Man kann zei-
gen, dass “im Mittel” so logarithmische Zeitkomplexitaten erzielt werden.

12



Durchschnittsanalyse fur binare Suchbaume

Frage: Wie viele Knoten befinden sich im Durchschnitt auf einem Pfad in einem
“zufélligen Bindrbaum” ?

(Das entspricht bis auf eine additive Konstante von Eins der mittleren Pfadlange.)
Zur Beantwortung dieser Frage mussen wir uns ein geeignetes Zufallsmodell
bereitstellen. Ein durchschnittlicher Suchbaum sei gemalf3 folgender Annahmen
definiert:

1. Er ist nur durch Einflgungen entstanden.

2. Mit Bezug auf die Einfligereihenfolge seien alle Permutationen der Menge der
gespeicherten Schlissel S = {x1, ..., xn} gleich wahrscheinlich.

P(n): mittlere Pfadlange in einem durchschnittlichen (bindren) Suchbaum mit n
Schltsseln.

13



Durchschnittsanalyse fur binare Suchbaume (Forts.)

Gemaf unserem Einflgealgorithmus wird das zuerst gewahlte Element in der
Wurzel des Binarbaumes abgespeichert.

Nach unserem Modell ist es fur jedes Element aus S gleichwahrscheinlich, die
Wurzel zu bilden.

Ist x;, 1 das Element an der Wurzel, so entsteht ein Binarbaum, dessen linker
Teilbaum 1 Elemente enthalt, und der rechte enthalt n — 1 4 1 viele.

Beide Teilbaume sind zufallig in unserem Sinne, genauer gilt:

Der linke Suchbaum ist ein durchschnittlicher Suchbaum mit den Schlisseln
Sp=1{x1,...,%J;

der rechte Suchbaum ist ein durchschnittlicher Suchbaum mit den Schlisseln

ST' — {Xi—I—Z) s )XTl}'
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~» Die mittlere Pfadlange in einem durchschnittlichen Suchbaum mit der Wurzel
x; betragt:

R IR L Sl TS D B ST

n n n
Der erste Term beschreibt die mittlere Pfadlange zu Schlisseln aus S; (plus
Eins, da ja von der “neuen Wurzel” x; aus gerechnet wird).
Der zweite Term beschreibt entsprechend die mittlere Pfadlange zu Schlisseln
aus Sr.
Der letzte Term berlcksichtigt den Beitrag von x;.

Gemittelt Gber alle n méglichen Wahlen der Wurzel folgt hieraus:

n—I
P(n) :%- S h- PO+ +m—i-1)-(Ph—i—1)+1)
1=0



P(n)

1 n—I n—I
) 2 Zl P(1)+2-Zl+n
1=0 1=0
1 n—I
) Z-ZI-P(l)—I—(n—U-n—I—n
1=0
2n—1



Lésen der Rekursion P(n) =1+ 5 Zn 1. P(i)

Lésungsidee: Summe stdrt ~» Flhre H|IfsgroBe Sn=){yi-P(i) ein:

1.Pm) =1+ Sn 1 (aus der alten Rekursion)
2. Sn =n-P(n) + S,,_1 (aus der Summendefinition)
1. und 2. liefern zusammen:

2 n-+2
Sn—Tl—I—nSn 1+ Sn— 1—Tsn 1 tn

mit den Anfangsbedingungen Sy =0 (und S; = 1).
Versuchen wir die Einsetzungsmethode: (genauer: Guting)

2 2 ]
Sn = n+i8n 1—n+i<(n—1) n —S, )
n n n—1
2 2
_ Al -n+1((n )+ s )
n n n—1 n—2"
_ TH_(n—l—Z)(n 1)+n—|—2.n—|—1.(n_2) n-—+2 n—i—] n S
n n n—1 n n-1 n-2
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MmM+2)n—-1) n+2 n+1 n+2 n+1 n

Shn = n+ + : (n—2)+ : : Sn_3
n n n-—1I n n—1 n—2
— 1 2 1
_ n’+(n—|—2)(n 1)_|_n—|—2.n—|— -(n—2)+n+ n+ S
n n n-—1I n—1 n—2
— — 1
_ Tl_l_(nJrZ(n 1)+n+2.n+1.(n_2)+n+2.n+1 (n—3)+ n s,
n n n-—1 n—1 n—2 —3
— (m+2)n+1) = gl o=z nes ]
N M+ (n+2) nn+1) M—In nm-=-2)n-1)

< Mm+2)(n+1)-H,» Erinnerung: Harmonische Zahl

~PMm) =14 28, <1+ 20 0 H <14 2Hpy = T+ 2In(n+ 1)

Ublich sind in der Informatik Logarithmen zur Basis zwei.
Dann konnen wir noch genauer die Proportionalkonstante angeben:

P(n) < (2-1n(2)) log,(n) ~ 1,386 log,(n)

Hlnwels Loschoperationen verschlechtern den mittleren Fall: Wird eine Folge von mindestens
n? Update- (kombinierte Lésch- und Einfligeoperationen) ausgefiihrt, so hat der entstehende
Baum eine erwartete Pfadlange von ©(y/n).



Stimmt die Abschatzung?

Lemma: Ein Baum mit n Knoten hat minimale mittlere Pfadlange, wenn es 2t
Knoten der Tiefe £ gibt mit 0 < { <logy(mn+1) — 1.

Genauer gilt:

Es sind n — 2Kt1 4+ 1 Knoten auf Tiefe k + 1, mit k = [logy(n 4+ 1)] — 1.

k
P(n) > l(Z(anw(kH)(nzk+‘+1))
1=0
= [k 2T 414 (k+2)(n— 2% 4 1))
> [n+1)] -1

Die verwendete Beziehung Z]f:1 i-2' = (k—1)2¥"1 + 2 sieht man leicht per
Induktion.
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Noch ein Differentiationstrick

f(x) = Zl xlzx-Zi-x1 T —x Zixl
i=1 i=1 i=1 x
k k k+1
d . d . d (x
= O = X— —1 —
i=1 1=0
x +xK L (kx—k = 1)

(x —1)?
Der bendétigte Spezialfall folgt durch Betrachtung von x = 2.

17



