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Algorithmen und Datenstrukturen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches / Einflhrung
e Grundlagen: RAM, O-Notation, Rekursion, Datenstrukturen
e Sortieren

e Worterblcher und Mengen

Graphen und Graphalgorithmen



In dieser (und auch der nachsten) Vorlesung | werden wir erfahren,

1. wie man andere Mengenoperationen effizient mit (fast) ausgeglichenen Such-

baumen implementiert,

genauer werden wir hierzu wieder AVL-Baume heranziehen

2. wie man Mengen mit anderen “Bedurfnissen” verwaltet, z.B.:
2a. Prioritatswarteschlangen oder

2b. Aquivalenzklassen



Mengenoperationen mit Suchbaumen

Mengen S werden haufig entweder als Bitvektoren (wenn das Universum U klein
ist) oder als Suchbaume gespeichert (wenn U grof3 ist).

Wir betrachten im Folgenden die Speicherung von Mengen als Suchbaume.

1. Ist S als Suchbaum T gespeichert, so lasst sich die Operation Seq(T) (S der
GrdéRe nach sortiert ausgeben) in Zeit O(|S|) ausflhren.

Beweis: T in inorder-Reihenfolge durchlaufen.

2. Ist S als Folge x1 < x9 < ... < xn gegeben, so I&sst sich in Zeit O(|S]) ein
Suchbaum erstellen, der gleichzeitig AVL- und BB[1/3]-Baum ist.

Beweis: Bekannte Baum-Interpretation eines Feldes.



Gewlinschte Mengenoperationen:

« IstTeilmenge (S,, S,) if §; < 5, then true else false
° Vereinigung (Sl-" SQ? 53) S3 <— S’l U SE’ SS Suchbaum
* Durchschnitt (5, 55, 53) 53 <=5, N5,
« Differenz (S, S,, S;) Sy« 8, -5,
b K()ple (‘Sfl? Sz) ‘“S*z <_ ‘Sw]!
e Anhingen (S, S,, S;) 1f max(S,) < min(\S, ) then
S, < S, uUs,,
e Spalten (S, a, S,, S3) S, < {x eS|x<a }

S, {x e x> a}




Lemma: Bei Speicherung von Mengen als Suchbaume kdnnen die Operationen
IstTeilmenge, Vereinigung, Durchschnitt und Differenz in Zeit O(|S4| + |S;|), die
Operation Kopie in Zeit O(|S7|) ausgefiihrt werden.

Beweis: a) Kopie ist klar

b) Seien Tyund T, Suchbaume fir S; und S,.

i) Bilde Seq(T;) und Seq(T,),

ii) FUhre die Operationen auf den geordneten Folgen aus i) aus (dies kann gleichzeitig mit i)
geschehen)

iii) bilde aus der Folge aus ii) einen Suchbaum

Zeitbedarf insgesamt: O(|S:] + |S,|).

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Mengen als gespeichert
sind.



Hiltsalgorithmus Anhédngen™(7, a, 15, T5)

Gegeben: AVL-Biaume 7, T, fir 5, S,, sowie Element a. Es
gelte max(9,) < a <min(s$,)

Gesucht: AVL-Baum 7}, fir S; =5, Ulafus,
Beispiel:




1. Versuch: Sei 0.B.d.A. Hohe(1)) = Hohe(T))

a) Steige 1n 7', ganz rechts hinab bis zum Knoten u mit
Hohe(T,) = Hohe(T5).

b)1) u1st Wurzel von 77:
Mache a zum Vater von 7', und 7, @
Hohe (7)) = Hohe (75) Iy 1,

11): u hat Vater v:
Mache a zum Vater von 7, ﬁ

N
La)
und zum Vater von u, @// - h
mache v zum Vater von a h 15
hl

I,

LA

Fehlversuch!



Griinde fiir den Fehlversuch:

l. Knoten u existiert nicht immer, denn die Hohe der
Biume kann beim Absteigen um mehr als je 1 vermindert
werden (1m Beisp. : Hohe(10) =4, Hohe(15) = 2)

2. Derneue Baum 1st 1. allg. kein AVL-Baum und lisst sich
auch nicht durch einfaches Rebalancieren dazu machen.

Seien /1, h  die Hohen von u bzw. v.
a)Esgilt h, >h >h -2 da T AVL-Baum

b) Wenn u emziger Sohn von v 1st, folgt 7, =0

Analyse: Se1 T AVL-Baum und se1 v Vater von u.

¢) h,=h,—2 gdw. der Teilbaum von v, in dem u liegt,
1st kleiner als der andere Teilbaum von v. (



Folgerung: Beim Abstieg ganz rechts im Baum sinkt die
Hohe der Unterbdume um 1 oder 2 bis zur Hohe 1 oder 0.

2. Versuch. Se1 0.B.d.A. Héhe(1,) = Hohe(T)

Algorithmus Anhédngen™(7',, 75, a, T3)

1. Steige 1n 7| ganz rechts ab bis zum ersten Knoten # mit
h < Hohe(T,)+1

2. Mache a zum Vater von « und 75. .
Falls # in T, emen Vater v hatte, P
mache ¢ zum rechten Sohn von v ( , T,

3. Rebalanciere ab v autwarts. / Zf \
11

1 =1,
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Korrektheit des Algorithmus:
a) der neue Baum 7 ist Suchbaum fiir S; =5, lajus,
b) T i1st AVL-Baum, denn

1. u existiert nach Folgerung, d.h. 7T existiert

2. Se1 h, = Hohe(T15), h:==h,
also h,<h =h<h,+1 ,daher a in Balance

e
* &
RS G g
Il /

3 Fille: h* = h-1, zu zeigen jewells: lokale
h* =h, Rebalancierungen auf dem
h* = h+1. Suchpfad liefern AVL-Baum



Fall 2.1: h* = h-1, daraus folgt 7 = h,+1, denn dann wurde
der rechte Teilbaum von 7, in Einerschritten
abwirts bis #, = h = h,+1 traversiert.

@Q? DRot.L() ﬂj !
N TN
-] /a h1 h @\ la) h
h=h(u) h=h-1 h*=h-1 h" h" m
h{ \h B 1n Balance, nicht hoher als
Eall 22+ B¥ = vorher, Rebalancierung fertig
all 2.2: h* =
N b+l in Balance, hoher geworden,
h*=h /\ Aufstieg und Rebalancierung
2 =h@ ho=h-] fortsetzen
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Fall 2.3: h* = h+1

N B in Balance, nicht hoher als

7’ \a, - ‘ erti
h*=h+] & vorher, Rebalancierung fertig

h=h(u) h=h by,
I |

Zeitbedart: O(Hohe(7)) — Hohe(75)),
denn man muss ganz rechts in 7, emnen Weg der Linge
Hohe(T,) — Hohe(7,)+c ab- und evtl. wieder aufsteigen.

Bem. Der Fall Héhe(1)) < Hohe(1,) geht analog
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Algorithmus Anhédngen (5, 5, , 5;)
 Se1 7, AVL-Suchbaum fir §; mit7 =1, 2;
o gei max(d;) <min(s,)
1. Losche grofites a aus S, 1n 7, (a 1st rechtester Knoten),
es entstehe 7", a, T,
. Anhédngen* (1}, a, T, , T3).
3. Dannist 7; AVL-Suchbaum fiur 5, =35, 05,

Zeitbedart: 1. O(Hohe(7)))
2. O(Hohe(S,)— Hohe(S,))

< O(max(Hohe(1)), Hohe(1),)))

LSTI Lsz ))

= O(max(log||$, |, log
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Algorithmus Spalten (5, a, S, , 53)
Se1 T, AVL-Suchbaum fiir §;
Verwalte linke und rechte Liste von Knoten u. Teilbaumen

1. Steige in den Suchptad durch Suche(a) hinab.
Se1 v aktueller Knoten:

a) Suchpfad fihrt zu rechtem Sohn von v: @ \
Nimm 7, v in linke Liste auf. T
b) Suchpfad fithrt zu linkem Sohn von v: /@
Nimm v, 7T 1n rechte Liste auf. T
c) Suchptad endet be1v = a: ’/a\‘
S
Nimm 77, v in linke Liste auf, N
Nimm 77 in rechte Liste auf. I T
d) Suchpfad endetbeiv=>bmit pH # g
Falls ¢ < b, nnimm v, 7 in rechte Liste auf, @

falls a = b, nnimm 7, v 1n linke Liste auf. I T 15



* Es entstehen Listen, jewells aufsteigend sortiert sind.
links: 7\, a,,1T,,a,,..T/, a, . Abarbeitung
rechts: (a,"), T, ", ...a, , 1, ,a,”", T, . Abarbeitung

2. Wende sukzessiv Anhidngen™ auf die linke und rechte Liste
an, kleine Baume zuerst:

links: Eintiigen (7", a,) = T,*
For i:= [ downto 2 do Anhangen*(7',,a. . T, ,T_, )
es entstehe 7,

rechts: Emfugen (7", a, )=T, *
. . 1 * *
For i:== m downto 2 do Anhdngen*(7, ,a!,,T",,T. )

P I—

es entstehe 77,
Es ailt: 75 und 7} sind AVL-Suchbidume fir
S,=1{xes, !

. 1 v _ ” A n
x<ajp, Sy=\xelS|x>a 16




Beispiel fiir Spalten (S, a, S, , S53)

links von 18:

12) k) T, a,,1,,a,, T, a;.
@@ @12@15@18
@ @ l 9 . Abarbeitung

@ @ rechts von 18:

T, a’". T,
19 20 23 Abarbeitung

a=1§8 T,
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Autbau der Teilbdume durch Einfiigen und Anhingen™

links von 18:
I\, a,,1,,a,, 15, ay’. o
@ 12 @ 15 @ 18 Abarbeitung
© 16 Einfiigen (7,, a;") = T,*

o AT
ET /@
(8) 13

Anhéingen*( 1;,a,.T, T,)

Anhingen*(1,.a,,T. ; : Tl* )

18



Autbau der Teilbdume durch Emnfiigen und Anhingen™
rechts von 18:
T a T, "

2
@/@ - ®/

8 Rot.Links(20) 1st Teil v.

/ 22 33 Anhéingen*(T;: al, T"T; )

7,

@ Zwischenzustand Anhingen*( 1, _,,a.["_?Tl'_:T.[* )
Emfugen (7,", a,’) =T1,*

19



Zeitbedart von Spalten (5, a, S5, 53):
Sei h! = Hohe(T)), h' = Héhe(T,),
Es gilt a) h  <h,

b) ‘ n

umstindlich zu zeigen,
<h —h+2 hier ohne Beweis

Also Autbauvon 7_, aus 7/, 7, kostet c- (lh;] —h:g|+l)
Zeit fur den Autbau von T aus 7' .. T

czq

|+ l)< c- Z (W, —h'+3) wegenb)
i=l
<c-Hohe(T)
Also Zeit fiir linke und rechte Liste: jeweils O(Hohe(7))
Daher Gesamtzeit des Algorithmus O(Hohe(7)) = O(log [|S
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Vorrangwarteschlangen | eine JAVA-Sicht, siehe http://java.sun.

com/Jj2se/1.5.0/docs/api/java/util/PriorityQueue.html.

Method Summary

boolean add(E o)
Adds the specified element to this queue.

void| ear()

Removes all elements from the priority queue.

Egmegﬁﬁigrgi comparator ()
h Returns the comparator used to order this collection, or null if this collection is sorted according to its elements natural

ordering (using Comparable).

Iterator<g= iterator()

Returns an iterator over the elements in this queue.

boolean uffer(E o)
Inserts the specified element into this priority queue.

=|peek()
Retrieves, but does not remove, the head of this queue, returning null if this queue is empty.

Im

poll()
Retrieves and removes the head of this queue, or null ifthis queue is empty.

boalean

remove (Object o)
Removes a single instance of the specified element from this queue, if it is present.

int size ( :I

Returns the number of elements in this callection.
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http://java.sun.com/j2se/1.5.0/docs/api/java/util/PriorityQueue.html
http://java.sun.com/j2se/1.5.0/docs/api/java/util/PriorityQueue.html

Beim NIST findet man... (National Institute of Standards),
http://www.nist.gov/dads/HTML/priorityque.html

A priority queue i1s an abstract data type to efficiently support finding the item
with the highest priority across a series of operations.

The basic operations are: insert, find-minimum (or maximum), and delete-minimum (or maxi-
mum).

Some implementations also efficiently support join two priority queues (meld), delete an arbitrary
item, and increase the priority of a item (decrease-key).

Formal Definition: The operations new(), insert(v, PQ), find-minimum or min(PQ), and delete-
minimum or dm(PQ) may be defined with axiomatic semantics as follows.

1. new() returns a priority queue

2. min(insert(v, new())) = v

3. dm(insert(v, new())) = new()

4. min(insert(v, insert(w, PQ))) = if priority(v) < priority(min(insert(w, PQ))) then v else min(insert(w,
PQ))

5. dm(insert(v, insert(w, PQ))) = if priority(v) < priority(min(insert(w, PQ))) then insert(w, PQ)
else insert(v, dm(insert(w, PQ)))

where PQ is a priority queue, v and w are items, and priority(v) is the priority of item v.

Hinweis: Beim NIST findet man ein eigenes Woérterbuch Uber Datenstrukturen, siehe http:
//www.nist.gov/dads/
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Zur Implementierung von Vorrangwarteschlangen

1. Mit AVL-Baumen kann man die Operationen insert, min und dm in logarithmi-
scher Zeit erhalten.

2. Alternativ bieten sich Min-Heaps (manchmal auch partiell geordnete Baume
genannt) an:

wie aus VL9 bekannt, kostet Einflgen sowie dm logarithmische Zeit, die Mini-
mumssuche selbst geht sogar in konstanter Zeit.
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Anwendungen

Prioritatswarteschlangen konnen fur die Implementierung diskreter Ereignissi-
mulationen (siehe VL Uber Simulation von N. Mdller) genutzt werden.
Dabei werden zu den jeweiligen Ereignissen als Schlussel die Zeiten berechnet,
das Ereignis-Zeit-Paar in die Vorrangwarteschlange eingeflgt und die Vorrang-
warteschlange gibt dann das jeweils aktuelle (d.h. als nachstes zu verarbeiten-
de) Ereignis aus.
Greedy-Algorithmen machen ebenfalls von Prioritatswarteschlangen Gebrauch,
da dort haufig das Minimum, bzw. Maximum, einer Menge bestimmt werden
muss.
Wir werden noch in der letzten VL sehen, wie Vorrangwarteschlangen beim Al-
gorithmus von Kruskal zum Einsatz kommen, ebenso wie die in der kommenden
VL vorgestellte Datenstruktur fir Aquivalenzklassen.
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