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Algorithmen und Datenstrukturen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches / Einflhrung
e Grundlagen: RAM, O-Notation, Rekursion, Datenstrukturen
e Sortieren

e Worterblcher und Mengen

Graphen und Graphalgorithmen



Organisatorisches

Vorlesungen M| 8-10 im HS 11/12; FR 12-14 im HS 13
Ubungsbetrieb Die Ubungen werden wéchentlich besprochen.
BEGINN: in der zweiten Semesterwoche DO 16-18, HS 12
Dozentensprechstunde DO, 13-14 in meinem Blro H 410 (4. Stock)
Mitarbeitersprechstunde Daniel Schmitt, MO 14-16, H429
Tutorensprechstunde

Sebastian Schlecht, MO 12.45 - 13.45, H407
Alexander Woskobojnik, FR 14 - 15, H447



Teilnahme an der Abschlussklausur

Termin Abschlussklausur: Letzte Semesterwoche oder erste Woche in der vor-
lesungsfreien Zeit
GENAUER: MI, 9.7., vermutlich nachmittags

Nachklausur zu Begin des nachsten Semesters.
Genaueres wird noch bekanntgegeben.

Sollten Sie an einer der Klausuren nicht teilnehmen kénnen, so legen Sie bitte
ein arztliches Attest vor; andernfalls wird die Klausur mit 0 Punkten bewertet.



Aufwandanalyse

meistens bei uns: Zeitaufwand
manchmal auch von Interesse:
Speicherverbrauch

Anzahl Prozessoren
Energieverbrauch



Aufwandanalyse Was wollen wir genau abschatzen ?

Meist: Abschatzung des schliimmsten Falles (worst case analysis)

Das bedeutet: Versuche, den Aufwand, den Eingaben der Lange n schlimmstenfalls verursachen
kdnnen, “mdglichst genau” durch eine Funktion f(n) anzugeben bzw. nach oben abzuschatzen.
FUr die Praxis oft eigentlich interessanter, aber weit schwieriger zu besorgen:
Abschatzung des mittleren Falles (average case analysis)

Hierzu nétig: Kenntnisse Uber die Haufigkeiten, dann interpretiert als Wahrscheinlichkeiten, von
Vorkommen in der Eingabe der Lange n, also der Eingabeverteilung.

Warnung: Annahme von Gleichverteilung ist oft verkehrt.

Selten praktisch, aber flr untere Schranken theoretisch wertvoll: Abschatzung
des besten Falles



Ein Beispiel aus VL1 Lineare Suche nach Wert x im Array 2[00, n-1]:

i = 0;
while ((1 < n) && (A[i] !'= x))
it++;

Wieviele “Schritte” fihrt der Algorithmus im schlimmsten Falle aus ?

Eingangs erfolgt eine Zuweisung.

Jedesmal, wenn die Schleife betreten werden soll, werden zwei Tests durchgefihrt und die (Boo-
leschen) Ergebnisse per Konjunktion verknUpft.

Mit dem nachfolgenden Inkrement (im Schleifenrumpf) werden “im negativen Fall” (x wird nicht
gefunden) je Schleifeniteration vier “Operationen” durchgefihrt.

Im schlimmsten Fall wird x nicht gefunden, es werden also n (vergebliche) Schleifendurchlaufe
durchgefuhrt sowie noch ein abschlieBender negativer Test der ersten Bedingung (i < n).
Insgesamt sind das also 4n+2 Operationen.

Aufgabe: Geht es “besser” ?



Ein Beispiel aus VL1 Lineare Suche nach Wert x im Array A[0, n-11]:
Wir nehmen jetzt an, es gabe noch das Element A[n] in der Deklaration des

Feldes, dieses wird aber nur als Hilfselement genutzt:

i =0; A[n] = x;
while (A[1] != x)
i++;

Eine Analyse wie im vorigen Fall liefert:

Im schlimmsten Fall wird x nicht gefunden, es werden also n (vergebliche) Schlei-
fendurchlaufe durchgefuhrt und somit insgesamt 2n+3 Operationen ausgefuhrt.
Beim Verlassen der Schleife kann man wieder an der Laufvariablen erkennen,
ob das Element im “eigentlichen Feld” A[0, n-1] enthalten ist oder nicht.

Wir haben bei dieser Version Ubrigens auch keine Probleme mehr mit der Se-
mantik des logischen UND !

In der Praxis sind solche Verbesserungen um den Faktor 2 interessant !



Vom Vernachlassigen der Konstanten oder
Wie vergleicht man Laufzeiten verschiedener Algorithmen ?

Absolute Laufzeiten in Millisekunden sind stark abhangig von Hardware, Be-
triebssystem, Programmiersprache, Compiler, gewahlten Beispielen, ...

Es ist oft nicht klar, was als Schritt gezahlt werden soll: Bei bestimmten Aufga-
ben (wie z.B. der Suche) werden oft nur die Vergleiche gezahlt (s.u.).

Lasst sich die Laufzeit von Algorithmus A; (1 = 1,2) zur LOsung desselben Pro-
blems fur Eingaben der Gré3e n abschatzen durch T;(n), und ist T;(n) = cini,
c; > 1, so ist bei genlgend grof3en Eingaben A; irgendwann besser als A,,
unabhangig von den Konstanten c;.
~» Versuchen wir, Wachstum von Funktionen unabhangig von multiplikativen und
additiven Konstanten auszudrlcken.



O-Notation

Definition (Paul Bachmann 1894, spater von Edmund Landau popularisiert):
Es seien f,g € RN. g(n) = O(f(n)) firn € N, falls 3M, ny € N, so dass gilt:
vn > ng:lg(n)| < IMf(n)

Hinweis: Ungenauer (asymmetrischer) Gebrauch von “="; genauer ist O(f) als Menge von Funk-
tionen aufzufassen, dann misste man g € O(f) schreiben. Diese Sicht nehmen wir oft ein.

D.E. Knuth liest O (wie Bachmann) als “Gro3-Omikron”; weitere Schreibweisen:
g € QO(f) gdw. f € O(g) (definiert wiederum Funktionenmenge)
g e O(f)gdw. g € O(f) N Q(f).
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Einige Beispiele
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konstanter Aufwand, unabhangig von n

linearer Aufwand (z.B. Einlesen von n Zahlen)
Aufwand guter Sortierverfahren (z.B. Quicksort)
quadratischer Aufwand

polynomialer Aufwand (bei festem k)
exponentieller Aufwand

Bestimmung aller Permutationen von n Elementen
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Hm =3y % m-te harmonische Zahl
Moglicherweise bekannt aus Analysis: Die Folge Hy konvergiert nicht gegen
eine konstante Zahl, sondern sie wachst Gber alle Maf3en.

Frage: Wie “schnell” wachst Hy, mit m ?
Antwort: “Etwa so wie der Logarithmus zur Basis zwei.”

Satz: vn(1 + 5 < Hpyn < 1+ mn), also Hm € O(log(m)) (Basis egal).

Beweis: |A: klar fur n = 0, denn H; = 1.
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IS (fr erste Ungleichung): Angenommen, die Aussage qilt fir n. Dann rechnen wir:

Hywnr = Z}
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Entsprechend sieht man fir die zweite Ungleichung:

2n+1

1

Hn+1 — :Hn -

2 z-l—.E :
i=2n+1

14+n+2". 21—“ IV und einfache Absch.

T+n+1
= IT+Mn+1)

Nach dem Prinzip der mathematischen Induktion folgt die Behauptung.



Konkreter Vergleich

Annahme: 1 Schritt dauert 1 us = 0.000001 s
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Anwendung |in der Algorithmik: Laufzeitanalyse

Verschiedene Analysen sind von Interesse:

e bester Fall (best case)

e mittlerer Fall (average case)

e schlimmster Fall (worst case)

FUr den eigentlich meist interessantesten mittleren Fall waren auch noch Annah-
men Uber die zu erwartende Eingabeverteilung sinnvoll.
Meistens beschrankt man sich bei der Analyse auf den schlimmsten Fall.
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Anwendung in der Algorithmik: Laufzeitanalyse von for-Schleifen (Beispiele)

Minimumsuche in einem Array der Lange n

min = a[0];
for (i = 1; i < n; 1i++)
if(ali] < min) min = afli];

n “Schritte” fiir n Daten ~» Laufzeit ©(n)

for (1 = 0; 1 < k; 1it++) for (i = 0, 1 < k; 1++)
for (3 = 0; 7 < k; Jj++) for (3 = 0; J < k; J++)
brett[1][]] = 0; 1f (a[i1i] == al3j]) treffer = true;
k2 Schritte fir k% Daten k2 Schritte fir k Daten
~» linearer Algorithmus ~» quadratischer Algorithmus
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Anwendung in der Algorithmik: Laufzeitanalyse von while-Schleifen (Beispiele)

Lineare Suche im Array

i = 0;
while (1 < n) && (al[l] !'= x)
it++;
Laufzeit: bestenfalls 1 Schritt = O(1)
schlimmstenfalls n Schritte = ©O(n)
im Mittel 5 Schritte =  ©(n)

Annahme far den mittleren Fall: Es liegt (gleichwahrscheinliche) Permutation der
Zahlen von 1 bis n vor. Dann ist die mittlere Anzahl

_1n,Nn
TRt
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Erinnerung: Geometrische Verteilung

Wir werfen wiederum wiederholt mit einer Minze, die mit Wahrscheinlichkeit p
“Kopf” zeigt.
Wie oft muss man werfen, bis das erst Mal “Kopf” erscheint ?

X: ZV, die die Anzahl der nétigen Wurfe beschreibt.

Definitionsbereich von X: Menge der endlichen Folgen von Minzwdurfen.
X(e) ist dann der Index der ersten Stelle, die “Kopf” ist.

Beispiel: X((Zahl, Zahl, Zahl, Kopf, Zahl, Kopf)) = 4.

Wertebereich von X: Menge der positiven ganzen Zahlen.

PIX=kl=(1-p)<'p

P[X = -] ist Wahrscheinlichkeitsdichte wegen geometrischer Reihe:
e PX=K=32,(1-p)p=p- 1p—1.
p— ‘]_
EXI =37k (1—p)* P:ﬁ k:ok(l—P)k:%' pzpz]lg
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Anwendung in der Algorithmik: Laufzeitanalyse von while-Schleifen (Beispiele)

Lineare Suche in 0/1-Array (also x, a[i] € {0,1})

i = 0;
while (1 < n) && (al[i] !'= x)
it++;

Bester und schlimmster Fall wie bisher.
Mittlerer Fall bei Annahme einer “Erfolgswahrscheinlichkeit” pro Stelle von 1/2
und der weiteren (in der Regel falschlichen) Annahme der Unabhangigkeit auf-
einanderfolgender “Experimente”
~» Erwartungswert der geometrischen Verteilung ist 2 (unabhangig von n)
~> (1) im mittlereren Fall
Gilt analog fur beliebige “endliche Alphabetgro3en”
18



o, w-Notation|: Angabe vernachlassigbarer Terme

Definition (Paul Bachmann 1894, spater von Edmund Landau popularisiert):
Esseienf, g € RN. g(n) = o(f(n)) furn € N, falls V¢ > 03n, € N, so dass gilt:
vn > ng :g(n)| <lcf(n))

D.E. Knuth liest o als “Klein-Omikron”; weitere Schreibweisen:

g € w(f)gdw. f € o(g) (definiert wiederum Funktionenmenge)
Frage: Wie lautet die “entsprechende Aussage” fur w zu folgendem Satz ?

Satz:

geolf) & 1im 22 _p

19



Satz:

geolf) & 1im 22—

Beweis: Wir betrachten vereinfachend den Fall, dass f und g nur nichtnegative Werte annehmen.

Sei g € o(f). Wére lim, % = d > 0, dann golte:

9

Veangvn > ny - ( €(d—e,d+e).
f(n)

Mit e = ¢ = d/2 qilt also:
vn #mnp:g(n) > cf(n),
im Widerspruch zur Def. von o(f).
Umgekehrt folgt aus g ¢ of(f) die Existenz eines ¢ > 0, sodass flir manche beliebig grof3
wahlbare n qilt: g(n) > cf(n). Daher kann der fragliche Grenzwert nicht verschwinden.
Frage: Wieso existiert der Grenzwert aus dem ersten Beweisteil GUberhaupt ?
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Weitere Eigenschaften

Satz: (Transitivitat) Fir op € {0, O, w, Q, O} qilt:
Mit f € op(g) und g € op(h) folgt: f € op(h).

Satz: (Reflexivitat) Fir op € {O, Q, @} gilt: f € op(f).

Satz: (Symmetrie) f = O(g) gdw. g = O(f).
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Weitere Schreibweisen

Das “Gleichheitszeichen” wird mit den “Landau-Symbolen” streng von links nach
rechts gedeutet.
So meint man mit:

t(n) =s(n) +06(g(n))

Es gibt eine Funktion f € ©(g), sodass t(n) = s(n) + f(n).
Ferner bedeutet:

t(n) +0(g1(n)) = s(n) +O(ga(n)) :

Zu jeder Funktion f; € ©(gq) findet sich eine Funktion f, € ©(g,), sodass
t(n) + f1(n) = s(n) + fH(n) gilt.
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Amortisierte Analyse |Hinweis: Mehr Beweise dazu im Skript von Rudolf Fleischer.

Oft wird der schlechteste Fall eines komplizierteren Algorithmus abgeschatzt
durch die schlechtesten Falle der Teilschritte; dies vermeidet die Aggregat-Methode,
eine Moglichkeit der amortisierten Analyse.

Beispiel: Wir wollen zahlen (abschatzen), wie viele Bitwechsel beim Inkremen-
tieren eines k-Bit-Zahlers von 0 bis (25X — 1) entstehen. Eine einfache Analyse,
ausgehend vom schlimmsten Fall eines einzelnen Inkrements, liefert O(k - 2%).
Geht es besser ?

Betrachten wir die Anzahl der Bitwechsel bei einem Zahler mit 3 Bit:

Zahler |OOOO 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000
Anzahl Bitwechsel | 0 1 2 1 3 1 2 1 4
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Beobachte: Das niedrigste Bit andert sich bei jeder Inkrementation, das nachst
hohere bei jeder zweiten, das wiederum nachst hdhere bei jeder vierten usw.
Damit ergibt sich bei n Inkrementationen folgende Summe von Bitwechseln:

e e B B
2 22 23 2k] = =2
Diese Summe kdnnen wir nach oben abschatzen:

L x|
n) <n) ;<
i=0 i=0
Ein einzelnes Inkrement kostet daher amortisiert 2 Bitwechsel, nicht etwa k wie
zunachst abgeschatzt.



