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Algorithmen und Datenstrukturen | Gesamtibersicht

e Organisatorisches / Einflhrung
e Grundlagen: RAM, O-Notation, Rekursion, Datenstrukturen
e Sortieren

e Worterblcher und Mengen

Graphen und Graphalgorithmen



Rekursive Algorithmen / Prozeduren

Prozeduren kann man bei ihnrem Aufruf Parameter Gbergeben, und bei ihrer Be-
endigung konnen Prozeduren auch Werte an inren Aufrufer zurtickgeben.

Diese Eigenschaften laden geradezu dazu ein, dass Prozeduren in ihrem Inne-
ren wiederum “sich selbst” aufrufen; solche Prozeduraufrufe heif3en auch rekur-
siv. Prozeduren mit rekursiven Aufrufen heif3en auch selbst schlicht rekursiv, und
ebenso Algorithmen, die mit rekursiven Prozeduren dargestellt werden.



Rekursion am Beispiel: Sortieren durch Mischen (Mergesort)

funktion mergesort (feld);
falls (GroRe von feld <= 1) dann antworte feld
sonst
halbiere bestmoglich feld in linkes, rechtes

antworte merge (mergesort (linkes) ,mergesort (rechtes)) ;

Ilch wechsele teilweise bewusst ab und an Darstellungen von Algorithmen, so wie Sie es auch in
der Literatur vorfinden; hier ahnlich zu Wikipedia.



Sortieren durch Mischen: Ein Beispiel

Aufteilen:

Mischen:

a

elx

n

L




Laufzeitabschatzung

Es sei T(n) eine obere Schranke fir die Laufzeit von mergesort auf Feldern der Gro3e n.

Auf Feldern der GréBe 1 braucht der Algorithmus offenbar konstante Zeit, d.h., T(1) = c.

Wenn wir annehmen, merge brauche Linearzeit ebenso wie das (implizite) Feldaufspalten (Hal-
bieren), so gilt furn > 1:

T(n) <a-n+T(h(n))+ T(ha(n))
flr eine geeignete Konstante a > 1. Hierbei seien hy(n) und h,(n) die GréB3en der beiden “Half-
ten”, also gilt stets hy(n) + hy(n) = n, und hy(n) = n/2, falls n gerade ist; sonst muss geeignet
auf- bzw. abgerundet werden.
Sind wir nur am gréBenordnungsmafigen Wachstum von T interessiert, kbnnen wirc = a = 1

setzen.
AuBerdem kénnen wir hy(n) = hy(n) = [n/2] setzen (stets aufrunden). (Warum ?)

Wie 16st man aber eine Rekursionsgleichung der Form T(n) < n+2T([n/2]) ?
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Analyse von Rekursionen

Bei der Ressourcen-Analyse von rekursiven Algorithmen enstehen oft Rekur-
sionsgleichungen, die gelost werden mussen. In einer Rekursionsgleichung far
eine Funktion f wird zur Berechnung der Funktion fir den Wert n die Funktion
fir andere, kleinere Werte verwendet. Allgemein hat eine Rekursionsgleichung
die Form f(n) = G(f(1);f(2);...:f(m —1)).

Eine Rekursionsgleichung definiert eine Funktionenschar (alle Funktionen die
die Gleichung erflllen).

Aus der Funktionenschar wird eine Funktion durch Festlegen weiterer Para-
meter spezifiziert, z.B. durch Lésen der Anfangswertbedingungen f(1) = ajy,
f(2) = ay, ..., f(k) = ay.

Beispiel: Betrachte die Rekursionsgleichung T(n) = 2T(n — 1) und T(0) = 1.
Offenbar gilt: T(n) = 2™ (explizite Darstellung).



Losen von Rekursionsgleichungen
Ziel: Uberf(ihren in eine geschlossene, nichtrekursive Form

Induktive Einsetzungsmethode: Anhand der Rekursionsgleichung wird eine LO-
sung geraten und durch Induktion bestatigt. Oft enthalt die vermutete Losung
noch zu spezifizierende Parameter, diese ergeben sich oft durch einen Koeffi-
zientenvergleich der flr den Induktionsbeweis notwendig wird. (konstruktive In-
duktion).

Bei der /terationsmethode wird die Funktion auf der rechten Seite immer wieder
durch die Rekursionsgleichung ersetzt. Dann wird versucht die rechte Seite in
eine geschlossenen Form zu bringen.



Rekursive Algorithmen — Divide and Conquer. Teile und herrsche

Viele Algorithmen zerlegen das zu I6sende Problem einer Gro3e in 2 oder meh-
rere Teilprobleme mit einer geringeren Grof3e.

Die Teilprobleme werden (rekursiv) berechnet und die Losung aus den Ergeb-
nissen zusammengesetzt. Die Laufzeit fir eine Eingabe der Lange n setzt sich
also zusammen aus der Laufzeit flr die kleineren Eingaben plus der Laufzeit die
benotigt, wird die Eingabe zu zerlegen und die LOsung zusammenzuflgen.

Procedure: DivideAndConqgquer (x:Elingabe)
IF |x| =1 THEN
berechne Ldsung | fir x direkt.
ELSE zerlege X 1in zwel (gleichgroBe) Teile X7 und X
l; = DivideAndConqguer (X1)
l, = DivideAndConquer (X2)
berechne Ldsung | fir x aus |} und ;.
RETURN 1

Beispiel: Mergesort



Rekursive Algorithmen — Divide and Conquer Analyse

Der Aufwand fur das Zerlegen und Zusammenfigen sei cn + d.
Die Komplexitat ergibt sich damit zu: T(n) < 2T(n/2) + cn + d:

Wir versuchen eine LOsung zu der Rekursionsgleichung zu finden und diese zu verifizieren.

Bei jedem Aufruf halbiert sich die Problemgré3e, nach log,(n) vielen Schritten wird die Gré3e
1 und damit das Ende der Rekursion erreicht. Da sich die Anzahl der Teilprobleme jedesmal
verdoppelt, summiert sich die Anzahl der Schritte (vermutlich) jeweils wieder zu cn + d.

Wir vermuten daher eine Lésung der Form T(n) = « 4+ n + dnlog, n.

Die vermutete Losung « + n + dn log, n setzen wir induktiv ein:

Tm) = cn+d+ 2f(n/2)
= cn+d+2(x+ B(n/2) +d(n/2)log,(n/2))
= cn+d+ 20+ pBn+omnlog,n —om

Koeffizientenvergleich liefert x = —d und 6 = c. Dies ergibt Funktionen der Form

{—d+pBn+cnlog, | B € R}

Der Wert von 3 ergibt sich aus der Anfangswertbedingung.
Fir T(1) =13 z.B. ergibt sich aus —d + 3 + clog, 1 =13,dass 3 = d + 13.
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Beispiel: lterationsmethode fir f(n) = n + 3f(n/4).
lteriertes Einsetzen und Ersetzen der Summe ergibt:
fn) = n+3f(n/4) =n+ 3(n/4+ 3f(n/16))
n+3n/4+92n/16 +3f(n/64)) <n+3n/4+IM/16+ ...

i T
< n-igo(3/4) —n-1_3/4—4n—0(n)

Die Anfangswertbedingung f(1) = a wirkt sich nur auf die in der O-Notation
verborgenen Konstanten aus.
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Hauptsatz der Laufzeitfunktionen (engl.: master theorem of recursion)

Betrachte folgende Laufzeitfunktion:
Tn)=a- T(%) +fm), mit T(1)=0(1)

Hierbei sind a > 1 und b > 1 Konstanten.

f(n) bezeichnet eine von T(n) unabhangige und nicht negative Funktion.
Interpretation der Rekurrenz T(n):

a: Anzahl der Unterprobleme in der Rekursion

b: Anzahl Teile des Originalproblems, welches wiederum durch alle Unterproble-
me reprasentiert wird

f(n): Kosten (Aufwand) die durch die Aufspaltung des Problems und der Kombi-
nation der Teillosungen entstehen
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Aligemein
Falls gilt:

Dann folgt:

Beispiel

Aus der Formel ist
folgendes
abzulesen:

1. Bedingung:
Werte einsetzen:

Wéhlee>0:

2. Bedingung:
(nur im 3. Fall)

Ist die Bedingung
erfillt, so gilt:

Damit gilt far die
Laufzeitfunktion:

Erster Fall Zweiter Fall

fln)0O (?11055 a—E) fireine>0 f(n) €O (nlog,,a)

T(n)e© (nbg*’“ log(n))
T(n)=2T(%) +10n
a=2 b=2

Fluy=10n

loga=log2=1
f(n)eo© (n'°g°“)
10n € © (nl)

T(n)©O (nlog*’ “)
T(n) = 8T(%) + 1000n’

a=8 b=2
Fl) = 100057

log a=log,8=3
f(n) € O (n===") foreine>0
1000r% € O (?13_5)

100012 € O (n?) mite=1 10n €0 (n) V

T(n)coO (nk’g*’ “) Tn)c®O (nk’g*’ ¢ loglfn))

T(n) € O(n°) T(n) € B(nlog(n))

Hauptsatz der Laufzeitfunktionen (engl.: master theorem of recursion)

Dritter Fall

f(n) e (n"’gh“+‘) fireine > 0,

und ebenfalls fiir ein e mit 0<e < 1 und hinreichend groBe n gilt:
af(3) <cf(n)

T(n)<sO(f(n)

T(n) = 2T(%) 4 n?

a=2 k=2
ﬁn]=n2

loga=log2=1

f(n) € Q (n'=+) fareine>o
n? € Q (')

n? e Q(n?) mte=1

af(§) <ef(n)

Setze auch hier obige Werte ein:
2(2)* < en® o3’ < on’
Wihle c = va

Yn>1: %ng < %ng

T(n)ec0B(f(n))

T(n) € ©(n")

13



Hauptsatz der Laufzeitfunktionen (engl.: master theorem of recursion)
... meistert nicht alles:
Betrachte T(n) = 2T(n/2) +nlogy(n), also f(n) = nlogy(n), sowiea =b = 2.

Fall 1: Gilt f(n) = O(n'—€) ? Nein.
Fall 2: Gilt f(n) = ©(n) ? Nein.
Fall 3: Gilt f(n) = Q(n'*€) ? Nein.

Das “Master Theorem” ist also nicht anwendbar.
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Hauptsatz der Laufzeitfunktionen (allgemeinere Form)

Sei T : N — N die zu untersuchende Abbildung der Form

m

T(n) =) T(an)+f(n),

i=1

WobeioqéR:O<oq<1,m€N:m21undf(n)e@(nk)mitkEN:kzo.

T wird hierftr implizit durch T(x) := T(|x]) oder T([x]) fir x € R* fortgesetzt.

(@(nk) falls 5™ (k) < 1
~ T(n) € 4 @( klogn) falls 3 1™ ( '; ]
ymit ¥ (af) =1 falls 30 (ak) > 1
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lterationsmethode flur den Hauptsatz der Laufzeitfunktionen:

g(n)
lrogb(n)—1 . . h
Lemma: T(n) = O(nlogs(a)) 4 [d - f(n/V)].

=0

Beweis: Es qilt:
Tn) = f(n)+T(n/b)
= a’(f(n/b%) + a'(f(n/b") + a(T(n/b?)))
= a%(f(n/b%) + a'(f(n/b") + a*(T(n/b?)
a’(f(n/b%) 4+ a'(f(n/b")) + a*(f(n/b*)) + - - - + =M (T(n/ploeM 1)) 4 gloel™ . T(1)

Strenggenommen gilt dies nur, falls n eine Potenz von b ist. ..
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Zum Beweis des Hauptsatzes musste
man noch g(n) diskutieren.

Wir erortern nur einen Fall.

Die anderen beiden Falle sind dhnlich
(nur etwas schwieriger).

Gilt f(n) = ©(nlogv(a)), so folgt:

17



