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Automaten und Formale Sprachen | Gesamtiibersicht

e Organisatorisches

e EinfUhrung

e Endliche Automaten und regulare Sprachen

e Kontextfreie Grammatiken und kontrextfreie Sprachen

e Chomsky-Hierarchie



Endliche Automaten und regulare Sprachen

1. Deterministische endliche Automaten

2. Nichtdeterministische endliche Automaten

3. Regulare Ausdrcke

4. Nichtregulare Sprachen

5. Algorithmen mit / far endliche Automaten




Regulare Sprachen

Eine Sprache L C X* heif3t requlargdw. es ein endliches Monoid (M, o, e}, einen
Monoidmorphismus h: (X*,-,A) — (M, o, e) sowie eine endliche Menge F C M
gibt mit

L={weX*|hw)eF}L

zu abstrakt ??



Ein |deterministischer endlicher Automat | oder DEA
wird beschrieben durch ein Quintupel

A = (Q> Z) 6) qO>F)

wobei gilt:

Q: endliche Menge von Zustanden (Zustandsalphabet)

2: endliche Menge von Eingabezeichen (Eingabealphabet)
6:Q x X — Q: Uberfiihrungsfunktion

do € Q: Anfangszustand

F C Q: Endzustande



Uberfiihrungstafel

Ein endlicher Automat kann vollstandig durch seine Uberfiihrungstafel beschrie-
ben werden.

Beispiel: Betrachte:

O alblc
—qg|r|r]|s
rT—|s|s|T
S S|s|s

In der ersten Zeile ist das Eingabealphabet beschrieben, in der ersten Spalte
das Zustandsalphabet; der eingehende Pfeil kennzeichnet den Anfangszustand
und der ausgehende den Endzustand (es konnten auch mehrere sein).



Automatengraph
Ein gerichteter, Z-kantenbeschrifteter Graph mit Knotenmenge Q:
~O 0
e
a,b,c @

“Eingangspfeile” kennzeichnen den Startzustand und doppelte Umkreisungen
die Endzustande.



Wie arbeitet ein DEA ?

Esseiw =aj...an € X" das Eingabewortvon A.
Die Arbeit von A auf w kann wie folgt beschrieben werden:

1. Setze q = qp.

2. FOrx = ay bis an tue:
Setze q .= 6(q, x)

3. Akzeptiere w gdw. q € F qilt.

L(A) bezeichnet die von A akzeptierte Sprache.



Exkurs: Relationen

Erinnerung: R C X x X hei3t (binare) Relation (auf X).

Die Diagonale Ax = {(x,x) | x € X} ist eine spezielle Relation.
R C X x X heif3t reflexiv gdw. Ay C R.

Das Produkt zweiter Relationen Ry, Ry auf X ist definiert durch:

RioRy ={(x,z2) e X x X |Jy € X: (x,y) € Ry A (y,z) € Ry}.

Satz: (2X*X o, Ay) ist ein Monoid.

Eine Relation R auf X heil3t fransitivgdw. R o R C R.
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Wir konnen auch Relationenpotenzen rekursiv definieren:
RI:=Rund R":=RoR" ! firn > 1.

Satz: Die so genannte transitive Hillle R := J,,>1 R™ ist die kleinste R umfas-
sende transitive Relation auf X fur gegebenes R C X x X.

Mit RO := {Ay} kdnnen wir genauso festhalten:

Satz: Die so genannte reflexive transitive Hille R* := (U, >0 R™ ist die kleinste R
umfassende reflexive und transitive Relation auf X fir gegebenes R C X x X.



Die von einem DEA A = (Q, X, 9, qp, F) akzeptierte Sprache kann man formal
wie folgt beschreiben.

Ein Element aus C = Q x X* heil3t Konfiguration von A.

Definiere eine binare Relation 4 auf C durch (q,w) -4 (q’,w’) gdw.
JdJaecX:w=aw’und q’ =6(q,a).

Die zweite Komponente einer Konfiguration ist die “Gbrige Eingabe”.

- A beschreibt den Konfigurationsubergang in einem Schritt.
Entsprechend beschreibt - n Schritte von A.

Daher konnen wir definieren:

L(A) ={w e X" [3q € F: (qo,w) F (q,A)}.
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Exkurs: Zustandsraum allgemein

Zustandsraum / Konfigurationsraum = Landkarte

Konfigurationsbergange = erlaubte “Einzelschritte”

Konfigurationsbergangsfolge = Weg auf der Karte
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Ein bekanntes Beispiel

Drei Missionare und drei Kannibalen wollen einen Fluss queren.
Das verfligbare Boot befordert hochstens zwei Personen.
Nebenbedingung: Die Kannibalen dirfen auf keinem Ufer in der Mehrheit sein.

Zustandsraum: {(1,j) | 0 < 1,j < 3} 1 Miss. /j Kann. am linken Ufer
Problem: Ubergang durch die Mitte

3 21 0
3 | Start
20 X X X
1] X X X
0 Ziel
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Was tut also “unser” Automat ?

LA)={w e 2™ [ (q,w) F (r,A)}.

weX* | (qw)Fa (nA))={ue ™[ (q,u) Fa (r,A)}{v e | (r,v) F3 (1,A)}

=

we [ (qw) 3 (r,A)}={a,bH{c" [n €N}
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Dualzahlen

Beispiel: Wir wollen einen Automaten A diskutieren, der Dualzahlen der Form
1010010 bzw. Dualbriiche der Form 10010 « 01110 erkennt.

(Der x soll der Deutlichkeit dienen flr das “Dualzeichen.”)

Wir wollen zur Erleichterung auch “leere Zahlen” akzeptieren und Zahlen der
Formen xxxxxx und xxxxx * 0 .

Das heif3t, der Automat soll alle Worter Gber dem Alphabet {0, 1, x} akzeptieren,
die keinen oder genau einen Punkt enthalten.

A = ({q,T, S}>{O>1)*})6> q>{q>r})
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6(q,0) = 4q, d(q,1) = ¢
6(q,*) = 7, ¥(r,0) T
d(r,1) = r, O(r,*x) = s
5(s,0) = s, b&(s,1) = s
d(s,*) = s

Die Beschreibung mittels einer Uberfiihrungstafel hat das folgende Aussehen:

O(, ) |0 T
— dq—= 9|9 |T
T — T | T |S
S S| S|S

VOllig aquivalent ist die Beschreibung als gerichteter kantenbeschrifteter Graph:



Hierbei haben wir uns erlaubt, Kanten zwischen den selben Knoten zusammen-
zufassen zu einer Kante mit einer Liste von Eingabezeichen.



Man erkennt, dass der Automat nur dann in einen Endzustand Ubergeht, wenn
er eine ganze oder eine ‘real’-Dualzahl liest. Wollen wir dagegen leere Zahlen
und Zahlen der Formen xxxxx* und xxxxx nicht akzeptieren, so mussen wir den
Automaten folgendermaf3en modifizieren:

(()T])/(S)

0.1

0.1 ‘ * \ ;
ES

,1

01,*

Wollen wir auch zulassen, dass Zahlen der Form xxxxx moglich sind, oder
fohrende Nullen vor einer Eins vor dem Dualzeichen unterdricken, missen wir
den Automaten weiter modifizieren. Dies sei zur Ubung Uberlassen.



Was “tut” der folgende Automat ?

O a b
—s|s (
q—|1T (
T rToT

Wie sieht der Automatengraph aus ?

Wie kann man L(A) beschreiben
e in Worten oder

e in Mengennotation?
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Lemma: L(A) =L:={a"b™ |n>0m > 1}
mit a® := A and a™*! = a™ - a (Wortpotenzen).

Der Beweis von L(A) = L hat in der Regel zwei Richtungen: (a) L(A) C L und
(b) LC L(A).

Beweistechnik: Induktion.

e flir (a) betrachtet das Induktionsargument i.d.R. n-Schritt-Konfigurationstiibergange
c "¢’

e flr (b) erfolgt das Induktionsargument hingegen tber die Wortlange n = |w|
mit w € L (oder aus L*).

17



Lemma 1:vn > 0:(s,a™) F* (s,A).
Beweis: v furn = 0. FUrn > 0:

(s,a™) = (s,a-a™ ) F (s,a™ ) F* (s,A)

Beweis von L(A) D L: Offensichtlich ist b € L das einzige Wort der Lange Eins
oder kirzerinLund b € L(A), denn §(s,b) = q.
Betrachte a"b™ € L mitn +m > 1. Gilt m = 1, so folgt mit Lemma 1:

(s,a™b) F* (s,b) F (q,A)
Fir m > 1 folgt mit der IH:
(s,a™™ 'b) H* (q,b) F (q, ).
In beiden Fallen ist a™b™ ¢ L(A).

18



Zustand r ist eine “Falle” in folgendem Sinne:
Lemma 2: Vv, w € I*: ((r,v) F* (x,w)) = x € {r}.

Lemma 3:vw e £*: ((q,w) F* (q,A)) = w € {b}*.
Beweis durch Induktion tber |w|. v flir n = 0.

Firm > 0 betrachte w = ajay...a, mitvVl <i<n:q; € X.
Diskutiere (q, ajay...an) F (x,az...an) F* (g, A).

Falls a; = a, so gilt x = r, und wegen Lemma 2 ist (x, a,...an) F* (q,A) unmdglich.

Ist a; = b, so gilt x = q, und die IH lieferta, =--- = a, = b.

Beweis von L(A) C L: Betrachte (s,w) ™ (q, A).
Firn=1,w=0b € L.

Furn > 1 erdrtern wir (s, w) = (x,w’) F™*1 (q, ).

Ist w = aw’, so x = s; die IH liefert die Behauptung.

Ist w = bw’, so x = q; dann folgt mit Lemma 3 die Behauptung.
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