Automaten und Formale Sprachen
SoSe 2007 in Trier

Henning Fernau
Universitat Trier
fernau@informatik.uni-trier.de



Automaten und Formale Sprachen | Gesamtiibersicht

e Organisatorisches

e EinfUhrung

e Endliche Automaten und regulare Sprachen

e Kontextfreie Grammatiken und kontrextfreie Sprachen

e Chomsky-Hierarchie



Endliche Automaten und regulare Sprachen

1. Deterministische endliche Automaten

2. Nichtdeterministische endliche Automaten

3. Regulare Ausdrcke

4. Nichtregulare Sprachen

5. Algorithmen mit / far endliche Automaten




Operationen auf Sprachen

Erinnerung:Eine Sprache ist eine Menge von Woértern.

Also: Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, ...von Sprachen liefern wieder
Sprachen, sind also Operationen auf Sprachen.

Eine Menge von Sprachen heil3t auch Sprachfamilie.
Wir haben bislang die Familie der regularen Sprachen REG kennengelernt.
Gleichermalf3en konnten wir die Familie DEA der DEA-akzeptierbaren Sprachen betrachten.

Ist f eine k-stellige Operation auf Sprachen und ist £ eine Sprachfamilie, so heif3t
L abgeschlossen gegen f gdw. fur alle Ly, ..., Ly € L gilt: f(Lq,..., L) € L.
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Ein Beispiel Was beschreibt folgender Automat ?




L(A) = {w €{0,1}* | wenthalt nicht das Teilwort 11}
= {w e {0,1}"| Aufjedes Vorkommen von 1
vor der letzten Stelle in w folgt 0. }

Satz: DEA-Sprachen sind komplementabgeschlossen.
Beweis: Sprachkomplement entspricht Endzustandsmengenkomplement.

Hinweis: Dies ist streng genommen gar kein Beweis, sondern die blo3 Angabe einer Konstruk-
tion, die zu vorgelegtem DEA A einen DEA A’ bastelt, fir den zu zeigen ware, dass L(A) das
Komplement von L(A’) akzeptiert. Man hat also zu zeigen: w € L(A) — w ¢ L(A’) und
w e L(A’) - w ¢ L(A). Die formale Durchfhrung ist lhnen zur Ubung tberlassen.



Das Beispiel




Schwieriger: Vereinigungsbildung

Wie kann man aus DEA-Beschreibungen fur

L; = {we{0,1} | wenthalt das Teilwort 11},
[, = {we{0,1} | wenthalt das Teilwort 00},

einen DEA far Ly U L, basteln ?

|dee: Verwende “irgendwie” Automaten fur Ly und fur L,.
Kann man EAs aus “Teilprogrammen” zusammensetzen ?



Ein DEA far L, sahe wie folgt aus:




Vereinigung durch mehrere Anfangszustande ??
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Ein |nichtdeterministischer endlicher Automat

wird beschrieben durch ein Quintupel

A= (Q>Z>6a QO)F)

wobei gilt:

Q: endliche Menge von Zustanden (Zustandsalphabet)

2 : endliche Menge von Eingabezeichen (Eingabealphabet)
6 C Q x X x Q: Uberfiihrungsrelation

Qo C Q: Anfangszustande

F C Q: Endzustande

Sprachfamilie: NEA.

oder NEA
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Uberfiihrungstafel

Ein endlicher Automat kann vollstdndig durch seine Uberfiihrungstafel beschrie-
ben werden.

Beispiel: Betrachte:

O 011
—qllqlT
r— | ql s

S s | s
Hq/ T/ q/
v —=1s"|q’

s’ |s'|s’
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Die von einem NEA A = (Q, X, 8, Qy, F) akzeptierte Sprache kann man formal
wie folgt beschreiben.

Ein Element aus C = Q x L* heil3t Konfiguration von A.

Definiere eine bindre Relation -, auf C durch (q,w) -4 (q’,w’) gdw. Ja € X :
w=aw’und d > (q,a,q’).

Die zweite Komponente einer Konfiguration ist die Resteingabe.

- A beschreibt einen moglichen Konfigurationstibergang in einem Schritt.
Entsprechend beschreibt -x n Schritte von A.

Daher konnen wir definieren:

LA)={we Z*|3qy € Qp,q € F: (qg,w) Fa (q,A)}.
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NEAs zur Spezifikation |

Beispiel: Gesucht: NEA, der in der Reihenfolge (aber nicht unbedingt neben-
eindander) die Zeichen 0, 1, 1T enthalt.

Losung:

d 0 ]
—q)497| (

T |T,S
S s |s,t
t— t t
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Dazu DEA ?!

|dee: “erstes Vorkommen” zu prifen gentgt !

—-g
+ln|3|=2|lo
+| |l =

Hinweis: Pattern Matching !
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NEAs zur Spezifikation Il

Satz: Jede endliche Sprache ist NEA-Sprache.

Beweis: Sei L = {wy,...,wm} C Z* mit
Wi = Qi1 Qigwy), 1 <1 <M.
Betrachte den folgendenmalf3en spezifizierten Skelettautomaten:
Q={1Lj)[T<i1<M,0<j < Ewy)l,
Qo ={(1,0) [K1 <M} und F={(i,{(wi)) <1< M]

o :{((i>j))aa (1»] + 1))“ S 1 S M>O S ] < E(Wi))ai,j-i-] — (l}.
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Unterschiede DEA / NEA Spezifikation
anhand der Uberfiihrungstafel; wie DEA, ABER:

e Eintrage dirfen leer sein, d.h. der Automat ist unvollstandig.
Manchmal auch bei DEAs zugelassen. .. (partielle DEAS)

e Es gibt mehr als einen Eintrag (das heif3t ja Nichtdeterminismus!).
e Es gibt eine Anfangszustandsmenge.

e Manchmal werden neben Buchstaben auch Worter als Spaltentberschrift
zugelassen, insbesondere das leere Wort: NEA mit A-Ubergangen.

17



Vereinigung leicht gemacht
Satz: NEA ist unter Vereinigung abgeschlossen.

Beweis: Es seien A; = (Qi, X, 81, Qip, K1) firi = 1,2 zwei NEAs.
Durch Umbenennen kénnen wir Q; N Q, = () voraussetzen.
Dann wird L(A;) U L(A;) beschrieben durch:

(Q1UQ2,E,01Ubd2,Q1oUQz0,F1 UFy).
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NEA=DEA

Beweis: O v'. Fir C betrachte NEA A = (Q, %, 5, Qq, F).
Die Relation 6 Iasst sich als Abbildung

51 Q x £ — 2 auffassen mit (q,a) — {re Q| (q,a,r) € 5.

Dies liefert auch eine Abbildung 8¢ : 22 x £ — 29, (P,a) — Upep 85(p, @).
Setze F/ = {P € 2° | PN F # 0} und betrachte DEA

A/ — (2Q> Z) 6f) QO) F/)

Behauptung: L(A) = L(A’).

Hinweis: Zustandsexplosion !
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Zustandsexplosion: ein boses Beispiel

Ly ={x €{0,1}" | {(x) > k, das k-letzte Zeichen von x ist 0 }

Lemma: L, kann durch einen NEA mit k 4+ 1 Zustanden erkannt werden, aber
durch keinen DEA mit weniger als 2% Zustanden.

Beweis: Der NEA ist durch folgende Tafel beschrieben:

— qo || do,qd1 | Yo
di diz1 | g1 [fUr0<i<k

qx —
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Warum ist das Beispiel “bose” ?

Ly ={x €{0,1}" | £(x) > k, das k-letzte Zeichen von x ist 0 }

Gabe es einen DEA A mit < 2K Zusténden fiir Ly, so muss es (Schubfachprinzip)
zwei Worter y1,y, € {0, 1}¢ geben und einen Zustand g mit (qg,y;) % (g, A)
fari=1,2.

Wihle j, sodass es ein Wort u € {0, 1V~ gibt mit y; = wajv; und y; = uayv,
mit {Cl] , (12} = {O, ]}.

Da [vi| = |vy| = k —3j, liegt genau eines der Worter yju bzw. you in Ly.
Andererseits gibt es ein q’, sodass:

i1 .
(qo,yiw) FX (a,w) Fy ' (a,A) furi=1,2,
d.h., yyu und y,u werden gleichermaf3en akzeptiert oder verworfen.
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Zustandsexplosion vermeidbar ?

Manchmal ja: durch “lazy evaluation” (Bereitstellen erst wenn notig!)

Beispiel: Betrachte den Skelettautomaten zu L = {a, aa, ab, abb} mit Zustands-
menge {(1,0), (1,1);(2,0),(2,1),(2,2);(3,0),(3,1),(3,2);(4,0), (4,1), (4,2), (4,3) .
Beginnen wir mit Qo = {(1,0), (2,0), (3,0), (4,0)}, dem Startzustand des DEA.
5¢(Qo, )—{(1 1),(2,1),(3,1),(4,1)} = Q

6f(QO> )

5¢(Qq,a) = {( ,2)1=:Q

5¢(Q1,b) = {( ,2),(4,2)} = Q3

6f(Q3> )

5¢(Q3,b) = {(4,3)} = Q4

6f((2),x) — 6f(Q2,X) — 6f(Q4,X) = @ fr x = Cl,b.

Endzustande sind Q1, Q7, Q3, Q4.

Anstelle von 212 hat unser DEA nur 5 Zustinde, weniger als Ausgangs-NEA!
Der so aus Skelettautomaten gewonnene DEA heil3t Prafixbaumakzeptor.
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A-Ubergange

Manchmal: NEAs mit A-Ubergéngen (kurz: A-NEA), d.h., fir die Uberfiihrungs-
relation  gilt: 6 C Q x (X U{A}) x Q.
Betrachte A-NEA A = (Q, X, 5, Q, F) und die Relation

Ry ={(d1,4d2) | (a1,A) Fa (d2,A)} € Q x Q.
Far A’ = (Q,Z,8’,Q, F) gilt L(A) = L(A"), wobei
Qy=1{da€Q3qp € Qp:(dp,a) € Ry}
6 ={(p,a,d) €QxExQ[3q€Q:(p,a,4q)€5,(q,9') € RyL
Es gilt fiorw = aqay...an_1 € £™: (qo, W) 3 (df,A), g € F, gdw.
3d4,4d1,4d7,---,dn € Q1 Vi € Zn(4qi,q;) € Ry, (ai, aj, di+1) € d mit gy, = g5
gdw. Vi € Zn(q{, a;,q{ ;) €8".
Die Konstruktion zeigt:
Satz: Zu jedem A-NEA gibt es einen aquivalenten NEA.
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Zur Berechnung der transitiven Hulle |
Motivation: R, ist die transitive reflexive Hulle der Relation 6 N Q x {A} x Q.

Betrachte allgemein X ={1,...,n} und eine binare Relation R auf X.
Frage: Wie berechnet man die transitive Hiille R™?
(Beachte: R* = (RURY)T))

Die Definition von R liefert direkt einen “O(n*)” Algorithmus:
Berechne R?, R3, ..., R™ und dann RT = JI* | R

Die “Verdopplungstechnik” liefert Ergebnis in Zeit O(n3 log(n)):
Berechne Ry := RZUR, Ry = (R)?UR, R, ..., RT = Rjggn.
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Zur Berechnung der transitiven Hiille Il

Der Algorithmus von Warshall/Floyd liefert kubischen Algorithmus.
Erinnerung: Binare Relationen kann man sich als “Graphen” veranschaulichen mit Grundele-

menten als Knoten und Deutung der Relation als Kantenrelation.
Berechnung der transitiven Hulle entspricht Berechnung aller Wege.

R[i,j, k]: Gibt es einen “Pfad” von i nach j,

der nur die Knoten 1, ..., k als Zwischenpunkte benutzt ?
R[4, j, 0] gdw. iRj (/nfixnotation far (i,j) € R).
R[,j,kl :=R[4,j,k—1]1V (R4, k, k— 1] ARLk,j, k—1]) fir k > 0.
Offenbar (?!) ist: RT™ = R[i,j,n].
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Zur Berechnung der transitiven Hulle Il
Wieso ist dies tatsachlich ein Algorithmus (entweder rekursiv oder iterativ) ?

R[1..n,1..n,0..n] ist 3-dimensionales Boolesches Array (Feld, Matrix), d.h., die
Eintrage lauten wahr oder falsch (1 oder 0).

FOr1i:= 1 bis n tue:
Farj := 1 bis n tue:

Fur k := 1 bis n tue:
FUir1i:= 1 bis n tue:
Firj := 1 bis n tue:

Damit klar: kubische Komplexitat, i.Z.: O(n3).
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Warum NEAs mit A-Ubergéngen ?

Lemma: Zu jedem NEA (mit A-Ubergéngen) gibt es einen &quivalenten NEA mit
A-Ubergéngen, der nur einen Anfangs- und nur einen Endzustand besitzt;

der Anfangszustand hat nur ausgehende Kanten und der Endzustand nur einge-
hende Kanten.

Beweis: Fuhre neuen Anfangszustand q, und neuen Endzustand g: ein.
Verbinde q zu allen “alten” Anfangszustanden mit A-Ubergéngen.
FUhre A-beschriftete Kanten ein von allen “alten” Endzustanden zu qgy.

Beispiel: Man veranschauliche sich die Konstruktion beim Skelettautomaten!
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Ein NEA-Generator-Kochrezept fiir Ubungsaufgaben ?!

1. Man nehme: ein Alphabet X, ein paar Sprachen Lgy,...,L_1 C X%, zwei
Menge Qg C Zy, F C Zy.

2. Nimm als Zustandsmenge Q = Zy.

3. Definiere als Ubergangsrelation &: (q, a,r) € 6 gdw. 3w € Lg:wa e L.
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Ein Beispiel
Fixiere k € N, k > 1 und ein Alphabet ¥ beliebig.

Wir definieren A = (X, Zy, &, {0},{0}) durch:

Li,k ={w € > Kk(w) — i}

far i € Zy mit Kochrezept.
Offenbar qilt: (i,a,j) € 0y &< j=1+1 (mod k).

Also ist L(Ak) ={we L*| ﬁk(w) — 0} = LO,k'
Mit beliebiger Endzustandsmenge F C Zy gilt: L(Ay[F]) = Uier L -
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Noch ein Beispiel (liefert “echten” NEA)

Betrachte ~ = {0, 1} und

Ly ={w € Z* | w enthalt 00 als Teilwort }
L; ={w € Z* | wenthélt 11 als Teilwort }
L,=x*
Nach dem Kochrezept gilt: 6 = {(p, a,7) | p,T € Z3,a € X}.

FUr beliebige Anfangszustands- und Endzustandsmengen gilt daher, dass der
Automat X* oder Xt oder () beschreibt.
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