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Das Pumping-Lemma

Satz: Zu jeder regularen Sprache L gibt es eine Zahl n > 0, sodass jedes Wort
w € L mit £(w) > n als Konkatenation w = xyz dargestellt werden kann mit
geeigneten x, y, z mit folgenden Eigenschaften:

1. L(y) > 0;
2. flxy) <m;
3. Vi>0:xy'z e L.

Hinweis: Die Umkehrung gilt nicht !



Zur Anwendung des Pumping-Lemmas (schematisch)

1. Wir vermuten, eine vorgegebene Sprache L ist nicht regular.

2. Im Widerspruch zu unserer Annahme nehmen wir an, L ware doch regular.
Dann gibt es die im Pumping-Lemma genannte Pumping-Konstante n.

3. Wir wahlen ein geeignetes, hinreichend langes Wort w € L (d.h., £{(w) > n).
Dies ist der Schritt, wo man leicht “gut” oder “schlecht” wahlt !
Bemerkung: Da wir ja vermuten, L ist nicht regular, ist L insbesondere un-
endlich, d.h., zu jedem n finden wir ein w € L mit {(w) > n.



4. Wir diskutieren alle mdglichen Zerlegungen w = xyz mit £{(y) > 0 und
f(xy) < n und zeigen fir jede solche Zerlegung, dass es ein i > 0 gibt,
sodass xy'z ¢ L gilt.

Die Komplexitat dieser Diskussion hangt im Wesentlichen von der
“geschickten” Wahl von w ab; das Anfangsstiick von w der Lange n
sollte “schon” sein.



Zur Anwendung des Pumping-Lemmas (ein geschickter Einsatz)
Betrachte L = {a*b¥ | k € N1
Ware L regular, so gabe es Pumping-Konstante n.

Betrachte a™b™ € L; denn: {(a™b™) = 2n > n und Prafix der Lange n ist a™
(sehr schon).

Diskutiere a™b™ = xyz mit {(xy) < nund {(y) > O:
Offenbar ist xy € {a}™ und damity = a™ flr ein m > 0.
~> Nullpumpen liefert a™~™b"™ & L, 4 zur Annahme, L ware regular.




Zur Anwendung des Pumping-Lemmas (ein ungeschickter Einsatz)
Betrachte L = {akb* | k € N1

Ware L regular, so gabe es Pumping-Konstante n. Da L nur Worter gerader
Lange enthalt, konnen wir annehmen, n ist gerade.

Betrachte w = a™/2b™/2 ¢ L mit £(w) = n.

Diskutiere w = xyz mit {(xy) < n und {(y) > O:

Fall 1: xy € {a}" (Nullpumpen ahnlich wie letzte Folie)

Fall 2: xy = a™2b™ mit m > 0.

Fall 2a: y € {b}™ (Nullpumpen &hnlich wie letzte Folie)

Fall 2b: y = a™™ mit ¥, m > 0. Dann liegt auch xy2z = a™2bma™d"/2 ¢ L 4
zur Struktur von L.



Die Spiegeloperation
Informell: wR ergibt sich aus w durch “Riickwértslesen” (Spiegeln).

Rekursiv: AR = A;
firw =vamitv € Z*, a € X definiere: Wk := a(vR).

Beispiel: (abcd)® = d(abc)R = dc(ab)R = deb(a)® = deba(AR) = debal =
dcba.

Erweiterung auf Wortmengen: LR = {wR | w € L}
Satz: Die regularen Sprachen sind unter Spiegelung abgeschlossen.

Beweis: Wichtig: Wahl des richtigen Modells!



Noch eine Anwendung des Pumping-Lemmas
Betrachte L = {w € {a, b}* | w = wR} (Palindrome)
Ware L regular, so gabe es Pumping-Konstante n fir L.
Betrachte w = a"ba™ € L mit {(w) > n.

Widerspruch ergibt sich durch Nullpumpen.



...und noch eine....

Betrachte L = {a¥" | k € N).

Ware L regular, so gabe es Pumping-Konstante n fir L.
Betrachte w = a1 ¢ L mit ¢(w) > n.

Widerspruch ergibt sich durch Nullpumpen:
Genauer haben wir, dass fir ein 0 < i < n stimmen muss, dass a("t1)°~1 ¢ L
gilt, im Widerspruch zu folgender Abschatzung, die a1t — ¢ annimmt:

T2§n2<n2+n+(n—i)+1 —n?+2n+1 —i:(n—H)z—i,
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Der Beweis des Pumping-Lemmas
Ist L endlich, so ist die Aussage trivial mit n := max{{(w) | w € L}.

Ist L unendlich aber regular, so wird L von einem DEA A mit n Zustanden ak-
zeptiert mit Anfangszustand q.

Betrachte ein Wortw =aj...am €L, a, € L, m > n.

Sei (qy, axr1 ... am) fir 0 < k < n die Konfiguration nach k Schritten von A.
Da hierbei n + 1 Zustande durchlaufen werden, gibt es nach dem Schubfach-
prinzip einen Zustand, der zweimal erreicht wird, d.h., 30 <r < s < n: qr = (gs.
~ Y = Qpyq...0s erflllt (gr,y) F3 (dr, A).

~ Vi >0: (qr,y!) Fy (ar,A).

Mitx = ay...arund z = agy7 ... am folgt die Behauptung.
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Nicht-Regularitat durch Abschlusseigenschaften

Beispiel: Betrachte die Menge L C {a, b}* mit der Eigenschaft, dass w € L liegt
gdw. w gleich viele a’s wie b’s besitzt.

Behauptung: L ist nicht regular.

Beweis durch Widerspruch: Wére L regulér, so auch L’ = L n {a}*{b}*, denn
{a}*{b}* ist regular, und der Schnitt zweier regularer Sprachen ist wiederum re-

gular.
Offenbar gilt: L’ = {a*b¥ | k € N, und von dieser Sprache wissen wir bereits,

dass sie nicht-regular ist.
4 zu unserer Annahme, L ware regular.

Auch hier Schwierigkeit: “Geschickte” Wahl der Operation. ..
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Aquivalenzrelationen (hoffentlich noch bekannt ?!)

Eine Relation R C X x X heiBt Aquivalenzrelation gdw.

(1) RO = Ay C R (Reflexivitat)

(2) RZ = R o R C R (Transitivitat)

(3) Mit R=1 ={(y,x) | (x,y) € R} gilt R~T C R (Symmetrie)

Eine AR auf X induziert eine Partition von X
in Aquivalenzklassen [x]g ={y € X | xRy.
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Eine Aquivalenzrelation auf **

Esseih: (X* -, A) = (M,o,e) ein Monoidmorphismus.
Dann ist x =, y gdw. h(x) = h(y) eine Aquivalenzrelation auf Z*.
(Es ist klar, dass diese Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist ?!)
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Noch eine Aquivalenzrelation auf **

Essei A =(Q,Z%,9,qp,F) ein DEA.
Definiere u =5 v gdw. 3qg € Q : ((qo,u) F5 (d,A)) A ((dp,v) F3 (d,A)).
(Es ist klar, dass diese Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist ?!)
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...und noch eine Aquivalenzrelation auf >*
Essei L C X*. L frennt zwei Worter u,v € X2* gdw. {u,viNnL| =1.

Zwei Worter u und v heil3en kongruent modulo L (i.Z.: uw = v), wenn fur jedes
beliebige Wort w aus X* die Sprache L die Worter uw und vw nicht trennt, d.h.

wenn gilt:
(VvweX*) (uwwel s vwel)
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Satz: Fiir jede Sprache L C I* ist = eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Reflexivitat: vu e 2*:u = u v/

Symmetrie:Vu,ve Z*:u= v=>v=uv

Transitivitat: vu,v,x e Z*: (U= vAV= X)) = u= x

Betrachte u,v, x,w € %*.

(a) Fallsuw € L, so auchvw € [, denn u = v; wegen v = x gilt daher xw € L, d.h., u = x.

(b) Falls uw ¢ L, ... (analog)
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Beispiel: Betrachte
L ={a*bNk > 0}
alb #; ab firi #j:
Verwende w = b1 mit albw € L und dJbw ¢ L.
Damit hat man fiir i = 1,2, 3, ... bereits unendlich viele verschiedene Aquiva-
lenzklassen [a'b] gefunden.
Genauer gilt: [a'b] = {alb, aiT1b?, alt?b3, ...
Ferner gilt: [ab] = L.
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Lemma: Es sei L C X* regular, d.h., L ist durch ein endliches Monoid (M, o, e),
einen Monoidmorphismus h : 2* — M und eine endliche Menge F C M be-
schrieben. Dann gilt: Falls u =}, v, so u =y v.

Beweis: Betrachte zwei Worter u,v € £* mit u =y v, also h(u) = h(v).

Da h Morphismus, ist fir w € £*: h(uw) = h(u) o h(w) = h(v) o h(w) = h(vw).
Also liegen entweder sowohl uw als auch vw in L oder beide nicht.

Daher gilt u = v.

Hinweis: Ahnlicher Beweis (iber DEA-Aquivalenz =, !

Folgerung: Ist L regular, so hat =1 nur endlich viele Aquivalenzklassen.
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Noch mehr Folgerungen aus dem letzten Beweis:

Betrachte regulare Sprache L C L* und sie beschreibene Homomorphismen h
bzw. Automaten A:

Ist £ := {Ly,...,Ln} die durch = induzierte Partition von X*, so qilt fir die
durch =y, induzierte Partition H :={Hy, ..., Hm} von X* (bzw. fir die durch =4
induzierte Partition A :={Ay,..., Ay} von X*):

FUr jedes H; (bzw. A;) gibt es ein L mit H; C L (bzw. A; C L;).

Daher heil3en H und A auch Verfeinerungen von L.
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Satz: [Myhill und Nerode] Eine Sprache L C 2" ist genau dann regular, wenn es
nur endlich viele Aquivalenzklassen bezuglich =; gibt.

Beweis: 1. L reguldr = L hat endlich viele Aquivalenzklassen (siehe Folgerung).

2. Umkehrung: Sei k Zahl der Klassen von =i, d.h. X* = [x7] U ... U [x4].
Definiere den Minimalautomaten A(L) = (S, £, 9, so, F) durch

Q — {[X1]) ceey [Xk]}
do = [A] )
F bestehe aus allen Aquivalenzklassen [x;] mit x; € L
o6([x], a) := [xa]
Wichtig: Mit [x] = [y] istxaw € L & yaw € L,
also auch [xal] = [ya], ~
5([x], a) = [xa] = [ya] = &([u], a)
~ 0 ist wohldefiniert!
Offensichtlich gilt ([A],x) F4 ([x],A) ~

x€LA)& 3JqeF:([e],x)Fi (q,A\) &= X e F&= xe L
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Beispiel: Betrachte L = {a}{b, a}*

e AZ amitAA=A¢gL ar=acL

ebZ amitbA=bgL,aA=acl

e AL  bmithAa=ael,ba¢glL

[ ) bWELb

o ClWEL(l
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Also gilt

mit dem Minimalautomaten




Warum heifBt der Minimalautomat so?

Lemma: Ist L regulér, so ist A(L) der DEA mit der kleinsten Anzahl von Zustanden.

Beweis: Zunachst sient man: ===, ~
# Zustande von A (L) ist gleich # Aquivalenzklassen von =;.

Aus dem Beweis von obigem Lemma lesen wir ab:
Ist A ein DEAmit L =1(A), soist:

# Zustande von A ist gleich

# Aquivalenzklassen von =, ist gréBer gleich

# Aquivalenzklassen von =;.
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Es gibt nur einen Minimalautomaten

Lemma: Der Minimalautomat ist “bis auf Isomorphie” (Umbenennen der Zustande)
eindeutig bestimmt.

Beweis: Es sei L regular und n die Zustandsanzahl von A (L) sowie die eines evtl. anderen DEA
A=(Q,%05qgo,F)mitL(A)=1L.

(Erinnerung: allgemein gilt |Q(A)| > n fir DEAs A mit L(A) = L, denn =, ist eine Verfeinerung
von =.)

Gilt nun sogar |Q| = n, so ist = ==x.

X LY S xZay = 3q € Q1 ((do,x) Fi (4,A) Al(do,y) Hy (a,A) far alle x,y € 2*.
Definiere ¢ : Q — 2% ,q — {w € Z* | (do,w) 4 (g,A)}. ¢ identifiziert die Zustande von
A mit den Aquivalenzklassen von = und somit mit denen von =;. Anfangs- und Endzustande
werden erhalten. FUr irgendein Wort wq € ¢(q) gilt: (1) (Iwglr, @) Faq) ([wqali, A) sowie (2)
(g,a) Fa (g’,A) mit ¢(q’) = [wqal;. Daher wird auch die Ubergangsfunktion mit ¢ erhalten,
liefert also insgesamt den behaupteten Automatenmorphismus.
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Automatenmorphismen

Es seien Ay = (Q1, X, 81, 9p1, F1) und Ay = (Q3, X, 83, qo, F2) DEA.

Eine Funktion f : Q1 — Q, heil3t Automatenmomorphismus von A7 nach A,
gdw.:

e Flralle a €  undfiralle g € Qq qilt f(81(q,a)) = 6,(f(q), a).
e f(dp1) = dop2-
e Flralleq € Qygilt:q € F; & f(q) € F».

Gibt es so einen Morphismus, so gilt L(A1) = L(A,).

Ist f bijektiv, ist f ein Aufomatenisomorphismus.
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Eine Anwendung des Satzes von Myhill und Nerode
Folgerung: Hat =; unendlich viele Aquivalenzklassen, so ist L nicht regular.

Beispiel: Zu
L = {a*bNk > 0}

hat =; unendlich viele Aquivalenzklassen, ist also nicht regulér.
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