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Eine algebraischere Betrachtungsweise von Sprachoperationen

Erinnerung: Eine Sprache L C * gehort zu REG gdw. es ein endliches Monoid
(M, o, e), einen Monoidmorphismus h: (X*,-,A) — (M, o, e) sowie eine endliche
Menge F C M gibt mit

L={weX*| hiw)eFL

Satz: REG ist gegen Komplementbildung abgeschlossen.

Beweis: Sei L C X* durch ein endliches Monoid (M, o, e), einen Monoidmorphismus h : (X*,-,A) —
(M, o, e) sowie eine endliche Menge F C M spezifiziert. Dann spezifizieren (M, o, e), h und M\ F

gemeinsam Z* \ L. (Beweiseinzelheiten zur Ubung.) O



Monoide aus Monoiden |

Es seien (M, o,e) und (N, O, 1) Monoide.
Dann kann man die Menge M x N zu einem Monoid machen durch komponen-
tenweises Anwenden der Operationen; definiere daher:

(m,n) [o,d)(m/,n) := (mom/, non’).
Satz: (M x N, [o, O], (e, 1)) ist ein Monoid, das Produktmonoid.
Satz: Sind hm : (X, A, I) — (M, O, e) und hy : (X, A, I) — (N, L, 1)
Monoidmorphismen, so auch der Produktmorphismus

hM X hN X — M X N,X — (hM(X),hN(X)).

Beide Satze lassen sich auf Produkte endlich vieler Monoide bzw. Morphismen
verallgemeinern. In dieser Form werden wir sie im Folgenden benutzen.



Mengenoperationen als Sprachoperationen allgemein
Satz: Ist f eine k-stellige Mengenoperation, so ist REG gegen f abgeschlossen.

Beweis: Betrachte k regulare Sprachen L;, spezifiziert durch endliche Monoide (M;, oy, e;), Mor-
phismen h; und endliche Mengen F; C M,;. Dann spezifizieren das Produktmonoid Mj x - - - Xx My,
der Morphismus h; x --- x hi und die endliche Menge f(Fj,...,F) die Sprache f(Ly, ..., Ly);
hierbei sei F{ ={(x1,...,x) | (V1 <j <k:x5 € Mj) Axq € Fi}. Mithinist f(Ly, ..., L) regulér. O

Ist speziell f der Durchschnitt, so gilt: F{ N F; = F; x Fy.
Schauen wir uns fir diesen Fall beweistechnische Einzelheiten an:
Li ={w € X*| hi(w) € F} furi =1, 2 laut Def.
FUr die konstruierte Sprache ist:
La={we Z*| (hy x hp)(w) € (F} x M N My x F5)}.
Zu zeigen bleibt: Lo = L; N Ly.
weliNnk, &< wel1b Awel, &< hiiweFhAhw ek
— (hi(w),hp(w)) e F; xF, < (h; x hy)(w) € (F]’ X M) N My X Fé)



Ein Beispiel

Betrachte als endliche Monoide M = (Z,,+,0) und M, = (Z3,+,0). Dann
Ubersetzt der Morphismus ¢ aus M; x M, in das Monoid M3 = (Zg,+,0)
geman: (0,0) — 0, (0,1) — 4, (0,2) — 2, (1,0) — 3, (1,1) — 1, (1,2) — 5.

M, £, und {0} beschreiben die Worter Ly gerader Lange.
M, €3 und {1, 2} beschreiben die Worter L,, deren Lange beim Teilen durch drei

nicht den Rest 0 lasst.
My x M, €5 x €3 und

F= {(O) O)) (O) 1)) (032)} M {(O) 1)) (1) 1)) (O)Z)> (132)} — {(O> 1)) (O>2)} — {O} X {1)2}
beschreiben die Worter, deren Lange gerade ist und beim Teilen durch drei den
Rest 1 oder 2 Iasst.

Gleichwertig lasst sich Ly N L, durch das Monoid M3, {; sowie ¢(F) = {2,4}
darstellen.



Monoide aus Monoiden Il
Ist (M, o, e) ein Monoid, so kann der Menge 2M durch das Komplexprodukt zu
einem Monoid gemacht werden. Dazu definieren wir:

AoB:={aob|ae AADb e B}

Das zugehorige neutrale Element ist {e}.

Beispiel: (£*, -, A) ist ein Monoid, und so kann man auch - als Sprachoperation
auffassen.



Satz: REG ist gegen Konkatenation abgeschlossen.

Beweis: Es seien L, L, € REG.
Wir konnen davon ausgehen, dass ein A-NEA

Ai = (Qi, L, 81, Qo,iy Fi)
L; akzeptiert, der nur einen Anfangs- und einen Endzustand besitzt; der Anfangszustand hat nur
ausgehende Kanten und der Endzustand nur eingehende. (Warum gibt es diese Normalform?)
Wir gehen ferner davon aus, dass Q1 N Q, = Fy = Qo2 gilt.
Setze Q=01UQ; und & = 67 U 9.
Beh.: A = (Q, %, 8, Qo,1, F2) akzeptiert L; - L,.
L;- L, C L(A) ist durch die Konstruktion einzusehen.
L(A) C L; - L, ist die schwierigere Richtung.
Wichtigen Eigenschaften von A:
— Jeder Pfad von Qo 1 nach F; fihrt durch F; = Qo.,.
— Es gibt keinen Pfad von Q; nach Q \ F;.
(Einzelheiten zur Ubung.) O



REG ist gegen Konkatenation abgeschlossen: Skizze
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Potenzen in Monoiden: Der Weg zum Kleene-Stern.

Ist (M, o, e) ein Monoid, so kOnnen wir rekursiv die n-te Pofenz eines Elementes
x € M rekursiv festlegen durch:
x0 = e sowie x"T! = x" o x flirn € N.

Wie wir gesehen haben, bildet auch (2M o, {e}) ein Monoid.

Somit ist auch A™ fir A C M und n € N definiert.

(Leider kollidiert diese Schreibweise mit dem von dem kartesischen Mengenprodukt induzierten
Potenz, aber nicht arg. . .)

Dann kann man A™ = (J,>1 A™ definieren und A* = Uy >0 A™

Somit ist auch L™ und L* (Kleene-Stern) flir L C * festgelegt.
Satz: LT (L*) ist die (das) durch L beziiglich der Konkatenation erzeugte Halb-
gruppe (Monoid).
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Satz: REG ist gegen Kleene-Stern abgeschlossen.

Beweis: Sei L € REG akzeptiert durch einen A-NEA A, der nur einen Anfangs- und einen
Endzustand qo und qs besitzt;

der Anfangszustand habe nur ausgehende Kanten und der Endzustand nur eingehende.

Durch Verschmelzen von qo und g; als neuer Anfangs- und Endzustand qo erhalten wir einen
NEA A ' mit L(A’) = L*.

Betrachte w € L(A’). Es gibt eine Folge von Zustanden py,...,pn (n > {(w) und p; = pn = qos),
sodass fur geeignete Suffixe wy = w,...,wy = A von w gilt: (pi,w;i) Fa: (pir1, Wir1) Sowie
wi = wi,1 oder w; = awyy fur ein Zeichen a, fiuri=1,...,n—1.

Definiere J(w) = {j | p; = qor}. Wir zeigen die Beh. durch Induktion Gber [J(w)| > 1.

Far |J(w)| = 1 haben wir w = A vorzuliegen, also gilt sowieso w € L*.

Ist j > 1 der erste Index mit p; = qor, S0 gilt fir w = uyyw;: u; € L(A) = L. Ferner gibt es fur

wj; € L(A') einen durch p;j, ..., pn beschriebenen Akzeptierungsweg mit |J(w;)| < [J(w)|, sodass
wir hier die IV anwenden kdnnen. Also folgtw € L - L* C L*.
Die Inklusion L* C L(A’) sieht man leichter anhand der Konstruktion ein. O
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Regulare Ausdrucke (ahnlich grep)

Definition durch strukturelle Induktion:

e () und a sind RA fiir jedes a € L.

e Ist R ein RA, so auch (R)x.

e Sind Ry und Ry RAs, so auch RyR, und (RjUR)).
Beispiel: ((bUa))*aaa(bb)x* ist ein RA.

Klammern kdnnen weggelassen werden: x bindet starker als Konkatenation, und jenes wieder
starker als Vereinigung.
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Die durch einen RA beschriebene Sprache ist ebenfalls induktiv gegeben:

L(0) =0; L(a) ={a})

e Ist R ein RA, setze L((R)x) = (L(R))*.

e Sind R; und Ry RA, setze
L(Ry1Ry) = L(Ry) - L(Rz) und L((R7UR3)) = L(Ry) U L(Ry).

Beispiel: L((bUa)*) = {a, b}*
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Beispiele

(1) Beschreibe die Sprache zum Ausdruck (abx*)a in Mengennotation.

L((abx)a) = L((abx))-L(a)
= L(a) - L{bx) -{a}
= {a}- (L(0))* -{a}
= {a}-{b}* -{a}
= {ab"a|n e N}

(2) Beschreibe die Sprache zum Ausdruck (a * b)= in Worten.

Die Menge aller Worter Uber {a, b}, die nicht mit a enden.
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Satz: Jede RA-Sprache ist regular.

Beweis: (durch strukturelle Induktion)
e Endliche Sprachen sind regular. (Dies liefert den Induktionsanfang.)
e Regulare Sprachen sind gegen Kleene-Stern abgeschlossen.

e Regulare Sprachen sind gegen Vereinigung und Konkatenation abgeschlossen.

Beispiel: (a U ab)x* (siehe Tafel)
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Zusammenhang zwischen struktureller und vollstandiger Induktion
ergeben sich zumeist durch EinflGhrung geeigneter “Zahlvariablen”.

In unserem Fall sei zu RA R die Anzahl der Operationssymbole in R notiert als:
#op(R).

Dies lasst sich auch wiederum strukturell induktiv definieren:

o #op(0) =0 und #op(a) =0 flrjedes a € L.
e Ist R ein RA, so gilt: #op((R)*) = #op(R) + 1.

e Sind Ry und Ry RAs, so qilt:
#op(R1R2) = #op((R1URZ)) = #op(Ry) + #op(R2) + 1.
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Zusammenhang zwischen struktureller und vollstandiger Induktion

Die Beweisskizze lasst sich als Beweis durch vollstandige Induktion nach #op(R)
begreifen.

|A: FUr #,,(R) = 0 gilt: R=0 oder R =a flrein a € Z.
Die entsprechenden Sprachen () bzw. {a} sind regular.

IV: Jeder RA mit h6chstens n Operationssymbolen beschreibt eine regulare Sprache.
Betrachte einen RA R mit n + 1 Operationssymbolen.

Hierflr sind drei Falle mdglich:

(@) R = (Rq)*; (b) R = RyRy; (¢) R = (R URy).

In jedem Fall gilt: #,,(R1) < n sowie #,,(Rz) < n (falls sinnvoll).

Also sind nach IV L(R;) und L(R;) regular.

Da die reguldren Sprachen gegen Kleene Stern, Konkatenation und Vereinigung abgeschlossen
sind, ist (in jedem Fall) auch L(R) reguléar. O
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Satz: Jede regulare Sprache ist durch einen RA beschreibbar.

Beweis: Betrachte DEA A = (Q, X, 06,90, F) mit Q ={1,...,n}und qp = 1.

R[i,j, k] RA fur die Sprache, die von A akzeptiert wird, indem (1) A in Zustand i anfangt, (2) in
Zustand j aufhért, und (3) zwischendurch nur Zustéande aus {1,..., k} erreicht.

Hinweis: Warshall/Floyd
Offenbar gilt: L(A) = UjeF L(R[1,j,n]) = L(UjeFRU,j,n])-

R[i,j,0] = xqU- - - Ux¢, wobei die x; alle Beschriftungen von Kanten zwischen i und j auflisten
(zusatzlich 0« falls i = j)

For k > 0 setze rekursiv R[i,j, k] = R[i, j, k — 1JUR[, k, k — 1IR[k, k, k — 1]*R[k, j, k — 1].
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Daraus ergibt sich ein Algorithmus durch dynamisches Programmieren.
R[1..n,1..n,0..n] ist 3-dim. Array mit regularen Ausdrtcken als Eintragen.

FOri:= 1 bis n tue:
FUrj := 1 bis n tue:
Rli,j,0] == Uaeza
Falls i = j, so setze R[i, j, 0] := R[i, j, 0]UDx.

FOr k := 1 bis n tue:
FOri:= 1 bis n tue:
FUrj := 1 bis n tue:

R[, j, k] == R[i,j, k — TTUR[, k, k — 1]Rk, k, k — 1]%R[k, j, k — 11.

Damit klar: kubische Komplexitat, i.Z.: O(n?).
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Ein Beispiel
(roter Zustand kann weggelassen werden, da er nicht zur Sprache beitragt)

(7
0 ——0
/ R[,j,00| q r s
o @ q OuUdx 1 0

T 0 (D 1
S 0 0D 0U1U D«
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Ein Beispiel (Forts.)

R[i,j, O] q T S

q ouUdx 1 0

T 0 D 1

S 0 D 0U1lUD0Dx
R[i,j,{q)] | q T
q OUD+*xU((0UDK)(0UD*)* (0UDx)) =0% 1U(((0UDx)(0UD*)*x1)=0x%1
T OU (0(0UD*)*(0UD*)) = 00x DxU0(0UD*)*x1)=00x1U0Dx
R[i,j,{q, 7} | q T

q ‘O*U(O*l(OO*l)*OO*) O0x1U(0*x1(00%x1)*x00%1)=0x%1(00x*1)x
T

L(A) =L(0xU(0*1(00* 1) % 0x)).

Hinweis: Explosion EA / RA in beiden Richtungen !
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Ein alternatives Verfahren (siehe Kinber/Smith)

arbeitet direkt auf dem evtl. nichtdeterministischen Automatengraphen.
Wichtige Konventionen:

Zustandsmenge Q ={1,...,n} mit

1: Anfangszustand und

n (einziger) Endzustand.

Kantenbeschriftungen dirfen hierbei regulare Ausdrticke sein.
(Tatsachlich kann man auch derartige Automaten betrachten.)
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Hilfsroutinen:

e mergearcs(i,j): Sind (’,{J, AT die Beschriftungen samtlicher Kanten von i nach j im

Automatengraphen, so ersetze diese m Kanten durch eine mit (qu e UQ}) beschriftete.
e shortcut(i,j;k): Falls es nur genau eine Kante von i nach k und genau eine Kante von k
nach j gibt, tue:

1. Gibt es genau eine Kante von k nach k mit Beschriftung {y , so tue:
Ersetze einzige Kante von i nach k mit Beschriftung {; x und einzige Kante von k nach
j mit Beschriftung ¢ ; durch neue Kante von i nach j mit Beschriftung £; y ({ic i) * & ;.

2. Andernfalls: Ersetze einzige Kante von i nach k mit Beschriftung ¢; x und einzige Kante
von k nach j mit Beschriftung ¢, ; durch neue Kante von i nach j mit Beschriftung £; y { ;.

e remove(k): Losche Knoten k und alle mit k inzidenten Kanten.

24



Der zweite Algorithmus zur Erzeugung aquivalenter RAs

FOr i:=1 bis n tue:
FUrj := 1 bis n tue:
mergearcs(i,j)
FOr k :=2bisn — 1 tue:
FOri:=1 bis n tue:

FOrj := 1 bis n tue:
shortcut(i,j; k);
mergearcs(i,j);
remove(k).

Der gewlinschte reguléare Ausdruck findet sich am Schluss als Kantenbeschriftung von der (einzi-
gen) Kante von Knoten 1 nach Knoten n. Sollte keine solche Kante existieren, so ist die Sprache
leer und kann durch () beschrieben werden.

Vorheriges Beispiel an der Tafel
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