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Ein Kellerautomat, engl. Pushdown automaton, ist ein Sextupel A = (Q, X, T; qo, A, F):

e Q ist das Zustandsalphabet,

e X ist das Eingabealphabet,

e [ ist das Kelleralphabet,

e (o € Q istder Startzustand (Anfangszustand),

e AC (Qx (ZUA)) xT*) x (Q x I') ist die Ubergangsrelation,

e [ C Q istdie Endzustandsmenge.



Konfigurationsiibergange

Konfiguration: C € (Q x Z* x ')

Erweiterte NEA-Konfiguration, die dritte Komponente modelliert den Kellerinhalt.
Far zwei Konfigurationen C; und C; mit C; = (qi, wy, v;) definieren wir C; - C,
(Einschrittkonfigurationsibergang) gaw.

es gibt Transitionen ((q1, a, 1), (g2, 2)) Mit wy = aw,, v; = o flrein B € I'*.
Bei dieser Formalisierung steht also der “erreichbare” Teil des Kellers “links.”

o1 wird durch o, ersetzt; also pop(aq) [mit Test]; push(wxy).

Beachte: a € ¥ U{A}!

LA)={we Z* |3 € F:(qgg,w,A) " (f,AA)}

Sprachfamilie: PDA



Ein Beispiel Betrachte

A= ({q0> qg, f}> {(1, b}> {(1}, A) qo, {q0> f})
mit folgenden Ubergangen:

o ((GIO> a>7\)>(q>0))
e ((q,a,A),(q,a))
e ((q,b,a),(f,A))

o ((f,b,a),(f,A))



Lemma: L(A) ={a"b" | n > 0} = L.

Beweis: Induktion Uber k > 0 zeigt akb* € L(A): Betrachte hierzu

(do, ak>)\) = (q, ak_1> a) k- (q, A, ak) und
(q,b5%,a%) F (£, o5 1 a1 T (£,

qo und f akzeptieren ~ L C L(A).



Betrachte umgekehrtw € L(A).

Induktion Uber die Lange k einer Ableitung liefert:

Beh. 1: (g, w,A) F* (g, A\, x) = w =x € {a}f

Bew.: k = 0: (q,w,A) FO (q,A,x) ~w=x=AV

k > 0: (q,w,A)(F o F* " 1)(q, A, x) gdw. (q,w,A) F (q’,w’,x") F¥=1 (g, A, x).
Inspektion der Ubergénge ergibt: q/ = q oder q’ = 1.

Im zweiten Fall gibt es keinen Rickweg nach q. ~ q’ = gqund aw’ =w, x’ = a.
IH liefert: (q,w’, a) F* 1 (q,A,x) = w’ € {a}* und x = aw’. ~ x = w € {a}*.

Ahnlich sieht man:
Beh. 2: (f,w,x) F* (f,A,y) = Tk w = b*¥ und x = aky.



Diskutiere w € L(A). Falls w # A, so w = aw’ und
(do, aw’,A) = (g, W', a)
(durch Betrachten der méglichen Ubergéange).
Eine weitere Betrachtung offenbart: w € L(A) heit w/ = ubv mit
(g,w',a) F* (q,bv, au) F (f,v,u) F* (f,A,A)

Geman Beh. 1 bedeutet dies u = a¥ (fiir irgendein k > 0) und
geman Beh. 2 v = bk.
~w = ad oM wow e L



Palindrome Betrachte A = ({q, f},{a, b},{a, b}, A, g,{f}) mit Transitionen
e ((q,a,7),(q,0a))
e ((q,b,7),(q,b))
e ((q,AA),(,A))
o ((f,a,q),(f,A))

o ((f,b,b),(f,A))

Lemma: L(A) = {wwR | w € {a, b}*}

Frage: Kellerautomat / Zahlerautomat fir {w | w € {a, b}* Aw = wR} ?



Kellerautomaten erzeugen kontextfreie Sprachen

Sei G = (£, N, R, S) eine kfG. Betrachte folgende Transitionen:

o ((S) }\) }\)) (f)s))s

e fUrjede Regel C — w: ((f, A, C), (f,w)),

e fUr jedes Terminalzeichen a: ((f, a, a), (f,A)).

f ist der einzige Endzustand und s der Startzustand.

~ Satz: KF C PDA.



Die Konstruktion am Beispiel
G = ({a,b},{S},R,S) mitden Regelnr; =S — aSbundr, =S — A.

Der entsprechende Kellerautomat hat folgende Regeln:
((s, A A), (1, S)), ((f, A, S), (f, aSb)), ([, A, S), (f,A)), ((f, @, a), (f,A)), ((f, b, b), (f,A)).

Die Ableitung S = aSb = aaSbb = aabb wird wie folgt simuliert:
1. Initialisierungsphase:

(s, aabb,A) - (f, aabb, S)

2. Simulieren der kfG und 3. Uberpriifen der Eingabe:

(f, aabb, S) (f, aabb, aSb)F (f, abb, Sb) (f, abb, aSbb)

~ (f, bb, Sbb)l- (f, bb, bb)F (f, b, b)F (f, A, A)



Normalformen
Satz: (1) O.E.: Akzeptierung nur durch Endzustande:

LfS(A) ={w € r* | If € Kx € M (qO>W>}\) = (f, A,X)}

Satz: (2) O.E.: Akzeptierung nur durch leeren Keller:
Les(A) ={w € Z*[3q € Q : (g0, W, A) F (g, A, A)}

Satz: (3) O.E.: Akzeptierung durch leeren Keller und mit |Q| = 1.

Satz: (4) O.E.: Alle Normalformen mit Kellerbodenzeichen <, d.h.,

Les(A) ={w e X" [3q € Q: (qp,w,<) F" (g, A, A)}
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Beweisideen

Satz (4), Grundversion: (a) Jede L € PDA ist so beschreibbar: |6sche zum Schluss < und gehe
dann in den einzigen akzeptierenden Zustand.

(b) Rackrichtung: Erzeuge Kellerbodenzeichen ganz am Anfang.

Satz (4) mit leerem Keller geht ahnlich.

Satz (1): (a) Jede L € PDA ist so beschreibbar: Der Leerkellertest ist mit dem Kellerbodenzei-
chen implementierbar.

(b) Ruckrichtung: Losche Kellerinhalt, sofern Endzustand erreicht ist und Terminieren nichtde-
terministisch entschieden wird.

Satz (2): (a) Jede L € PDA ist so beschreibbar: fiihre Kellerbodenzeichen ein und gestatte seine
Léschung nur, falls Endzustand erreicht.
(b) Ruckrichtung: Merke in endlicher Kontrolle, ob wenigstens ein Schritt gemacht wurde.

Satz (3): Speichere endliche Kontrolle auf Keller ~» neues Kelleralphabet Q x I' x Q;

die Semantik von [p, x,p’l € Q x ' x Q die folgende:

Der zu simulierende Kellerautomat ist im Zustand p, x steht oben auf dem Keller, und p’ ist der
angestrebte “Zielzustand”, der nach Auskellern von x erreicht werden soll. Konkret:

(I) simuliere ((Qm a, b)) (qh Cd)) durch ((S) a, [q0> b, qZ])) (S> [qh C, Q][(b d, Clz]))>

(i) simuliere ((qo, a, b), (q1,A)) durch ((s, a, [qo, b, 1), (s,A));

(iii) starte mit [qo, <, q] fUr bel. Zustand g (es-Version) oder Endzustand q.

11



kfGs erzeugen PDA-Sprachen

Erinnerung an Normalformensatz:

L € PDA gdw. L wird durch Kellerautomaten mit Kellerbodensymbol < und nur
einem Zustand per Leerkellerakzeptanz beschrieben.

Damit wird die Simulation einfach:

((s,a,A), (s,A)) ~ Regel A — a (inbesondere fur Kellerbodenzeichen).
((s,a,A),(s,B7...By)) ~ Regel A — aBj...By.

Startsymbol ist neues Zeichen S mit Regeln S — aX fir Kellerzeichen X mit Transition ((s, a, A), (s, X).

(Hierbei weiterhin benutzt:
(a) O.E. werden beim Kellerautomat nur (und stets) das oberste Kellerzeichen beachtet.
(b) O.E. sind Eingabe- und Kelleralphabet disjunkt.)

~» Satz: KF = PDA.

Hinweis: ahnlich sog. Greibach-Normalform (“lediglich” Zusatz: a € )
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Die Konstruktionen an einem Beispiel

Welche Sprache akzeptiert der folgende Kellerautomat mit f als Endzustand und
s als Startzustand ?

((s,a,A), (s, A))

((S) b) A)) (f) A))
((f, a, AAA), (,A))
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Die Konstruktionen an einem Beispiel

Welche Sprache akzeptiert der folgende Kellerautomat A mit f als Endzustand
und s als Startzustand ?

((s,a,A), (s, A))
((s,b,A), (f,A))
((f, a, AAA), (f,A))

L(A) ={a’ba" | n € NL.

Beispielakzeptierung:
(s,aaaba,A) F (s,aaba,A) F (s,aba,AA) F (s,ba,AAA) + (f,a,AAA)
(f, A A).
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Die Konstruktionen an einem Beispiel: Der Weg zur kfG
Was ist “falsch” ?

a) Einlesen von ganzen Wortern vom Keller

b) kein Kellerbodenzeichen / Nichtbeachten des Kellerinhalts
c) falsches Akzeptanzkriterium

d) mehr als ein Zustand

(
(
(
(
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Die Konstruktionen an einem Beispiel.:
(a) Einlesen von ganzen Wortern vom Keller

Losung: FUhre Zwischenzustande ein, die nicht akzeptieren:

((sya,A), (s, A))

((sy by A), (T, A))

((yA,A), (F1,A))

((fh?\ A), (f2,A))

((f2, a, A), (f, A))

Beispielakzeptierung: (s, aaaba,A) - (s, aaba,A) - (s,aba, AA) F (s,ba, AAA)
(f,a, AAA) F (f1,a, AA) F (fo, a, A) F (f, A A).
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Die Konstruktionen an einem Beispiel:
(b) kein Kellerbodenzeichen (sowie (c) falsches Akzeptanzkriterium)

(303)\ )\) ( )]

s, @, <), (s, A<))
s,a,A), (s, AA))
s, b ) (f, <)

)
S b JA), (f, A)
f, A A) (fb )
f1, A, A) (f2>
), q, A) ( A)
((Fy Ay <)y (85, M)

Beispielakzeptierung: [(so, aaaba, A) H](s, aaaba, <) - (s, aaba, A<) F (s, aba, AA<) - (s,ba, AAA<) F
(f,a, AAAQ) F (f1,a, AA<) F (fy, a, A) F (f, A, <) F (s¢, A A).

[] Klammern deuten an: Kann bei expliziter EinflGhrung von < als KBZ unbeachtet bleiben (Keller
startet mit KBZ).

[(
((
((
((
((s,
((
(( )
((

)
)
A)
)
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Die Konstruktionen an einem Beispiel:
(d) mehr als ein Zustand; im Folgenden sind r, +’ beliebige Zustinde des vorigen
Automaten.

(Wir nehmen explizites KBZ an, dieses heil3e «.) Beispielakzeptierung:

((g,A, <), (q,[s, <, s¢l<) (q,aaaba,<l) - (g, aaaba, [s, <, s¢]<)
((q,a,ls,<, ]),(q,[s A, < 1)) (q,aaba s, A, f][f, <, s¢l<)

((dy @, [5, A, 1)), () [5, A, ][, A, 1)) - (a,aba s, A Fallf2, A, 1, <, 571<)
((q,b,[s,<,71), (q, [f,<,7])) - (q,ba, s, A fﬂ[ﬁ,A fz][fz,A f]lf, <, s¢l<)
((q,b,[s,A,7]), (q, [f, A, 7])) = (g, a, [f, A fﬂ[ﬁ,A f2llf2, A, 11[f, <, s¢]<)
((qa}\, [f>A> f]”) (q)}\)) = ( [th fZ][fLA ﬂ[ <, St <])

((q>}\, [th) fZD)(q))\)) - (q>a> [fZ>A ﬂ[ <, Sf] )

((q, a, [f2, A, 1), (q, A)) = (d, A [f, <, s6l<)

((a, A, If, <, 56)), (g, A)) = (q,A, <)

((q, A, <), (g, 7)) = (4, A A).
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Die Konstruktionen an einem Beispiel:
Die zugehoérige Grammatik; im Folgenden sind r,r’ beliebige Zusténde des vor-
vorigen Automaten. (Wir kbnnen auf das Kellerbodenzeichen verzichten.)

S — [s, <, s¢] Beispiellinksableitung:

s, <, 1] — als, A, r'][r/, <, 1] S = [s, <, s¢]

s, A, 1] = als, A, 7/][r", A, 7] = als, A, f][f, <, s¢]

[s,<, 1] — b[f, <, 1] = aals, A, fr][fy, A, fl[f, <, s¢]

s, A,r] — b[f, A, 1] = aaals, A, f1llf1, A, f2]lfy, A, f]lf, <, s¢]
f,A,f1] = a = aaablf, A, f1]lf1, A, fHllfy, A, fllf, <, s¢]
[f1, A, 7] — a = aaablfy, A, f5][fy, A, f][f, <, s¢]

[f9, A, f] — a = aaablfy, A, f][f, <, s¢]

[f, <, s¢] — A = aaabalf, <, s¢]

= aaaba.
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Die Konstruktionen an einem Beispiel:
Links die Arbeitsweise des Normalform-Kellerautomaten,
rechts die der daraus konstruierten Grammatik.

Beispielakzeptierung: Beispiellinksableitung:
(q, aaaba, <) S
- (q, aaaba, [s, <, s¢]<) = [s, <, s¢]
= (q,aaba, S, A, ﬂ[f <, s¢]<) = als, A, f][f, <, s¢]
= (q, aba, s, A fz][fz,A f][f, <, s¢]<) = aals, A, 5][f2, A, f][f, <, s¢]
= (q,ba S, A ﬁ][ﬁ,A f2llf2, A, fllf, <y s¢l<) = aaals, A, f1][f1, A, £2][f2, A, fI[f, <, s¢]
= (q, a, [f, A ﬁ][ﬁ,A f2llf2, A, fllf, 9, s¢l<) = aaablf, A, f1][f1, A, f2][f2, A, fI[f, <, s¢]
= (q, th fallf2, A, flIf, <, s¢]<) = aaablfy, A, f][f2, A, fl[f, <, s¢]
= (CI>C1> 2>A ﬂ[ <, Sf] ) = ClCl(lb[fz,A ﬂ[ <, Sf]
= (CI>7\> )<] Sf]q) = (lClClel[ <, Sf]
= (g, A, <)
= (g, A A). — aaaba.
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