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Eine kontextfreie Grammatik ist ein Quadrupel G = (£, N, R, S) mit:

e X istdas Terminalalphabet,

e N ist das Nonterminalalphabet (die Variablenmenge),

e RC N x (XUN)*ist das Alphabet der Regeln oder Produktionen;
Ubliche Schreibweise: A — v anstelle von (A,v) € R, wobei A € N und
v € (L U N)* auch linke Seite bzw. rechte Seite der Regel heil3en.

e S € Nistdas Startsymbol oder Anfangszeichen.



Eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform ist ein Quadrupel G =
(X, N,R,S) mit:

e X istdas Terminalalphabet,
e N ist das Nonterminalalphabet (die Variablenmenge),

e RC (N x N%)U (N x ¥)ist das Alphabet der Regeln oder Produktionen;

e S € Nistdas Startsymbol oder Anfangszeichen.

Ziel der Vorlesung: 0.B.d.A.: Chomsky-Normalform



Lemma: Zu der kfG G gibt es eine kiG G’ mit L(G) = L(G’), bei der Regeln, die
Terminalzeichen enthalten, alleinig von der Form A — a sind mit a € X.

Beweis: Es sei G = (£, N, R, S).

FUhre fUr jedes Terminalzeichen a ein neues Nichtterminalzeichen X4 ein.

N’ ' =NU{Xq|aeZh

Betrachte Morphismus h : (N U Z)* — (N’)*, gegeben durch a — X, fira € X und A — A flr
A € N.

R':'={A —>hw)|A >5weRU{Xq—alaeX}

Setze G’ := (£, N/, R’ S).

Einzelheiten zur Korrektheit als Ubung. O



Elimination von A-Regeln, d.i., Regeln der Form A — A
Lemma: Zu jeder kfG G gibt es eine kfiG G’ ohne A-Regeln mit L(G)\{A} = L(G’).

Beweis: Es sei G = (£, N, R, S).

N*:={A € N | A = A} (Zeichen, die geléscht werden kdénnten).

h: (ZUN)* — 2N Morphismus, definiert auf (£ U N) durch h(A) = {A, A}, falls A € N* und
h(A) = {A} sonst.

RI={A > u|A—>weRAUEhW)Au#A}

Setze G’ := (£, N, R/, S).

Einzelheiten zur Korrektheit als Ubung. O



Wie erhalt man G’ aus G algorithmisch ?
Problem: N» :={A ¢ N| A S AL
Induktive / rekursive Konstruktion:
NA:={A € N|A =g AL

N :={A € NJA g XAX € (N ;)*}Hfurk > 0.
Beachte: Ny C N} C NJ.....

> O >

Lemma: A € NA gdw. A € U, N2 =: N} gdw. A € N}y



Lemma: A € NA gdw. A € U N =: N2 gdw. A € Njy.

Beweis: Gilt A € N, so gibt es Ableitungsfolge
A=U =g U =g U... =g U = A.
“Offenbar” ist stets u; € N*, genauer gilt: u; € (N?)*.
~ A € N2,
Betrachte M} := N2\ N2 ..
In der induktiven Definition gilt: M} =0 — M3}, firalle i > 0.
M2 kann héchstens fur k = 0,...,#N — 1 nicht leer sein.
Also folgt: A € N} impliziert A € Nijy,.
Falls A € N}, so gibt es umgekehrt eine Ableitungsbaum mit A als Wurzel und A an allen
Blattern, der A € N* belegt. O



Algorithmus fiir N
— NA
1. E:=N)

2. WHILE (3A = B{...Bh€R:AZEA(Vic{l,...,n}:B; € E)) DO:

E:=EU{A}
3. NA:= E (Ausgabe)

Alternative Sicht: Finde Wege in einem Graphen mit Knotenmenge 2N.
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Algorithmus fur A-Elimination
1. Berechne N*; dies definiert den Morphismus h.
2. Setze R’ := ().

3. FORALLA — w ¢ RDO:
Bestimme R(A - w) ={A - u|u € h(w) Au #AL
Hinweis: Gilt w € (N U Z) \ NM*(NAM(N U Z) \ NV so gilt #R(A — w) < 2k,
R/ :=R'UR(A — w).

4. Hinweis: R’ ist die neue Regelmenge als (wesentliche) Ausgabe.
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Elimination von Kettenregeln, d.i., Regeln der Form A — B, B € N
Lemma: Zu jeder kfG G gibt es eine kfG G’ ohne Kettenregeln mit L(G) = L(G’).

Beweis: Es sei G = (X, N, R, S).

Betrachte H = (X, N, RN N x N, S).

N(A):={Be N |B 3y Al

R'={B—>w|A—->weR\(NxN)ABeN(A)}

Setze G’ := (£, N, R/, S).

Einzelheiten zur Korrektheit als Ubung. O
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Algorithmus fur N(A) Hinweis: Wegeproblem im zu H gehérigen Graphen.

Algorithmus fur Elimination von Kettenregeln

1. Berechne N(A) far alle A.

2. Setze R := ().

3. FORALLA - w € R\ (N x N) DO:
Bestimme R(A) ={B - w| B € N(A)}
R’ := R’ UR(A).

4. Hinweis: R’ ist die neue Regelmenge als (wesentliche) Ausgabe.
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Chomsky-Normalform

Satz: Zu jeder kfG G gibt es eine kfG G’ in Chomsky-Normalform mit L(G)\{A} =
L(G’).

Beweis: Zunachst kbnnen wir in der angegebenen Reihenfolge die Lemmata anwenden.
Hinweis: Durch das zweite und dritte Lemma wird die im ersten Lemma sichergestellte Eigen-
schaft nicht wieder zerstort, und durch das dritte Lemma nicht die im zweiten Lemma hergestellte
Eigenschatft.

Dann sind noch moglicherweise noch rechte Regelseiten langer als zwei.

Dies wird durch den Algorithmus auf der nachsten Folie repariert. O
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Algorithmus zur Vermeidung zu langer rechter Regelseiten

Eingabe: Regelmenge R (die im Folgenden modifiziert wird)

WHILE (A — w € R: {(w) > 2) DO:

1. Stelle w = Bu dar.

2. Erzeuge neues Nichtterminalzeichen X.

3. Ersetze A - wdurch A — BXund X — uin R.
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Ein Beispiel

Regelmenge S — aSb,S — A, S — c.

1. Lemma~ S — XaqSXp, S = A, S = Xe, Xa — a, Xp — b, Xe — c.

2. Lemma~ S — XqSXp, S — XaXy, S — Xe, Xa — a, Xy, — b, Xe — C.
3. Lemma~» S — XqSXy, S — XaXp, S — ¢, Xa — a, Xy — b, Xe — c.

Konstruktion aus Satz ~ S — XgX, X — SXp, S — XaXp, S — ¢, Xa — q,
Xy — b, Xe — c.
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Satz: Es gibt einen Algorithmus, der zu jeder vorgelegten kiG G = (£, N, R, S)
und jedem w € X* entscheidet, ob w € L(G) gilt.

Beweis: Wird w = A angefragt, so berechnen wir N* wie im Beweis zum 2. Lemma. Es gilt:
A€ L(G)gdw. S € NA,

Wird w # A angefragt, so Uberfihren wir G in eine Chomky-Normalform kfG G’ mit der Eigen-
schaftw € L(G) gdw. w € L(G’).

Da G’ keine A-Regeln enthalt, kann man “w € L(G) ?” durch Berechnen aller aus G’ ableitbaren
Satzformen der Lange hochstens £(w) beantworten. O

Cocke, Younger und Kasami haben gezeigt, wie man die Komplexitat des be-
schriebenen Verfahrens durch dynamisches Programmieren erheblich vermin-
dern kann.
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Das Verfahren von Cocke, Younger und Kasami (CYK-Algorithmus)

Satz: Ist eine kfG G in Chomsky-Normalform fixiert, so lasst sich die Frage “w €
L(G) ?” in einer Zeit beantworten, die sich durch ein kubisches Polynom in £(w)
abschatzen lasst.

Beweis: Betrachte w = a5 ... an.
Lege 2—dimensionale dreiecksformige Tabelle T an mit Nonterminalmengen als Eintragen so

dass T[i,jl={A eN|A=q... a;}. T kann man wie folgt “von oben nach unten” berechnen:
Thi,il={AeN|A — a; € R}

Th,j] ={A € N|A 5BCERATI <k<j:BecThk,CcTk+1,i)
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Die CYK-Tabelle

aj as cen an

T[1, 1] T[2, 2] oo | TInyn]
T, 2] T12,3]

Thn—1]| T2, n—1]
T[T, n]

aj...an € L(G) gdw. das Startsymbol erscheint in T[1, n].
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Der CYK-Algorithmus

FORj=1,...,n
Th,i ={A € N|A — a; € R}

FORj=1,...,n—1
FORi=1,...,n—j
T,j+1il =0
FORk=1,...,j+1—1
IFdA - BC e R:B e T[i,k],C e Tk+1,j 4+ 1]
THEN T[i,j +1i] = T[i,j + il U{A}
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Ein Beispiel
S—-AX,X—=SB,S —>¢,A— a, B—oberzeugt L ={a"cb™ | n > 0}.

> e
> e
w
o
o

XX Ww»
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Satz: KF ist unter Vereinigung abgeschlossen.

Beweis: L1, L, seien durch kfGs G; bzw. G, spezifiziert.

Genauer sei, firi = 1,2, G; = (X;, N;, Ri, S;). O.E. nehmen wir an: Ny N N, = 0.
Betrachte G = (Z; U 23, Ny UN, U{SL R UR, U{S — S1,S — S35, S) mit S & N; U N.,.
Beh.: L(G) = L(G) UL(G3).

w € L(G) gdw. es gibt Ableitungsfolge S = S; =¢ w (S & N7 U N3)

gdw. S; =g, woder S; =g, w (N; NN, = 0) gdw. w € L(G;) oder w € L(G;)

gdw. w € L(G;) UL(G,).
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Satz: KF ist unter Konkatenation abgeschlossen.

Beweis: L1, L, seien durch kfGs G; bzw. G, spezifiziert.

Genauer sei, firi = 1,2, G; = (X;, N;, Ri, S;). O.E. nehmen wir an: Ny N N, = 0.
Betrachte G = (Z; U £, N7 U Ny U{S}, Ry UR, U{S — $1S,},S) mit S ¢ N; U Ns.
Beh.: L(G) = L(G;)L(G3).

w € L(G) gdw. es gibt Ableitungsfolge S = $1S; =¢ w (S ¢ N; U N3)

gdw. S; =g, uund S; =g, vmituv =w (N; NN, = 0) gdw. 1w € L(Gy) und v € L(G>)
gdw. w € L(G7)L(G2) mitw = uv.
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Satz: KF ist unter Kleene Stern abgeschlossen.

Beweis: L sei durch kiG G = (£, N, R, S) spezifiziert.
Betrachte G’ = (£, N U{S},RU{S = 85,5 = AL S) mit S ¢ N.
Beh.: L(G’) = L(G)*.

w € L(G’) gdw. es gibt Ableitungsfolge § =% §S* = Sk 2. w; ..

gdw. S¥ ¢ wi...wr =w (denn S ¢ N)
gdw. S Scwifir1 <i<k
gdw. w € L(G)*.

- Wi
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Satz: KF ist unter Durchschnitt mit regularen Sprachen abgeschlossen.

Beweis: L sei durch Kellerautomaten A = (Q, X, T} qo, A, F) akzeptiert.

R sei akzeptiert durch NEA A’ = (Q’, Z, 5, q/, F').

Betrachte Produktkellerautomat A = (Q, £, T, 4o, A, F) mit

Q=Qx Q"4 =(q0,q)), F=FxF

Fura € Z: (((q,9"), a,X), ((p,p),Y)) € A gdw. ((q, a,X), (p,Y)) € Aund (q’,a,p’)
Far a =A: (((q,9"), a,X), ((p,p"),Y)) € Agaw. ((q,a,X),(p,Y)) €Aund q' =p’.
Beh.: L(A) = L(A) N L(A").

€ 0.
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