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Rekursions- und Lerntheorie | Gesamtiibersicht

1. EinfUhrung: Grundsatzliche Betrachtungen

2. Berechenbarkeitstheorie: Die Churchsche These (4 VL)

3. Ausblicke auf weitere Ergebnisse der Rekursionstheorie

4. Lerntheorie: Modelle und Aussagen
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Lernstrategien

Hierunter wollen wir keine konkreten Algorithmen verstehen, sondern eher Klas-
sen von Verfahren, welche i.d.R. gewissen Einschrankungen genugen.
Folgende Arten von Einschrankungen werden Ublicherweise betrachtet:

e Einschrankungen moglicher Hypothesen
e Einschrankungen der Benutzung von Informationen
e eingeschrankie Arten der Konvergenz

e Einschrankungen hinsichtlich des Verhaltnisses von geauf3erten Hypothe-
sen zueinander
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Einschrankungen moglicher Hypothesen

Wir betrachten drei mogliche solche Einschrankungen:

all-def Totalitat
consistent Konsistenz

prudent Verstandigkeit (prudence)
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Abgeleitete Lernklassen

Ist P eine der genannten Eigenschaften, so werden zu TxtEx Ublicherweise zwei
(i.allg.) verschiedene Teilklassen gebildet:

[TxtEx]": beinhaltet Sprachfamilien £, die von einem Forscher M identifiziert
werden konnen, der fur alle o € SEQ die Eigenschaft P besitzt.

[TxtEx]¢ass—P: wie soeben, nur dass M nur auf solchen o € SEQ die Eigen-
schaft P besitzen muss, fiir die es eine Sprache L € £ (mit £ € [TxtEx]class—P)
gibt, sodass Inh(o) C L.

Rekursions- und Lerntheorie, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2010 5/41



Totalitat

Ein Lerner M heil3t dberall definiert auf 1, falls M(co) | flr jedes o € SEQ mit
Inh(o) C L.

M ist Uberall definiert auf L, falls M Uberall def. ist auf jedem L € L.

M ist Uberall definiert, falls M Uberall def. ist auf £.

TxtEx]a-det — 11| £ C TxtEx(M) fiir einen Uberall def. M}
[TxtEx]class-all-det — 1/ |~ C TxtEx(M) flr einen (iberall auf £ def. M}
Satz 3 aus VL 10 ~»

Folgerung: TxtEx]all-def — [TxtEx]class-all-def _ pry¢px.
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Konsistenz

Ein Lerner M heif3t konsistent auf L, falls far alle o € SEQ mit Inh(co) C L gilt:
Inh(o) C L(M(0)).

M ist konsistent auf £, falls M konsistent auf jedem L € L ist.

M ist konsistent, falls M konsistent auf £ ist.

[TxtEx]consistent — 1| ~ C TxtEx(M) fUr einen konsistenten M}
[TxtEx]class-consistent _ 1| ~ C TxtEx(M) fUr einen auf £ konsistenten M}

Wir werden den folgenden interessanten Satz zeigen:
Satz 1: [TXtEX]consistent C [TXtEX]cIass-consistent C TxtEXx.

Tatsachlich werden die folgenden Uberlegungen nicht alle Teile dieses Satzes
zeigen. ..
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Lemma: Ist £ € [TxtEx]consistent sq st [ € £ entscheidbar.
Folgerung: [TxtEx]consistent — TxtEx, denn {K} € TxtEx.

Beweis: Betrachte L € £ mit £ € [TxtEx]consistent,

Es sei M ein rekursiver (insbes. totaler) konsistenter Lerner fur L.

Der Satz von Blum & Blum liefert eine Schlussfolge o fur L und M.

Betrachte eine Zahl x.

Gilt x € L, soist M(ox) = M(0), da o Schlussfolge.

Gilt x ¢ L, so ist M(ox) # M(o), da M konsistent.

Da M total, liefert dies einen Entscheidungsalg. fir das Elementproblem von L. [

Achtung: Der Beweis arbeitet nicht flir [TxtEx|class-consistent g5 nklar ist, ob zu
ox ein L’ € L existiert, sodass ox € L’. Nur fir diesen Fall muss die Konsistenz-
bedingung eingehalten werden.
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Gibt es Familien entscheidbarer Sprachen auBerhalb von [TxtEx]consistents

Hierzu dienen die folgenden Uberlegungen:

Durch eine einfache Diagonalisierung kann man zeigen:

Lemma: Zu jeder {0, 1}-wertigen rekursiven zweistelligen Funktion h gibt es eine
entscheidbare Menge S, die sich von jeder der entscheidbaren Mengen H; = {x |
h(i,x) = 1} unterscheidet.

Betrachte die folgenden selbstbeschreibenden Sprachen L; = {(i,x) | x € W;}
und die zugehorige Sprachfamilie SDL = {L; | W; ist entscheidbar }.

Ein Lerner weil3 bereits beim ersten Element (i, x) sicher Bescheid (durch Projektion).

Dieser Lerner ist auch klassen-konsistent.
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Lemma: SDL C REC N SDL € [TxtEx]class-consistent \ pyigxjconsistent,

Beweis: Betrachte einen konsistenten rekursiven Lerner M, der SDL identifiziert.

Die {0, 1}-wertige rekursive zweistellige Funktion h sei def. durch

h({o,1),x) =1 gdw. M(o(i,x)) = M(0o).

Nach dem vorigen Lemma gibt es eine rekursive Menge S = W, die sich von allen H; = {x |
h(j,x) = 1} unterscheidet.

Sei o eine Schlussfolge fir M auf L.

Liegt x € W, so gilt: M(o(k,x)) = M(o) und somit h({o,k),x) = 1.

Gilt x ¢ W, so folgt aus der Konsistenz von M: M(o(k,x)) # M(0o).

Nach Def. von h ist daher: h({o, k),x) = 0.

Also ist § = Wy = H sy im Widerspruch zur Wahl von S. O
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Verstandigkeit

Ein Lerner M heil3t verstandig, falls far alle o € SEQ qilt:

Ist M (o) definiert, so kann M die Sprache L(M/(o)) identifizieren.

Ein verstandiger Lerner auf3ert also niemals Hypothesen, die er nicht zu lernen
imstande ware.

Da diese Eigenschaft nichts mit Sprachen und Sprachklassen zu tun hat, gibt es
nur eine sinnvolle abgeleitete Lernklasse:

[TxtEx]PUdent — 11| £ C TxtEx(M) flrr einen verstandigen M}

Wir werden den folgenden interessanten Satz zeigen:

Satz 2 (Fulk): [TxtEx]Prudent — x¢Ex.

Hierzu bedarf es einiger Hilfsiberlegungen, und vollstandig wird der Satz erst
am Ende der Vorlesung bewiesen sein.
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Einschrankungen bei der Benutzung der Informationen
und bei der Konvergenz

Wir betrachten vier mogliche solche Einschrankungen:
set-driven Mengenbestimmtheit
rearr-independent Umordnungsunabhangigkeit

order-independent Textordnungsunabhangigkeit

reliable Zuverlassigkeit
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Mengenbestimmtheit und Umordnungsunabhangigkeit:
Beschrankungen der Informationsnutzung

M heil3t mengenbestimmt gdw. far alle o,t € SEQ, sobald Inh(o) = Inh(T),
dann M (o) = M(T).

M heil3t umordnungsunabhangig gdw. fir alle o,T € SEQ, sobald Inh(o) =
Inh(t) und |o| = |1|, dann M (o) = M(T).

Wieder gibt es jeweile nur eine sinvolle abgeleitete Lernklasse:

[TxtEx|setdriven — 1| £ C TxtEx(M) flr einen mengenbestimmten M}
[TxtEx]rear-independent — 1| ~ C TxtEx(M) fir einen umordnungsunabhangigen M}
Beschaftigen wird uns hier:

Satz 3 : [TXtEX]set-driven C [TXtEX]rearr—independent — TxtEx.
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Eine seltsame Sprachfamilie

L :=={{,x) | x € N}frj € N.

o™= (3,0)(G, 1) G, 2) ... (jym) flr j,n € N.

Betrachte eine fixierte Aufzahlung My, M1, M,, ... aller (totalen, berechenba-
ren) Forscher (s. VL 10).

Definiere fur j € N:

Inh(oh™), falls es eine kleinste Zahl (n, s) gibt, sodass :

L = M;(0h") =i AW, ¢ D Inh(oh")

{(,0)}, sonst

Betrachte £ = {L, Lj’ | j € N}. £ € TxtEx, wie das folgende Verfahren zeigt:
Falls Inh(o) = {(j, 0)}, ist die Hypothese Inh(o).

Gilt Inh(o) = Inh(o»™") fUr geeignete j, n, so berechne zunéchst i = M)-(cr)\“).

Dann suche von k = 0 bis |o] ein Paar k = (n, s) mit W, O Inh(c’™).

Gibt es so ein Paar, so auB3ere die Hypothese Inh(o).

In allen anderen Fallen betrachte ein maximales j mit (j, x) € Inh(o) U{(0,0)} und vermute L;.
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Lemma: [TxtEx]Set-driven C TxtEx.

Beweis: Angenommen, die auf der vorigen Folie definierte Sprachfamilie £ werde von einem
mengenbestimmten Lerner M = M; identifiziert.

Insbesondere identifiziert M den Text T = (j,0)(j, 1)(j, 2) - - - j,n) - - - far L.

Aus dem Schlussfolgensatz folgt: Es gibt eine Schlussfolge o; fir M auf L;.

Mit n = max Inh(oj) ist o;0"™ ebenfalls eine Schlussfolge fir M auf L;.

Da M mengenbestimmt, gibt es eine Gédelnummer 1i flr L, sodass gilt: M(¢>™) = {i, denn
o T.

Aus dem Schlussfolgensatz ergibt sich, dass ab diesem n “Meinungsanderungen” ausgeschlos-
sen sind.

Damit gibt es auch eine kleinste Zahl k = (n, s), sodass M(¢>™) =1iund W; s D Inh(co™).
Dann kann M = M; aber nicht L identifizieren, denn auf dem Text T" = o™ {(j,n)® muss M im
Grenzfall i als Hypothese liefern, aber W; = N # Inh(T’). [
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Textordnungsunabhangigkeit

M heif3t textordnungsunabhangig auf L gdw. fir alle Texte T, T/ fur L gilt: konver-
giert M auf T, so auch auf T/, und es gilt ferner: M(T) |= M(T’) |, d.h., es wird
gegen dieselbe Hypothese konvergiert.

M heil3t textordnungsunabhéngiqg auf £ gdw. M ist textordnungsunabhangig auf
LfaralleL € L.

I\ﬁ heil3t fextordnungsunabhangig gdw. M ist textordnungsunabhangig auf L far
alleL € €.

[TxtEx]Order-independent _ /| ~ C TxtEx(M) fiir einen textordnungsunabhéngigen M}
[TXtEX]class-order-independent

={L | £ C TxtEx(M) fur einen auf £ textordnungsunabhangigen M}

Diese Einschrankung scheint zunéchst erheblich zu sein, denn das Aquivalenzproblem fiir TM
lasst sich ja nicht mit TM beantworten.
Insofern ist die Gleichheit dieser Lernklassen Uberraschend.
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Wichtige Aussagen zur Textordnungsunabhangigkeit

Satz 4: Zu einem rekursiven Forscher M kann man effektiv einen rekursiven
Forscher M’ konstruieren, der die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. TxtEx(M) C TxtEx(M/).
M ist textordnungsunabhéngig.
M ist umordnungsunabhangig.

Gibt es eine Schlussfolge fiir M’ auf L, so identifiziert M’ die Sprache L.

o &~ Db

Falls M’ die Sprache L identifiziert, so enthalten alle Texte fiir L eine Schlussfol-
ge flr M/ auf L als Anfangsstiick.

Folgerung: [TXtEX]order-independent — [TXtEX]class-order-independent — [TxtEx].
Folgerung: Der Satz 3 ist nun vollstandig bewiesen.
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Weitere Hilfsbegriffe zum Beweis von Satz 4, A

o € SEQ heil3t stabilisierende Folge tar den Lerner M auf L, falls

(@) Inh(o) C L und

(b) fr alle T € SEQ mit Inh(t) C L gilt: M(c) = M(o7).

Jede Schlussfolge ist also stabilisierend, aber da stabilisierende Folgen nicht auf
eine korrekte Hypothese konvergieren missen, gilt die Umkehrung nur in der fol-
genden Form:

Lemma: Falls M die Sprache L identifiziert, dann ist jede fur M auf L stabilisie-
rende Folge o mit Inh(o) C L eine Schlussfolge fur M auf L.
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Weitere Hilfsbegriffe zum Beweis von Satz 4, B

Wir fUhren jetzt eine Bezeichnung fur “besonders kleine Brucksticke” einer Fol-
ge ein; dies ist hilfreich fur notwendiges effektives Suchen:
Fiir o € SEQ sei visible(o) = {c’ € SEQ | ¢/ < |o] A Inh(¢’) C Inh(o)}.

Hierbei: Durch iterierte Cantorpaarbildung kann man Folgen von Zahlen wieder-

um als Zahlen auffassen und somit mit Zahlen vergleichen.

FUr einen Forscher M und eine Folge o € SEQ heil3t oy € SEQ Kandidat fir
eine stabilisierende Folge fir M auf o gdw.

(a) Inh(op) € Inh(o) und

(b) Fir alle ¢’ € visible(o) mit 0y C o gilt: M(0g) = M (o).
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Eigenschaften von Kandidaten fiir stabilisierende Folgen | (Bew. zur Ubung)

(1) Bei Eingabe von (der Gédelnummer von) M, o, 0y € SEQ kann eine geeig-
nete TM entscheiden, ob oy Kandidat fir eine stabilisierende Folge fir M auf o
ist.

(2) FOr alle M und o gibt es einen Kandidaten fur eine stabilisierende Folge fur
M auf o.

(3) Ist oy € SEQ stabilisierend fir M auf L, so ist oy ein Kandidat flr eine stabi-
lisierende Folge fur M auf o flr jedes o0 € SEQ mit Inh(oy) C Inh(o) C L.

(4) Gilt Inh(oy) C Inh(o) und ist oy kein Kandidat fir eine stabilisierende Folge
fir M auf o, so ist oy kein Kandidat fUr eine stabilisierende Folge far M auf T flr
alletmito C 7.
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Eigenschaften von Kandidaten fur stabilisierende Folgen Il

Lemma: Sei M ein Forscher und T ein Text, sodass o € SEQ ein Kandidat fur
eine stabilisierende Folge fur M auf T[n] fur unendlich viele n ist. Dann ist o
stabilisierend fir M auf Inh(L).

Beweis: Angenommen, o ware nicht stabilisierend fir M auf Inh(T).

Dann gabe es ein ¢’ mit Inh(o’) C Inh(o), 0 C ¢’ und M(o) #£ M(c’).

Andererseits ware flr fast alle n: ¢’ € visible(T[n]).

Also ware fur fast alle n die Folge o kein Kandidat fir eine stabilisierende Folge fir M auf T[n],

im Widerspruch zur Voraussetzung. O
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Eigenschaften von Kandidaten fiir stabilisierende Folgen Il (Bew. zur Ubung)

Folgerung: Es seien ein Forscher M und ein Text T gegeben. Es sei oy € SEQ.
Dann sind aquivalent:

1. oy ist stabilisierend fur M auf Inh(T).

2. oy ist Kandidat fur eine stabilisierende Folge fur M auf T[n] fur fast alle
n € N,

3. oy ist Kandidat fur eine stabilisierende Folge fir M auf T[n] fGr unendlich
vielen € N.
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Eine letzte Hilfsiberlegung zum Beweis von Satz 4

Wir hatten friher uns Uberlegt, dass jede aufzahlbare Sprache unendlich viele
Godelnummern besitzt.

Hinweis: Fille Programmtext durch NOP-Befehle auf. (Padding-Argument).

Formal bedeutet das: Es gibt eine injektive rekursive zweistellige Fkt. pad, far
die gllt \V/) e N : Wpad(i,j) = Wi'

FUr den Beweis von Satz 4 def. zu Lerner M.:

M’ mit M/(0) = pad(M(op), 0g), wobei o, die kleinste Folge ist (i.S. der Def.
von visible), welche Kandidat fur eine stabilisierende Folge fur M auf o ist.

Nach den VorUberlegungen kann dieses oy durch eine TM stets zu M und o
bestimmt werden. Die letzte Folgerung liefert:

Behauptung: Fiir jeden text ist M/(T) |=pad(M(oy), 0p) gdw. oy ist die kleinste
stabilisierende Folge fir M auf Inh(T). AuBerdem gilt M/(T) T, falls es keine
stabilisierende Folge fur M auf Inh(T) gibt.
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Zum Beweis von Satz 4:
Wir miissen zeigen, dass der soeben angegebene Lerner M’ die gewlinschten
Eigenschaften besitzt.

1. Zu zeigen: TxtEx(M) C TxtEx(M/).
Beweis: Fixiere eine Sprache L € TxtEx(M). Sei T ein Text fur L.
Aus dem Schlussfolgensatz ergibt sich, dass es eine stabilisierende Folge fir M auf L gibt.
Also gibt es auch eine kleinste stabilisierende Folge o, fur M auf L.
Beh. ~» M'(T) |=pad(M(oy), 0p).
Vorletztes Lemma ~» oy ist ebenfalls Schlussfolge fir M auf L.
~ LIM/(T)) = WpaaM(00),00) = WM(o,) = LIM(0p)) = L.

2. Zu zeigen: M ist textordnungsunabhangig.
Beweis: Klar, denn nach Konstruktion hangt der Wert von M/(T) nur von Inh(T) ab.
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3. Zu zeigen: M’ ist umordnungsunabhangig.
Beweis: Klar, denn nach Konstruktion hangt der kleinste Kandidat fur eine stabilisierende
Folge fur M auf o nur von Inh(o) und von |o| ab.

4. Zu zeigen: Gibt es eine Schlussfolge fir M/ auf L, so identifiziert M’ die
Sprache L.
Beweis: Ist o eine Schlussfolge fir M’ auf L, so identifiziert M’ alle Texte, die o verlangern.
Da M’ textordnungsunabhangig, identifiziert M’ sogar alle Texte fir L.

5. Zu zeigen: Falls M’ die Sprache L identifiziert, so enthalten alle Texte fir L
eine Schlussfolge fur M’ auf L als Anfangsstick.
Beweis: Angenommen, M’ identifiziert die Sprache L.
Es sei 0 die kleinste stabilisierende Folge fur M auf L.
Ferner sei T ein bel. Text far L.
Wir werden (in Abh. von o) ein ny angeben, sodass T[ny] Schlussfolge flir M’ auf L ist.



Wahle ny gentigend grof3, sodass gilt:

(a) Fur alle o € SEQ, die kleiner oder gleich oy sind, gilt: Inh(c) C L <= Inh(o) C
Inh(Tmel).

(b) Far alle o € SEQ, die kleiner als oy sind, gilt: o ist kein Kandidat flr eine stabilisierende
Folge far T[nyg].

Solch ein ngy existiert; fur (b) benutze man die letzte Folgerung.

Aus der letzten der (von Ihnen als Ubung nachgewiesenen) Eigenschaften ergibt sich:

Far alle T € SEQ mit T[no] C T und Inh(t) C L ist oy die kleinste Folge, welche Kandidat
fur eine stabilisierende Folge fur M auf T ist.

Nach Def. von “Kandidat” folgt: T[n] ist eine Schlussfolge fur M’ auf L.

Dieser Satz 3 wird uns nun helfen, Satz 2 zu beweisen.
Dazu bendotigen wir nochmals einen Hilfsbegriff.



Aufzahlbare Indizierungen und Erweiterungen

Eine Sprachklasse £ C & heil3t aufzahlbar indizierbar gdw. es gibt ein S € &,
sodass £ ={W; |1 € S}.
S heiBBt dann auch eine aufzahlbare Indexmenge far L.

Eine Sprachklasse £ € TxtEx hei3t aufzdhlbar erweiterbar gdw. es gibt eine
aufzahlbar indizierbare Sprachklasse £’ € TxtEx mit £ C L',

Die im Folgenden formulierten und bewiesenen zwei Satze werden die Aussage
von Satz 2 unmittelbar nach sich ziehen.
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Satz 5 : TxtEx = [TxtEx]PUdent gdw. jede Klasse £ € TxtEx ist aufzahlbar er-
weiterbar.

Beweis: 1. Angenommen, TxtEx = [TxtEx]Prudent,

Betrachte ein £ € TxtEx.

Nach Ann. gibt es einen verstandigen Forscher M, der £ identifiziert.

Damitist S = {M(o) | o € SEQ} eine aufzahlbare Indexmenge.

Da M verstandig, identifiziert M die Klasse £’ = {W; |1 € S}.

Nach Konstruktion ist £’ aufzahlbar indizierbar und £ C L'.

2. Falls jede Klasse £ € TxtEx is aufzahlbar erweiterbar ist, so betrachte ein festes £ € TxtEx
und eine aufzahlbar indizierbare Oberklasse £’ mit aufzahlbarer Indexmenge S.

Gemal Satz 4 gibt es einen rekursiven textordnungsunabhangigen Forscher M, der £” D L’
identifiziert.

Wir werden aus M einen verstandigen Forscher M’ fiir £’ (und damit fir £) konstruieren.

Es sei sg, s1,... eine wiederholungsfreie Aufzahlung von S.
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Obacht: Diese ex. immer (Schwalbenschwanz), es wird nicht die Wiederholungsfreiheit der da-
durch implizierten Aufzédhlung Ws,, W, ... gefordert, siehe VL 5.

Definiere (rekursiv) Text T* flr W;, durch: T[(t, x)] = x, falls die Berechnung der s;-ten TM, ange-
setzt auf x, nach t Schritten anhalt; andernfalls gilt: T[(t, x)] = #.

Definiere fur o € SEQ:

M’ () = min ({56} U {si |1 < o] AM(THoll) = M(o).

Da M textordnungsunabhangig ist und £’ identifiziert, konvergiert auch M’ auf jedem Text T flir
L € £’ gegen ein s; € S mit W, = L.

Ferner ist jedes s; € S Index einer Sprache aus £/, und M’ &u3ert nur Hypothesen aus S.
Somit ist M’ verstandig und identifiziert £'. O



Satz 6 : Jede Klasse £ € TxtEx ist aufzahlbar erweiterbar.

Beweis: Wahle festes bel. £ € TxtEx. Nach Satz 4 ist £ durch einen Forscher M identifizierbar,
der L identifiziert gdw. es gibt eine Schlussfolge fir M auf L.

O.E. sei ) € L (sonst &ndere die folgende Konstruktion leicht ab).

Wir geben im Folgenden eine aufzahlbar indizierbare Klasse £’ € TxtEx an mit £ C L.

Dazu unterscheiden wir zwei Falle:

(1) M identifiziert N. Def. eine rekursive Fkt. f wie folgt:

0, falls Inh(o) € W(e),
Wie) = Wwms), falls o Schlussfolge fir M auf Wy (),
N, sonst.

Warum ist f rekursiv? Um Ws ;) aufzuzahlen zu o, mache Folgendes:

Zahle gar nichts auf, bis wir eine Stufe s erreicht haben, sodass Inh(o) € Wy(4)s-

(Wird diese Stufe nie erreicht, so wird korrekterweise die leere Menge geliefert.)

Von diesem Punkt an wird W)y, aufgezahlt, bis man evtl. irgendwann entdeckt, dass es eine
Folge vy € SEQ gibt mit: o C y, Inh(y) C L(M(0o)) und M(y) # M(o).

Wird so ein y entdeckt, wird ganz N enumeriert.

Da f rekursiv, ist S = {f(o) | o € SEQ} aufzahlbar.

Da M neben () und N jede Sprache mit einer Schlussfolge identifiziert, kann M jede Sprache mit
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einem Index aus S identifizieren.
(2) Wenn M die Sprache N nicht identifiziert, so def. eine rekursive Fkt. f wie folgt:

( @, falls Inh(o) g WM(O‘))
Wh(o)s falls o Schlussfolge flr M auf Wy (),
Wiy = < {0,1,...,y}, sonst. Hierbeiisty das groB3te Element, welches in Wy

aufgezahlt wurde bis zu dem Zeitpunkt, da entdeckt wurde,
dass o keine Schlussfolge fur M auf W,y ist.

Die Rekursivitat von f sieht man ahnlich wie zuvor.

AuBBerdem gibt es eine rekursive Fkt. g, die zu y einen Index von {0, 1,...,y} liefert.

Sei S ={f(o) | 0 € SEQ}U{g(i) | i € N}. Da f und g rekursiv, ist S aufzahlbar.

S ist also aufzahlbare Indesmenge eine Sprachklasse £’ mit £ C L'.

S enthalt alle moglichen Hypothesen von M und (dartber hinaus) alle “Anfange” von N.
Sei r die rekursive Fkt., welche zu o € SEQ einen Index liefert, sodass W, = Inh(o).
Wir zeigen £’ € TxtEx durch Angabe eines Lerners M’ fir £’:

/ . T(O‘), EIy(Inh(G) :{O> ])- ,U})
Milo) = {M(o), sonst.

Da M nicht N identifiziert, kann M’ alles identifizieren, was M identifiziert.



Zuverlassigkeit

Ein Lerner, der manchmal gegen eine falsche Hypothese konvergiert, ist “unzu-
verlassig”.

M heil3e zuverldssig auf I gdw. far jeden Text T far L gilt: Falls M(T) |, so
L(M(T)) = L.

M heil3e zuverlassig auf £ gdw. M ist zuverlassig auf L flr jedes L € L.

M heil3t zuverlassig gdw. M ist zuverlassig auf £.

Beispielsweise ist der nirgends konvergierende Lerner zuverlassig.

[TxtEx]reliable — 12| £ C TxtEx(M) fiir einen zuverlassigen M}

Beispielsweise ist unser Standard-FZN -Lerner zuverlassig.

Der Standard-Lerner fir {N \ {x} | x € N} ist nicht zuverlassig:

Er konvergiert (falschlicherweise) gegen die Hypothese N \ {1} auf einem Text, der genau die
geraden Zahlen auflistet.
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Zuverlassigkeit ist eine wichtige Eigenschaft flr Lerner.

Ein zuverlassiger Forscher wird stets irgendwann “einsehen”, dass seine Hypo-
these falsch war, und das durch eine veranderte Hypothese kundtun.

Ware das nicht der Fall, so gabe es einen Text T, sodass ab einem n, galte:
M(T) = M(T[ngl) # L(T).

Leider ist diese Einschrankung viel zu stark:

Satz 7: Wird L € £ von einem zuverlassigen Forscher M identifiziert, so ist L
endlich.

Beweis: Es sei o eine Schlussfolge fur M auf L.

Auf dem Text T = o#* konvergiert M gegen einen Index von L.

Da die Hypothese stimmen muss aufgrund der Zuverlassighkeit von M, gilt L = Inh(T) =
Inh(o), also ist L endlich. O

Folgerung: [TxtEx]"€liable C TxtEx.
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Einschrankungen hinsichtlich des Verhaltnisses von geauBBerten Hypothe-
sen zueinander

Wir wollen hier drei solche Einschrankungen diskutieren:

Konservatismus: Hypothesen werden nur geandert, wenn es einen Grund da-
flr gibt.

Speicherbeschrankung: Der Lerner darf sich keine beliebige Vorgeschichte
merken.

Monotonie (duale Monotonie): Hypothesen sollen immer mehr generalisieren
(spezialisieren)

Die letzteren Kriterien gibt es in verschiedenen formalen Varianten.
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Konservative Lerner

Ein Lerner, der seine Meinung nur gezwungenermafen andert, ist “konservativ”.
Wissenschaftstheoretiker vertreten die Meinung, dass die Wissenschaft im All-
gemeinen selbst in diesem Sinne konservativ ist.

M heil3e konservativ auf L. gdw. fur alle o, € SEQ gilt: Falls 0 C 7, Inh(t) C L
und Inh(t) € L(M(0)), so M(t) = M(o).

M heil3e konservativ auf L gdw. M ist konservativ auf L fur jedes L € L.

M heif3t konservativ gdw. M ist konservativ auf £.

[TxtEx]conservative ={L£ | L C TxtEx(M) fir einen konservativen M}
[TxtEx]class-conservative _ 1, | »~ C TxtEx(M) flr einen auf £ konservativen M}

Wir werden den folgenden interessanten Satz zeigen:
Satz 8: [TXtEX]conservative _ [TXtEX]class-conservative C TxtEx.

Tatsachlich werden die folgenden Uberlegungen nicht alle Teile dieses Satzes
zeigen. ..

Rekursions- und Lerntheorie, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2010 31/41



[TXtEX]class-conservative C TxtEX.

Die Inklusion selbst ist klar per def.

Die Echtheit der Inklusion folgt dem Argument fur mengenbestimmte Lerner, sie-
he Satz 3.

Sei also £ wieder die “seltsame Sprachfamilie” und M; ein konservativer Lerner
dafar.

Wie zuvor argumentiert, muss M; den Text (j, 0)(j, 1) - - - fur L; identifizieren.
Es gibt ein kleinstes (n, s) mit M;(Tn]) =1iund W; ¢ O Inh(Tn]).

Daher wird Lj’ nicht durch M; identifiziert, denn aufgrund der Konservativitat von
M; muss M; auf dem Text T = (j,0)(j, 1) --- (j, n)® auf dem gesamten “End-
stick” (j, n)® die Hypothese 1 auf3ern. ]
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Monotonie |

DieI vielleicht nattrlichste Formalisierung dieses Begriffs wurde von Jantke for-
muliert:

M heil3e stark monoton auf L gdw. fur alle o,T € SEQ qilt: Falls o C T und
Inh(t) CL,soL(M(c)) C L(M(1)).

M heil3e stark monoton auf £ gdw. M ist stark monoton auf L fur jedes L € L.
M heil3t stark monoton gdw. M ist stark monoton auf £.

[TxtEx]Strong-monotonic _ 1| ~ C TxtEx(M) fUr einen stark monotonen M}

[TxtEx]class-strong-monotonic _ 1| »~ C TxtEx(M) fUr einen auf £ stark monotonen M}
Wir wollen hier nur den folgenden Sachverhalt ohne Beweis erwahnen:

Satz 9: [TxtEx|Strong-monotonic _ y¢Ey|class-strong-monotonic — ytEy.

Die Einschrankung ist intuitiv gesehen sehr stark: Ein Forscher, der je irgendwann einmal eine
Hypothese aufB3ert, die ein “falsches Element” enthalt, kann nie korrekt konvergieren.
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Monotonie Il

Wiehagen hat die Def. von Jantke abgeschwacht auf ein monotones Verhalten
bzgl. der Zielsprache:

M heil3e monoton auf . gdw. fir alle o, T € SEQ qilt: Falls 0 C Ttund Inh(t) C L,
soL(M(o))NLC L(M(T))NL.

M heiB3e monoton auf L gdw. M ist monoton auf L flr jedes L € L.

M heil3t monoton gdw. M ist monoton auf £.

[TxtEx]monotonic — ¢ | ~ C TxtEx(M) flr einen monotonen M}

[TxtEx]class-monotonic _ 1, | ~ C TxtEx(M) fUr einen auf £ monotonen M}
Wir wollen hier nur den folgenden Sachverhalt (fast) ohne Beweis erwahnen:

Satz 10: [TXtEX]strong-monotonic _ [TXtEX]monotonic C [TxtEx]CIaSS'mO”OtoniC
TxtEx. .

Hiervon wollen wir wenigstens die Echtheit der letzten Inklusion diskutieren.
Warnung: Im Lehrbuch “STL” wird “class-monotonic” als “monotonic” angesprochen.

1R
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[TXtEX]class-monotonic C TxtEx.

Beweis: Betrachte fur m, n folgende Sprachen:

L = {<O>X> | x € N}
L' = {(0,x) | x <m}uU{(1,x) | x >m}
L3P = {(0,x) [ x <mVx>ntU{(l,x) | m<x<n}

Sprachfamilie £ ={L;} U{L}* [ m € NJU{L}" | m,n € NAm < n}. Klar (?): £ € TxtEx.

Wir zeigen: £ ¢ [TxtEx]class-monotonic Betrgchte dazu M, der £ identifiziert.

Da M insbesondere L, identifiziert, gibt es ein m und ein o, sodass:

(2) Inh(o) = {(0,x) | x < m}, (b) L(M(0)) = L.

Da M auch L} identifiziert, gibt es ferner ein n und ein o’ mit o C o’, sodass:

(a) Inh(0”) = {{0,x) | x < m}U{(1,x) | m < x < n}, (b) L(M(c")) = LI

Da M auch LI“" identifiziert, ex. ein o” mit ¢/ C o”, Inh(o”) C L}»", sodass L(M(c") = LI>™.
M kann nicht monoton sein bei der Identifizierung von L3V™.

Betrachte dazu (O,n+1) € LI NL(M(o)) NL(M(c")), wahrenddessen (0,n+ 1) ¢ L(M(c')).
[]
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Monotonie Il

Lange und Zeugmann haben die folgende Variante vorgeschlagen:

M heil3e schwach monoton auf I gdw. fur alle o, € SEQ qilt: Falls ¢ C T und
Inh(t) C , S0 L(M(0o)) C L(M(T)).

M heil3e schwach monoton auf £ gdw. M ist schwach monoton auf L fUr jedes
Lel.

M heil3t schwach monoton gdw. M ist schwach monoton auf £.

[TxtEx]Weak-monotonic — (£ | £ C TxtEx(M) fiir einen schwach monotonen M}
[TxtEx]class-weak-monotonic — 1| , C TxtEx(M) fiir einen auf £ schw. mon. M}
Wir wollen hier nur den folgenden Sachverhalt ohne Beweis erwahnen:

Satz 10: [TXtEX]cIass-monotonic C [TXtEX]conservative _ [TXtEX]weak-monotonic _
[TxtEx]class-weak-monotonic .

Die Echtheit der ersten Inklusion folgt aus dem Beweis auf der letzten Folie.
Warum? Uberlegen Sie sich “einfache Inklusionsrichtungen.”
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Spezialisierungsstrategien

erhalt man aus den vorgestellten Generalisierungsstrategien durch Umkehren
(Dualisieren) der Monotonie-Eigenschaft.

Bsp.: M heil3e schwach dual monoton auf I gdw. fir alle o,t € SEQ gilt: Falls
o C tund Inh(t) CLNL(M(0)),so L(M(o))>L(M(T)).

Auf die formale EinfGhrung anderer (entsprechender) Begriffe sei nun verzichtet.
Kinber und Stephan konnten zeigen:

Satz 11: TxtEx = [TxtEx]dual-weak-monotonic _ [y¢fx]class-dual-weak-monotonic

Den interessanten Beweis finden Sie auf S. 114 in “STL.
Evtl. kann man ihn in der Ubung besprechen.
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Speicherbeschrankte Lerner

Wir setzen:

o =0, falls o0 =0,

und o~ = (o(0),...,0(|o] —2)), falls o € SEQ \ {0};
Olqst = #, falls o = 0,

und o4t = o(jo] — 1), falls 0 € SEQ \ {0}.

Ein Lerner F hei3t speicherbeschrankt, falls
Vo,T € SEQ F(o7) = F(t7) A\ 01gst = Tlast = F(o) = F(1).

Satz 12: Es gibt ein £ C &, L identifizierbar, aber nicht speicherbeschrankt
identifizierbar.
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Beweis: Sei L ={(0,x) | x € N}und

Ly =LU{(1,j)} bzw. L = L; \ {{0, j)}.

L ={K}U{L, Lj’ | j € N} Klar (?): £ € TxtEx.

Angenommen, ein speicherbeschrankter Lerner F wirde L identifizieren.

Betrachte also eine Schlussfolge o von F auf L.

Wabhle jj so, dass (0, jo) € Inh(o).

Da (0,jo) € L, gilt F(o) = F(0{0,jo)).

Betrachte T = o(1,jo) und y = 0(0,jo)(1,jo)-

Wie eben gesehen, gilt F(t~) = F(y~) und ebenso Tiust = Yiast-

Aus der Speicherbeschranktheit folgt: F(t) = F(y).

Sei S ein bel. Text far L\ {(0,j)}.

Def. T" =1Sund TY = vS.

TV ist ein Text fUr Lj, und T* ist ein Text fr L; .

Aufgrund der Speicherbeschranktheit konvergiert F auf TT und auf TY gegen denselben Wert.
Das widerspricht der angenommenen ldentifizierbarkeit von L. [
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Fette Texte

Ein Text T heif3t feft, falls
Vie Inh(T):{n | T(n) =i} = .

Mitteilung: £ C £ ist genau dann identifizierbar, wenn £ von einem speicher-
beschrankten Lerner auf fetten Text identifiziert werden kann.
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Einordnung und Ausblick

In diesen beiden VL haben wir verschiedene Lernstrategien untersucht.
Hierbei haben wir wesentliche Teile des 5. Kapitels von “Systems That Learn”
behandelt.

Trotz der nachgewiesenen Beschrankungen, die diverse Lernstrategien besit-
zen, werden in der Praxis meist Lernverfahren eingesetzt, die konsistent, kon-
servativ, speicherbeschrankt und (dual) monoton sind.

Naheres in der Vorlesung Uber Lernalgorithmen.

In der nachsten VL werden wir schlaglichtartig einige (weitere) Aspekte der Lern-
theorie beleuchten, dann unter dem Blickwinkel des Funktionenlernens.
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