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Rekursions- und Lerntheorie | Gesamtiibersicht

1. EinfUhrung: Grundsatzliche Betrachtungen

2. Berechenbarkeitstheorie: Die Churchsche These (4 VL)

3. Ausblicke auf weitere Ergebnisse der Rekursionstheorie

4. Lerntheorie: Modelle und Aussagen
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Noch mehr zu Notationen

Erinnerung: Standardnotation (Programmiersprache) h

~» Gbdelnummerierung

d.h.: berechenbare Aufzahlung von partiell rekursiven Funktionen hy bzw. von
aufzahlbaren Mengen Wi, (Uber eingeschrankte charakteristische Funktion)
d.h., z.B., (n,x) — hn(x) ist partiell rekursiv.

Satz 1. Jede partiell rekursive Funktion hat unendlich viele Gédelnummern.
Satz 2. Es gibt keine berechenbare Aufzahlung fur die rekursiven Mengen.
Beweis: Aquivalent dazu gabe es eine Aufzahlung fiir die charakteristischen Funktionen, also
eine Funktion f, so dass hy() total ware sowie 0, 1-wertig fir jedes x.

Definiere g(x) = T — hy (x).

g ist total berechenbar und 0, 1-wertig, aber nicht als hy,, darstellbar.

Ein einfacher Diagonalbeweis!
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Nochmal Nummerierungen

Wir werden sehen: Nummerierungen mussen nicht universell sein, also nicht alle

berechenbaren Funktionen (oder alle rekursive aufzahlbaren Mengen) auflisten.

In jedem Fall heil3e eine Nummerierung \ akzeptabel oder Godel-Nummerierung,
falls es zu jeder weiteren Nummerierung ¥ eine berechenbare totale Funktion f

gibt mit 8¢ = Uy, fir alle e. (Ubersetzungseigenschafi)

Etwas grof3zugiger kann man eine Nummerierung fur £ auch als Nummerierung
far £’ C £ ansehen.
In diesem Sinne ist der letzte Satz zu verstehen.
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Akzeptable Notationen sind solche, die zur Standardnotation aquivalent sind,
die sich also “ineinander” Ubersetzen lassen.

Satz 3. Es gibt Notationen, die nicht akzeptabel sind.

Beweis: Betrachte A = {(i,j) | 3d, e < ilhe(d) = (i,j)]}.
A ist rekursiv aufzahlbar. Betrachte solch eine Aufzahlung.
As: Menge der Elemente von A, die in s Schritten aufgezahlt wurde.
hi(x) falls (1,) Ax;

Wi () = {T ! falls émii iAX.
Das Komplement von A ist unendlich. ~» 3%j[1; 5y = hil. ~ 1 ist Notation.
Annahme: Es gibt Ubersetzung f = h. mit {4y = hq flr alle d.
Sei d nun der kleinste Index, sodass h4 total ist, aber hg # hy, ..., hq # he.
Seien i,j so, dass (i,j) = he(d) = f(d).
Nach Konstruktion: d > e.
1) Gilti > d(> e), so (i,j) € A sowie hq # ), denn hq ist total, aber 1y ; ; ist fast Gberall T.
2) Gilt 1 < d und ;) ist total, so ist hy =1 ;,, aber nach der Wahl von d ist hy # h;.
3) Gilt 1 < d und 1 ; ist nicht total, so Widerspruch wie in 1).
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Approximationen

Ahnlich wie im letzten Beweis kann man beliebige rek. aufzahlbare Mengen We
approximieren:

Fur alle s sei Wes C {0,1,...,s}, z.B. (am einfachsten) durch Schnittbildung,
d.h. We s =Wen{0,1,...,s},

oder auch durch die Festlegung, dass W, s diejenigen Elemente von W, enthal,
die in héchstens s Schritten von he aufgezahlt werden.

Im Ubrigen ist dann in beiden Fallen folgende Menge primitiv rekursiv:

{<€,X, S> ‘ X € WB,S}

Im Folgenden Frage: (Wann) gibt es injektive (also wiederholungsfreie) bere-
chenbare Aufzahlungen (Nummerierungen) fuar Teilmengen aller rekursiv auf-
zahlbarer Mengen?
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Beispiel 1

fur ein Mengensystem mit Nummerierung, aber ohne wiederholungsfreie Aufzahlung

(12x) falls x & KC:
\{Zx,Zx + 1} fallsx € K;

<’{zx 1 falls x & KC:
{2, 2x+1} fallsx € K.

Ly = o

LZx—H —

Die Nummerierung Ly, Ly, L,, ... ist nicht wiederholungsfrei,

denn jede Menge {2x, 2x 4+ 1} mit x € K besitzt zwei Indizes.

Ware Hy, Hi, H,, ... eine wiederholungsfreie Aufzahlung dieser aufzahlbaren
Menge, so ware K entscheidbar: Sei f die berechenbare Funktion, die zu y den
eindeutig bestimmten Index e mit y € He heraussucht.

xeK & f(2x) =f(2x+ 1)
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Beispiel 2: fur ein Mengensystem mit wiederholungsfreier Nummerierung

Es gibt wiederholungsfreie Nummerierung Hy, Hi, H,, ... aller endlichen Men-
gen von ungerader Machtigkeit.

Zu jedem e bestimme eine Binardarstellung e = 2*1 + 2%2 4 ... + 2*n, wobei
X1,X7, ..., Xn verschiedene natlrliche Zahlen sind.

W x1+1,x+1,...,xn+ 1} falls n ungerade;
C{0,xy+1,%+1,...,xn+ 1} falls n gerade.

Bsp.: Hy = {0}, Hy = {1}, H37 ={1,3,6} und H39 = {0, 1,2, 3,
denn 0 lasst sich als leere Summe darstellen, 1 = 20, 37 =
39 =204 21 4224 25

6}
20 422 4 25 und

Hy, H1, Ho, ... ist die gewlnschte Nummerierung.
Wie berechnet man e, wenn die Menge vorliegt?
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Der Satz von Kummer

Satz 4. Es seien Ly, Ly, Ly,... und Hy, Hy, Hy, ... zwei Nummerierungen, so
dass

o Ly # Hy, flr alle a, b (d.h., die Nummerierungen sind disjunkt);
e Hq # Hy, sobald a # b (also ist Hy, Hy, H», ... wiederholungsfrei);

e VaVendliche D C Lq3*b[D C Hyl.

Dann gibt es eine wiederholungsfreie Nummerierung Fy, Fq, Fo, ... fir das Men-
gensystem {Ly, Ly, L,,...; U{Hy, H1, Hy,.. .5
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Der Satz von Friedberg

Satz 5. Es gibt eine wiederholungsfreie Nummerierung aller rekursiv aufzahlba-
ren Mengen.

Erinnerung: Es gibt wiederholungsfreie Nummerierung Hy, Hy, H», ... aller end-
lichen Mengen von ungerader Machtigkeit.

Beweis: O.E.: W, ¢11 — Wes| < 1und W, = 0 fir alle e, s.

Sei Lo =0und L 11 = We 511, falls W, ¢11| gerade, sowie L. .11 = Le s andernfalls.

Durch Induktion folgt: |L ¢| ist immer gerade, sowie W, — L | < 1 flr alle e, s.

Sei L = [ J, L¢,s. Die Nummerierung Lo, Ly, L, ... enthalt alle Mengen gerader Mé&chtigkeit and
alle rekursiv aufzahlbaren unendlichen Mengen. ~» {Hy, Hy, Hy, ...} N{Ly, L1, Ly, ...} = 0.

Auf jeder Stufe s ist L. s endlich und |L¢ | ist gerade.

~» Vd : Les U{max(Les) + 14 d}ist in der Liste Hy, Hy, Hy, . . . enthalten.

~» Jede endliche Teilmenge von L, besitzt unendlich viele Obermengen Hy,.
Wir kdnnen also den Satz von Kummer anwenden.
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Zum Beweis vom Kummerschen Satz (1)

Die Stufen-Konstruktion benutzt zwei Hilfsmengen A und B.

A wird eingangs definiert und B erst wahrend der Konstruktion.

A speichert im Wesentlichen die Information, welche Indizes in der Nummerie-
rung Ly, Ly, Ly, ... minimal sind und welche nicht.

Die Menge Bs speichert alle b, fur die bereits auf Stufe s ein Index der neuen
Aufzahlung Fy, F1, Fy, ... gefunden wurde.

Sei Lq s die Teilmenge derjenigen Elemente aus Lq, die in s Schritten aufgezanhlt
worden sind.
Entsprechend verstehe man Hy, ;. Definiere

(a,x) €A Fb<ads >x[LasN{0,1,...,x} =Ly ¢ N{0,1,...,x]].
Klar: {x | (a,x) € A} =N, falls es ein b < a gibt mit L, = Lq. (Wiederholung!)
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Zum Beweis vom Kummerschen Satz (2)

Betrachte den Fall L, # Lq fur alle b < a, also a ist minimaler Index.

~» Zu jedem b < a gibt es eine Zahl yy, mit Ly (yp) # Lal(yp)-

AuB3erdem gibt es ein t, sodass

t>ypund Vb < a: Ly (yp) = Lp(Yp) # Lalyp) = Lat(up)-
~» Vb < adypIt > yp¥x > tVs > x 1 x > Yy ALy s(Yp) # La,s(yp)-

~{x | {a,x) € A}ist endlich.

Es gibt (reine Existenz) eine wiederholungsfreie Aufzahlung (*)
(ap, xp), (ar,x1), (az,%2), ... von der Menge
{{a,x) | Vy <x [{a,y) € A]}.
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Zum Beweis vom Kummerschen Satz (3)

Betrachte X = {{a,x) | Vy < x [{a,y) € Al}.

Ist a nicht minimaler Index von L in der vorgelegten Aufzéhlung (L;), so gibt es
b<amitly =Lg, dh.{x]|(a,x) € A} =N, also{(a,x) | x € N} C X.
Daher gibt es dann gar kein (a,x) € X mit (a,x) ¢ A.

Ist a minimaler Index von Lq in (L;), so [{x | {a,x) € A}| < oo.

Sei z maximal mit Vy < z[{a,y) € Al.

(Suche nach langstem “Anfang” in der endlichen Projektionsmenge.)

Per def. gilt fir dieses z: {(a,z) € A, aber firdie y < zist: (a,y) € A.

FOr {(ac,xc) aus der Aufzahlung qilt:
Wenn wir Lq. nur aufzahlen, sobald (ac,xc) € A,
so erzwingen wir wiederholungsfreie Aufzéhlung von (L;).

Rekursions- und Lerntheorie, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2010 13/20



Zum Beweis vom Kummerschen Satz (4)

Nun konstruiert man die gewinschte Nummerierung Fy, Fq1, Fo, . ..
und parallel dazu die Menge B zu Buchhaltungszwecken.

Grundideen:

Fye wird Lg,, falls {(ac,xc) ¢ A.

Falls (ac, xc) in A enthalten ist, wird der Aufzahlungsprozess von F,. angehalten-
Stattdessen wird eine Menge Hg_ gesucht, die bislang noch keiner Menge F_,
zugewiesen wurde.

Man setzt in dem Fall Fp. = Hg_..

B vermerkt auf Stufe s die Indizes aller Hy, Hy, H», .. ., die bereits zu F., zuge-
wiesen wurden.

Rekursions- und Lerntheorie, Fernau, Universitat Trier, WiSe 2010 14/20



Die Stufenkonstruktion (1)

Die Konstruktion der Aufzahlung Fy, Fq, ... erfolgt nun in Stufen.

Auf Stufe s werden Mengen F. ;.1 konstruiert, die Teilmengen von F¢ sind und
zusammen genommen F¢ ergeben.

Ebenso ergibt sich B = | J Bs.

Anfangs seien By = () und F. o = () flr alle c.

Die Konstruktion von Stufe s ist wiederum induktiv, was formal daran zu sehen
ist, dass s = (c, t) betrachtet wird. Dies bedeutet, dass man sich um die Mengen
Foc und F. 1 *kimmert”, wobei t die Stufen von Hy, ; durchlauft.

e Stufe s = (c,0). Konkret fir s = 0: c = 0.
Sei b, = min(N \ By). Konkret flir s = 0: b, = 0.
Sei Fyc 11 = Lg, 0. ac aus der Aufzahlung (%)
Sei Faci 1541 = Hp, 0.
Sei B; 1 = Bs U{b.}. Also B; ={0}.
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Die Stufenkonstruktion (2)

e Stufe s = (c,t) mitt > 0.
Sei Fact1,s = Hp,t-
Uberprife ob {ac,x.) € At und unterscheide drei Falle.

— Fall {(ac,xc) € Ax.
Setze FZc,s+1 — I—ac,t-
Setze BS-H — BS.
— Fall <C1.C,XC> € Ay und t = min{t’ | <(1¢,XC> - At/}.
Sei (d¢, uc) das erste Paar, sodass d. ¢ Bs und Fa. s C Hg, ...
Setze Fyes+1 = Hy, max(fu, t)-
Setze B, 1 = Bs U {d.}.
— Fall {(ac,xc) € Arund t > min{t’ | (ac,xc) € A}
Seien d., u. wie soeben definiert.

Setze Focs+1 = Hdc,max({uc,t})'
Setze BS_H = Bs.

Sei schlieBlich Fo/ 41 = Fer s fUr alle ¢’ & {2c, 2c + 1}.
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Die Stufenkonstruktion (3) Warum klappt die Konstruktion?

1. Jede Menge Hy, erscheint in der Aufzahlung genau einmal.

Jedes b € B ist Index einer Menge Hy, wie sie in der Aufzahlung Fo, Fy, F2, . .. erscheint.
Auf Stufe s = (c, 0) wird die kleinste Zahl auf3erhalb von Bs zu B hinzugefugt.

F. wird Hy, genau auf der Stufe s, in der b zu B hinzukommt.

Dies geschieht fur jedes b genau einmal.

2. Jede Menge L, erscheint in der Aufzahlung genau einmal, namlich als F,. = L,.

Betrachte Index a. Hierzu gibt es eine kleinste Zahl a’ mit Ly = L,.

Dartber hinaus gibt es eine maximale Zahl x’ mit (a’,x") = (a, x¢) fUr ein c.

(Man beachte wieder die Aufzahlung (*).)

Filr dieses c gilt: (ac,xc) € A~ Fye = Lg.

AuBBerdem gilt fur alle ¢’ # ¢ mit ac = ac: (ac, xc') € A.

Es gibt ein erstes t mit (ac, xc) € At und die Menge F,. s mit s = (c’, t) ist eine endliche Teil-
menge von L,.

Aus der dritten Voraussetzung des Satzes folgt, dass die Suche nach dem zugehdérigen d. ter-
miniert und Fq_ x,, = Hq,,, also Fo_ x., & {Lo, L1, Ly, .. .5

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass Fy, Fq, F,, . .. das folgende Mengensystem wiederholungs-
frei aufzahlt: {L,, Ly, Ly, ...} U{Hp, Hy, Ha, .. .}
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Noch mehr zu Nummerierungen

Zur Ubung: Sei A rekursiv aufzahlbar mit unendlichem Komplement. Betrachte

das durch folgende Nummerierung definierte Mengensystem £ = {Ly, Ly, Ly, ...}
Ly = Aflirx € Aund Ly = {x} fir x ¢ A.

Beweise: £ hat eine wiederholungsfreie Nummerierung gdw. A ist entscheidbar.

Satz 6. Keine Friedberg-Nummerierung ist akzeptabel.

Beweis: Sei Hy, Hi, Hy, ... eine Friedberg Nummerierung (aller rek. aufzahlbaren Mengen).
Betrachte die Nummerierung Lo, L;, Ly, . .. aus oben stehender Ubung mit A = K.

Das bedeutet: L, = K fur x € IC, L, = {x} fUr x & K.

Ware Hy, Hy, Hy, . . . akzeptabel, so gabe es eine rekursive Funktion f mit Ly = Hy( fur alle x.
Da Hy, Hy, Hy, . .. wiederholungsfrei, gibt es eindeutigen Index e mit H, = K.
~xeRK=>L(=K=f(x)=eundx € K = Ly ={x} = f(x) #e.

Das wirde einen Entscheidungsalgorithmus fir K liefern.
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AbschlieBende Interpretation
Was bedeutet der Satz von Friedberg?

Es gibt demnach (das folgt aus verscharften Formulierungen) keine universelle
Programmiersprache (Notation),

die verniinftig ist in dem Sinne, dass sie Ubersetzungen von / in allgemein ak-
zeptierte universelle Programmiersprachen wie JAVA gestattet,

und gleichzeitig gewahrleistet, dass jede Programmieraufgabe (formalisiert durch
die Spezifikation einer zu berechnenden Funktion) nur eine Losung gestattet, al-
so nur ein Programm zulasst, das diese Aufgabe erfllt.

Wir missen also damit leben, dass Aufgaben unterschiedliche, jedoch jeweils
korrekte Losungen (Programm-Umsetzungen) besitzen.
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Zur Literatur

Klassische Rekursionstheorie wird durch zahlreiche Blcher abgedeckt, am voll-
standigsten wohl durch das mehrbandige Werk von Odifreddi.

Ilch entnehme jetzt und im Folgenden haufiger Anleihen bei:

http://www.comp.nus.edu.sg/~fstephan/recursiontheory-pdflatex.pdf
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