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Fraktale Codierung�mathematishe GrundgedankenStatt ein �Datum� zu übertragen, übertrage man die Parametereiner kontrahierenden Abbildung f , deren Fixpunkt eben diesesDatum ist.Der Deodierer kann nun durh ein einfahes Iterationsverfahren(berehne yi = f(yi−1) ausgehend von einem beliebigen �Punkt�

y0 solange, bis eine gewünshte Genauigkeit erreiht wird) odershneller noh durh randomisierte Tehniken das zu übertra-gende Datum rekonstruieren.Nah dem Banahshen Fixpunktsatz funktioniert diese Idee prin-zipiell für jeden vollständigen metrishen Raum, zum Beispiel aufdem R
2 mit dem Euklidishen Abstand als Metrik ρE.Iterierte Funktionensysteme (IFS) gestatten die Beshreibungvon Bildern als Fix�punkte�. 2
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Etwas MathematikEs sei (X, ρ) ein metrisher Raum, d.h., ρ ist ein Abstandsmaÿ (eine Metrik)auf der Menge X.Die r-Umgebung von A ⊆ X ist gegeben durh:

Br(A) :={y ∈ X|(∃x ∈ A)(ρ(x, y) < r)}(=
⋃

x∈A

Br(x)).Bezeihne K(X, ρ) die Menge aller niht leeren aber kompakten Teilmengenvon (X, ρ) (z.B. folgenkompakt).In (R2, ρE) gilt: A ⊆ R
2 kompakt gdw. A abgeshlossen und beshränkt.Es seien A,B ∈ K(X, ρ). Die Abbildung

ρH(A,B) := inf{r : A ⊆ Br(B) und B ⊆ Br(A)}ist eine Metrik auf (K(X, ρ), ρH). Sie heiÿt Hausdor�-Metrik oder Hausdor�-Abstand.
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Iterierte Funktionensysteme (IFS)Eine Abbildung f : (X, ρX) → (Y, ρY ) heiÿt Ähnlihkeitsabbildunggdw.
ρY (f(x), f(x′)) = αρX(x, x′).

α heiÿt auh Ähnlihkeitsfaktor.Gilt α < 1, so heiÿt f kontrahierend.Allgemeiner gilt ρY (f(x), f(x′)) ≤ αρX(x, x′) für ein α < 1 für eineKontraktion.Ein IFS F (auf X), ist gegeben durh eine endlihe Liste F =

(F(1), . . . , F(n)) von kontrahierenden Ähnlihkeitsabbildungen,i.e., F(i) : X → X.Zugeordnet ist die Liste der Ähnlihkeitsfaktoren (rF (1), . . . , rF (n)).
4
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Was IFS beshreibenJedes IFS F = (F (1), . . . , F (n)) auf (X, ρ) lässt sih als Abbildung K(X, ρ) →
K(X, ρ) auffassen durh

F (A) :=

n
⋃

i=1

F (i)(A).

F ist so eine Kontraktion auf (K(X, ρ), ρH) mit einem Kontraktionsfaktor

rF :=maxni=1 rF (i) < 1.Nah dem Banahshen Fixpunktsatz bestimmt F so eindeutig einen Fix�punkt�

AF ∈ K(X, ρ), falls (X, ρ) (und damit (K(X, ρ), ρH)) vollständig ist (d.h.,Cauhy-Folgen konvergieren).Da sih der Abstand des Fixpunktes xf einer kontrahierenden Abbildung f(mit Kontraktionsfaktor rf) auf einem vollständigen metrishen Raum (X, ρ)von einem beliebigen Punkt x ∈ X durh (ρ(x, xf) ≤ 1
1−rf

· ρ(x, f(x))) abshät-zen lässt, ist die n-te Iterierte fn(x) höhstens rn
f

1−rf
· ρ(x, f(x)) vom Fixpunktentfernt (Collage-Theorem)

; eine reht einfahe Abshätzung des ansonsten niht so einfah zu bestim-menden Hausdor�-Abstandes;überdies: shnelles Abbruhkriterium bei der Deodierung �fraktalen Codes�.5
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Als Beispiel betrahten wir die Koh-Kurve, als Raum nehmen wir X = [0,1]×
[0,1] mit der Euklidishen Metrik und als IFS F = (F (1), F (2), F (3), F (4)),wobei die einzelnen Abbildungen wie folgt de�niert sind.

F (1)(x1, x2) =
1

3

(

x1

x2

)

,

F (2)(x1, x2) =
1

3

(

x1

x2

)

+

(

2
3
0

)

,

F (3)(x1, x2) =
1

3

(

cos(60◦) − sin(60◦)
sin(60◦) cos(60◦)

)(

x1

x2

)

+

(

1
3
0

)

,

F (4)(x1, x2) =
1

3

(

cos(−60◦) − sin(−60◦)
sin(−60◦) cos(−60◦)

)(

x1

x2

)

+

(

1
2

1
3
sin(60◦)

)

.Der Deutlihkeit halber wollen wir in der unteren Abb. mit der kompaktenMenge {(x,0)|0 ≤ x ≤ 1} starten. Beahte, dass der Hausdor�-Abstand derfünften Iteration von der Koh-Kurve sih mit 1
35(1−1/3)

1
3
≈ 0,002 abshätzenlässt.
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DiskussionWie auh anhand der Koh-Kurve deutlih wird, haben IFS-Fraktale stets eineselbstähnlihe Struktur, die zwar ansatzweise �wie B. Mandelbrot herausge-arbeitet hat� sih auh �in der Natur� und damit auh bei natürlihen Bildernanzutre�en ist, siher aber niht in der durh IFS bedingten �Reinkultur�.Andererseits wird die wesentlihe Idee eines auf �Selbstähnlihkeit� abheben-den Kompressionsverfahrens klar:Die Übertragung der viermal je 6 Zahlen, die jeweils die a�nen Abbildun-gen der Koh-Kurve spezi�eren, ist wesentlih e�zienter als die Übertragungbeispielsweise des PS-Files der letzten auf der vorigen Folie gezeigten Appro-ximation.Sind Bilder wie angedeutet fraktal zu odieren, so ergibt sih einProblem: Wie sind zu einem gegebenen Bild die Parameter eineres spezi�zierenden Shar von a�nen Abbildungen zu generieren ?7
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Fraktale KompressionEine erste praktikable Lösung dieser Probleme stammt von A.Jaquin. Hierbei wird zunähst das Bild in sog. Bereihsblöke Rkunterteilt. Für jeden Bereihsblok wird im Bild selbst ein Urbild-blok Dk (und eine vermittelnde kontrahierende Abbildung fk mit

Rk = fk(Dk)) gesuht. Die Urbildblöke erhält man, indem manein K ×K-Fenster mit Shrittweite K/2 oder K/4 über das Bildgleiten lässt und das �günstigste� Teilbild Dk auswählt, s. Bildunten.Da niht immer die Existenz eines optimalen Urbilds gewährlei-stet ist, handelt man sih hierbei einen systematishen Fehlerein, der dieses Verfahren verlustbehaftet maht.
8
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Bereihsblok-ÄhnlihkeitTatsählih wird der Untershied von Rk zu fk(Dk) niht perHausdor�-Abstand, sondern durh eines der früher diskutiertenVerzerrungsmaÿe bestimmt.Man kann zeigen, dass mit den (partiell de�nierten) Funktio-nen fk die zugehörige mengenwertige Funktion F(A) =
⋃

k fk(A)kontrahierend ist und somit die für IFS gemahten Überlegungenauh hier gelten.
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FarbbilderBislang haben wir uns lediglih um Shwarz-Weiÿ-Bilder in un-seren Überlegungen gekümmert.Tatsählih gilt das Gesagte im Wesentlihen auh für Grauwert-bzw. Farbbilder;hier kommt dann noh eine Anpassung der Farbinformation hin-zu, so wie die Abbildung f3 im Bild niht nur ein Vershiebenund Drehen, sondern auh eine Grauwertanpassung beinhaltet.Nah Jaquin wird fk durh fk = mk ◦ gk zerlegt, wobei gk eineVershiebung und Skalierung bewirkt und mk eine Transformati-on der Masse.Ist �genauer� Tk = gk(Dk) und bezeihnet tij, i, j ∈ {0, . . . ,M−1},das (i, j)-te Pixel in Tk, so ist mk(tij) = αktIk(i,j) +∆k.

αkt+∆k bezeihnet dabei eine Grauwertanpassung.
Ik ist eine Isometrie, die man als Permutation der Pixel innerhalbvon Tk auffassen kann. 10
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Konkret betrahtet man die folgenden Isometrien:

• vier Drehungen um 0, 90, 180 und 270 Grad und

• vier Spiegelungen an der vertikalen und horizontalen Spiege-lahse sowie an den beiden Diagonalen.

Zur Darstellung von Rk benötigt man so gk, αk, ∆k und Ik.In der Praxis shränkt man die Wahl der αk-Werte noh drastishein, und häu�g betrahtet man lediglih die Identität für Ik.Dennoh bleibt die Bestimmung der Parameter ein erheblihesRehenproblem:Mitteilung: Das Problem optimaler Blokzuordnung ist NP-hart.

; vershiedendste heuristishe Lösungsansätze, in der unter-shiedlihe auh hier besprohene Methoden wie Vektorquan-tisierung, Fouriertransformation und Adaption in fraktale Kom-primierungsshemata eingebaut werden. 11


