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Di�erential
odierung�AllgemeinesGrundidee der Di�erential
odierung:nutze Korrelation aufeinander folgender Quellenausgaben dadur
haus, dass anstelle der Originalwerte die Di�erenzen zweier be-na
hbarter Werte (
odiert) übertragen werden.Ho�nung: Verkleinerung von Werteberei
h und Varianz.
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Ein erstes Beispiel: eine Abtastung der Kosinusfunktion

f(t) = cos(
π

6
t), t ∈ [0,6].Die Werte xn = f(n/10), n = 0, . . .60 liegen in [−1,+1].Hingegen liegen die Di�erenzen dn = xn − xn−1 in [−0,2; 0,2].∗Benutzt man einen 2-Bit-Glei
hquantisierer, so führt dies beiÜbertragung der xn zu einer S
hrittweite von 2×1/22 = 0,5, undder betre�ende Quantisierfehler liegt im Intervall [−0,25; 0,25];bei Übertragung der dn nimmt man die S
hrittweite 0,1

; Quantisierfehler bes
hränkt auf [−0,05; 0,05].Bei Bildern führt der Übergang zu Pixeldi�erenzen oft zu Histogrammen, dieder Lapla
e-Verteilung ähneln. Dies berü
ksi
htigend ist eine Quantisierungdes �Di�erenzenbildes� mit fünf oder gar vier Bit genauso gut wie die desOriginalbilds mit sieben Bit.

∗Eine Ausnahme bildet der erste Wert d0 = x0. 3
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Das Phänomen der Fehlerfortp�anzungbei verlustbehafteter Übertragung wurde bisher verna
hlässigt,was an folgendem Beispiel deutli
h wird:Folge {xn} 6,2 9,7 13,2 5,9 8,0 7,4 4,2 1,8Di�. {dn} 6,2 3,5 3,5 -7,3 2,1 0,6 -3,2 -2,4Quant. {d̂n} 6 4 4 -6 2 0 -4 -2Rekonstr. {x̂n} 6 10 14 8 10 10 6 4Abwei
hung 0,2 -0,3 -0,8 -2,1 -2 -2,6 -1,8 -2,2Hierbei benutzen wir einen Quantisierer mit sieben Ausgabewerten

{−6,−4,−2,0,2,4,6}.Wie man sieht, s
heint die Abwei
hung tendenziell immer gröÿer zu werden.
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Fehlerfortp�anzung formaler untersu
ht:Bezei
hnungen: {xn}: Ausgangsfolge, {dn}: Di�erenzenfolge, {d̂n}:quantisierte Di�erenzenfolge, {x̂n}: rekonstruierte Folge.Startwert sei x0, und es gelte x̂0 = x0. Dann gilt:Lemma 1 x̂n = xn +
∑n

k=1 qk.Beweis:
dn = xn − xn−1, falls n > 0

d̂n = Q[dn] = dn + qn, qn ist der Quantisierfehler

x̂n = x̂n−1 + d̂n, falls n > 0

= xn +

n∑

k=1

qk,denn x̂n − x̂n−1 = d̂n = xn − xn−1 + qn liefert mit x̂0 = x0 per Teleskopsumme:

(x̂n − x̂n−1) + (x̂n−1 − x̂n−2) + . . .+ (x̂1 − x0) =

(xn − xn−1) + (xn−1 − xn−2) + . . .+ (x1 − x0) +

n∑

k=1

qk .
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Verhinderung der Fehlerfortp�anzungEine lei
hte Modi�kation verhindert diese si
h im Term ∑n
k=1 qkausdrü
kende Fehlerfortp�anzung:setze nun dn = xn − x̂n−1; damit gilt:

x̂n = x̂n−1 + d̂n = x̂n−1 + dn
︸ ︷︷ ︸

xn

+qn .Hierbei kann x̂n−1 als ein S
hätzer für xn interpretiert werden.Diese Idee wird im folgenden verallgemeinert.
6



H. Fernau

Datenkompression SoSe 2013

Unser Beispiel ohne Fehlerfortp�anzungFolge {xn} 6,2 9,7 13,2 5,9 8,0 7,4 4,2 1,8Di�. {dn} 6,2 3,7 3,2 -8,1 0 -0,6 -3,8 -2,2Quant. {d̂n} 6 4 4 -6 0 0 -4 -2Rekonstr. {x̂n} 6 10 14 8 8 8 4 2Abwei
hung 0,2 -0,3 -0,8 -2,1 0 -0,6 0,2 -0,2
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Prädikative Di�erential
odierung (DPCM)

(Bell Labs, um 1950) CodiererP
+ +

Q-+xn

pn

dn d̂n

pn

x̂n

S
hema eines Codierers im prädikativen Di�erentialverfahren, englis
h �di�e-rential pulse 
ode modulation� genannt, kurz DPCM.
Q: der zur Codierung der Di�erenzenfolge verwendeten Quantisierer

P : der Prädikator oder Vorhersager genannte S
hätzer für xn.Während zuvor pn = x̂n−1 galt, setzt man nun pn = f(x̂n−1, x̂n−2, . . . , x̂0) an.Bemerkenswert ist, dass der Codierer den De
odierer (im gestri
helt einge-kästelten Berei
h) simuliert. 8
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Wie ist die Vorhersagefunktion f zu wählen?Da für die Di�erenzenfolge dn = xn − pn gilt, beein�usst dieS
hätzfolge pn o�enbar u. a. die Varianz σ2d der Di�erenzfolge,die mögli
hst klein sein sollte.Satz 2 Unter den Annahmen

1. pn = f(x̂n−1, x̂n−2, . . . , x̂0) ∼ f(xn−1, xn−2, . . . , x0) und

2. {xn} ist stationär

kann man zeigen, dass σ2d dur
h den bedingten Erwartungswert

E[xn | xn−1, . . . , x0]minimiert wird. 9
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Vereinfa
hungen für Prädikatoren:Immer no
h zu kompliziert ?! ;Annahme: Vorhersagefunktion ist linear, d. h. pn =
∑N

i=1 aix̂n−i ;

N heiÿt au
h Ordnung des Prädikators.Erste Voraussetzung im Satz ;

σ2d = E[(xn −
N∑

i=1

aixn−i)
2] ist zu minimieren.Hierzu setzen wir die partiellen Ableitungen bezügli
h der ai Null:

∂σ2
d

∂a1
= −2E

[(

xn −

N∑

i=1

aixn−i

)

xn−1

]

= 0

∂σ2
d

∂a2
= −2E

[(

xn −

N∑

i=1

aixn−i

)

xn−2

]

= 0... ...

∂σ2
d

∂aN
= −2E

[(

xn −

N∑

i=1

aixn−i

)

xn−N

]

= 0. 10
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Unter Benutzung der Autokorrelationsfunktion

Rxx(k) = E[xnxn+k]können wir also ansetzen:
N∑

i=1

aiRxx(i− 1) = Rxx(1)

N∑

i=1

aiRxx(i− 2) = Rxx(2)... ...
N∑

i=1

aiRxx(i−N) = Rxx(N)
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Dies lässt si
h au
h in Matrixform s
hreiben:RA = Pwobei
R =











Rxx(0) Rxx(1) Rxx(2) . . . Rxx(N − 1)
Rxx(1) Rxx(0) Rxx(1) . . . Rxx(N − 2)
Rxx(2) Rxx(1) Rxx(0) . . . Rxx(N − 3)... ... ... ...

Rxx(N − 1) Rxx(N − 2) Rxx(N − 3) . . . Rxx(0)











A=











a1
a2
a3...

aN











P =











Rxx(1)
Rxx(2)
Rxx(3)...
Rxx(N)










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Mit den soeben eingeführten Notationen gilt:Korollar 3 Unter den Annahmen von Satz 2 und für linearePrädikatorfunktionen ergibt si
h der Vektor der Prädikatorko-e�zienten dur
h: A = R−1PNatürli
h können wir in der Praxis ni
ht annehmen, wir hätten bereits Kennt-nis der genauen Autokorrelationswerte, in der Autokorrelationsmatrix R zu-sammengefasst. ; Verwende S
hätzer dieser Werte M Datenpunkte:

Rxx(k) =
1

M − k

M−k∑

i=1

xixi+k .
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Leistungswerte von DPCM-Systemen mit unters
hiedli
henQuantisierern und Prädikatoren:Quantisierer Prädikatorordnung SNR (dB) SPER (dB)2-Bit keine 2,431 3,37 2,652 8,35 5,93 8,74 6,13-Bit keine 3,651 3,87 2,742 9,81 6,373 10,16 6,71
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DPCM in der Spra
hverarbeitungFür eine Spra
heingabe wurden auf diese Weise die Prädikatorkoe�zientenermittelt. Diese sind natürli
h von der Ordnung des Prädikators abhängig.Die Tabelle enthält das Verhältnis SNR von Signal zur Verzerrung sowie dasVerhältnis SPER von Signal zur Vorhersage, d. i.,

SPER(dB) =

∑M
i=1 x

2
i

∑M
i=1(xi − pi)2für dieses Spra
hbeispiel, bei dem die Quelle (zu Verglei
hszwe
ken) einmalmit einem 2-(bzw. 3-)Bit Quantisierer 
odiert wurde (daher keine Prädikator-ordnung) und dann mit einem linearen Prädikator (der gemäÿ dem Ansatzvon Kor. 3 erhalten wurde) der Ordnung N = 1,2,3.Gerade bei Spra
he ist die Stationaritätsannahme si
her fals
h,was es nahelegt, adaptiv zu quantisieren.
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Adaptive Di�erential
odierungGrunds
hema der Di�erential
odierung ; es gibt zwei Kompo-nenten, die adaptiv sein können, nämli
h der Quantisierer Q undder Prädikator P .Die weiter erkennbare Rü
kkopplung lässt eine Voradaptierung des Quanti-sierers ni
ht sinnvoll ers
heinen.Die Rü
kadaptierung von Q kann mit einem Jayant-Quantisiererges
hehen.Z.B. bei Spra
heingabe ers
heint eine Adaptierung der Prädika-torparameter überdies sinnvoll.
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PrädikatoradaptierungBei DPCM mit Voradaptierung des Prädikators (DPCM-APF)wird die Eingabe in Blö
ke unterteilt, der S
hätzer der Auto-korrelationskoe�zienten je Blo
k bere
hnet und als Begleitin-formation übertragen. Insbesondere bei Spra
hübertragung kannDPCM-APF ni
ht tolerierbare Verzögerungen bewirken.Wir bes
häftigen uns daher jetzt mit der Rü
kadaptierung desPrädikators (DPCM-APB).
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Fehlerfunktion in Abhängigkeit vom Prädikatorparameter

d2n

a1Der Fehler eines Prädikators erster Ordnung lässt si
h dur
h

d2n = (xn − a1x̂n−1)
2messen. Fassen wir d2n als Funktion von a1 auf, so ergibt si
heine Parabel wie in obigem Bild.
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Was ergibt si
h daraus ?Ist der Wert a(n)1 weit vom Optimum entfernt, so ist eine ras
here Adaptierungerwüns
ht als wenn fast das Optimum errei
ht ist. Diesen E�ekt errei
henwir dur
h Anwendung der Formel
a(n+1)
1 = a(n)1 − α

∂d2n
∂a1

mit

∂d2n
∂a1

= −2(xn − a1x̂n−1)x̂n−1

= −2dnx̂n−1; also ist:

a(n+1)
1 = a(n)1 + α′dnx̂n−1für eine die Adaptivität beein�ussende positive Konstante α bzw. α′. Da dieni
htquantisierten Werte dn nur dem Codierer zur Verfügung stehen, ersetzenwir in jener Formel dn dur
h d̂n:
a(n+1)
1 = a(n)1 + αd̂nx̂n−1
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Codierer höherer OrdnungFür einen Codierer höherer Ordnung N > 1 erhält man ganz entspre
henddur
h Betra
htung von
d2n =

(

xn −

N∑

i=1

aix̂n−i

)2

sowie der partiellen Ableitungen dieser Funktion na
h den aj:Lemma 4 (Adaptionsregel für den j-ten Prädikatorkoe�zienten)

a(n+1)
j = a(n)j + αd̂nx̂n−j bzw. vektoriellA(n+1) = A(n) + αd̂nX̂n−1 mit
X̂n =







x̂n

x̂n−1...
x̂n−N+1






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Delta-ModulierungFür die Spra
h
odierung wird gerne der sog. ∆-Modulator ver-wendet, d. i. ein DPCM-Verfahren mit 1-Bit-Quantisierer.D.h.: der Codierer dem De
odierer quasi nur mitteilen darf, obsi
h der aktuelle Eingabewert im Verglei
h zum vorigen erhöhtoder erniedrigt hat;der De
odierer interpretiert dies, indem er ±∆ re
hnet.Fehler ?! ; hohe Abtastrate erforderli
h.Denno
h ist bei �xiertem 1-Bit-Quantisierer zu beoba
hten:

• Ist die Quelle fast konstant, so s
hwingt der Modulator.

• Bei steilem Signalanstieg oder -abfall kommt er ni
ht sos
hnell na
h. 21
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Zur Wahl von ∆:
• Ist ∆ klein, so beoba
hten wir s
hwa
hes S
hwingen, abers
hle
htes Na
heilen.
• Ist ∆ groÿ, so sind au
h die S
hwingungen groÿ, aber dasNa
heilverhalten ist gut.

Au
h hier bietet si
h eine adaptive Delta-Modulierung an; wirbetra
hten im folgenden die sog. CFDM (engl.: 
onstant fa
tordelta modulation).
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Details zu CFDM
∆n: den vom De
odierer erhaltenen vorzei
henbehafteten Di�e-renzterm im n-ten S
hritt.Da die na
hstehend angegebene Adaption mit den Faktoren M >

1 ni
ht das Vorzei
hen von ∆n beein�usst, ist folgende Festle-gung ni
ht zirkulär:
sn =

{

1 wenn ∆n > 0
−1 wenn ∆n < 0

∆n =

{

M∆n−1 wenn sn = sn−1

M−1∆n−1 wenn sn 6= sn−1CFDM lässt si
h verbessern, indem ni
ht nur die letzte Ausgabedes Codierers in Betra
ht gezogen wird.
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Beispiele zu CFDMMan mag si
h klarma
hen, was die folgenden Fälle �bedeuten�:

sn 6= sn−1 = sn−2

sn = sn−1 6= sn−2

sn = sn−1 = sn−2Für die Spra
h
odierung wird empfohlen, die Formel∆n = Mi∆n−1für folgende Werte / Fälle von Mi zu verwenden:

sn 6= sn−1 = sn−2 ⇒ M1 = 0,4
sn 6= sn−1 6= sn−2 ⇒ M2 = 0,9
sn = sn−1 6= sn−2 ⇒ M3 = 1,5
sn = sn−1 = sn−2 ⇒ M4 = 2,0

24


