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Transformation für Codierungen: Das Shema

Seien x1, x2, . . . , xk Gröÿen, wie z.B. Zahlen, Vektoren, Funktionen et.Dann ändern wir diese Objekte mit Hilfe einer Transformation T und bekom-men θ1, θ2, . . . , θt, die mögliherweise ganz anders als xi aussehen, die manaber einfah weiterverarbeiten kann.
Bearbeitungx1, x2, . . . , xk θ1, θ2, . . . , θtinverseTransformation

x̂1, x̂2, . . . , x̂k θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂t
TransformationZiel: Transformationen zu �nden, sodass man θ1, θ2, . . . , θt e�zienter (verlust-behaftet) komprimieren kann als die Folge x1, x2, . . . , xk direkt.Dann ist θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂t eine Rekonstruktion dee Komprimierung der Folge θ1, θ2, . . . , θt,und x̂1, x̂2, . . . , x̂k ist eine Rekonstruktion der Eingabe x1, x2, . . . , xk.Bekannte Beispiele: Wavelets, BWT, . . .
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Ein Beispiel-Eingangsdatensatz:Gröÿe Gewiht163 85188 94150 75175 85140 65200 102170 80125 55100 40125 77173 74155 70190 82160 60
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Graphishe Darstellung:

200

100908070604050 25 50 75 100 125 150 175
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Die konkrete Transformation: Betrahtet man Länge und Gewihtals (x, y)-Koordinaten, so sieht man im Bild, dass sih die Daten längs einerGeraden der Art y = 0,5x häufen. Drehen wir den Datensatz also durh

θ = Ax, wobei x =

[

x0

x1

]der zweidimensionale Eingabevektor ist undA =

[

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

]

die Drehmatrix sowie
θ =

[

θ0

θ1

]

der Vektor der Transformierten; speziell ist hier φ = arctan(0,5) ≈ 26,565o,d. h. A =

[

0,89442719 0,4472136
−0,4472136 0,89442719

]
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Die transformierten Werte
x-Wert y-Wert184 3210 0168 0195 -2154 -4225 2188 -4136 -7107 -9146 13188 -11170 -7207 -12170 -18
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Die transformierten Werte als Graphik
220-5-10

105 100 120 140 160 180 200
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Die rüktransformierten WerteGröÿe Gewiht165 82188 94150 75174 87138 69201 101168 84122 6196 48131 65168 84152 76185 93152 76
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BeobahtungenWir beobahten bei den transformierten Werten, dass sih die �Energie� in derersten Komponente �ballt�, was intuitiv eine (verlustbehaftete) Komprimie-rung um den Faktor zwei gestattet. Täten wir dies tatsählih und wendetenauf die �komprimierte Folge� die inverse Transformation, gegeben durhA−1 =

[

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]

an, so erhielten wir in etwa die Werte aus der vorigen Tabelle.In diesem Fall gilt:
N−1
∑

i=0

(xi − x̂i)
2 =

N−1
∑

i=0

(θi − θ̂i)
2wobei

θ̂i =

{

θi i = 0,2,4, . . .
0 sonstund x̂i der xi entsprehende rekonstruierte Wert ist. Diese Eigenshaft giltallgemein für Transformationsmatrizen mit A−1 = AT . Letztere Eigenshaftnennt man auh Orthonormalität. 9
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Einfahe TransformationenZuerst betrahten wir Transformationen für eindimensionale Folgen, wie siezum Beispiel (digitalisierte) Sprahe und allgemeiner Audio-Folgen liefern. Essei p0, p1, p2, . . . die Eingabefolge. Wir werden folgende lineare Transformatio-nen betrahten: Für jeden Blok
x0 = pℓ, x1 = pℓ+1, . . . , xN−1 = pℓ+N−1der Länge N , mit ℓ = 0, N,2N, . . ., transformieren wir x0, x1, . . . , xN−1 folgen-dermaÿen:

θn =

N−1
∑

i=0

xian,i,wobei die Transformation vollständig durh die Konstanten an,i de�niert wird.Die Länge N hängt von praktishen Anwendungen ab. Es ist klar, dass mitgröÿerem N auh die Transformation komplexer wird. Seien nun x und θdie Vektoren. Dann können wir eine lineare Transformation in Matrixformdarstellen: θ = Ax. Die inverse Transformation de�niert eine Matrix B, sodass x = Bθ gilt. Die Matrix B ist die Inverse zu A.
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Der zweidimensionale Fall:Transformationsodierung ist eine der populärsten Methoden für die Kompri-mierung von Bildern.
; Wir werden bis Ende dieses Kapitels meistens den zweidimensionalen Fallder linearen Transformation betrahten. Wir de�nieren solhe Transformatio-nen für einen gegebenen N × N Blok

X =









x0,0 x0,1 . . . x0,N−1

x1,0 x1,1 . . . x1,N−1... ...

xN−1,0 xN−1,1 . . . xN−1,N−1







folgendermaÿen:

Θ = AXATund die inverse Transformation: X = BΘBT . Alle Transformationen, die wirhier betrahten werden, sind orthonormal. Daher ist es einfah, die inverseTransformation zu bekommen:
X = ATΘA
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Der zweidimensionale Fall (Forts.):Die Zeilen der Transformationsmatrix nennen wir Basisvektoren und die Ele-mente nah der Transformation nennen wir oft Transformationskoe�zienten.Man beahte, dass wir auf diese Art und Weise nur sog. separable Transfor-mationen für den zweidimensionalen Fall erhalten; denn die allgemeine Trans-formationsformel lautet
Θk,ℓ =

N−1
∑

i=0

N−1
∑

j=0

Xi,jai,j,k,ℓ,(dies wäre ein Tensorprodukt) und wir betrahten als Spezialisierung:

Θk,ℓ =

N−1
∑

i=0

N−1
∑

j=0

Xi,jak,iaℓ,j.
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Die Wirksamkeit einer Transformation hängt davon ab,

• wie groÿ die Dekorrelation, also die Reduktion der Korrelation, der Ein-gabepixel (oder Signale) ist und
• wieviel Energiebündelung (engl.: energy ompation) die Transformationergibt.Die Korrelation in einer Eingabefolge ist die Quelle der Redundanz, die ineinem e�zienten Komprimierungsverfahren entfernt werden soll.Eine wihtige Eigenshaft der orthonormalen Transformationen ist, dass sol-he Transformationen die Energie erhalten:

∑

x2
i,j =

∑

θ2
i,j.Die Transformationen sollen nur die Energie �nah links oben� in der Matrixvershieben, also dort bündeln.
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Beispiel: Betrahten wir die folgende Transformationsmatrix:

A =
1√
2

[

1 1
1 −1

]

A ist orthonormal, weil
1

2

[

1 1
1 −1

] [

1 1
1 −1

]T

=
1

2

[

1 1
1 −1

]T [

1 1
1 −1

]

=

[

1 0
0 1

]

Die erste Zeile der Matrix (1/
√

2,1/
√

2) enspriht einem Tiefpass und diezweite Zeile (1/
√

2,−1/
√

2) enspriht einem Hohpass.Betrahten wir eine Folge, in der beide Elemente gleih sind. Nah der Trans-formation soll dann das zweite Element Null sein, d. h., die Energie ist voll-ständig in der ersten Komponente gebündelt. Es sei (α, α) eine solhe Einga-befolge. Es gilt:

θ =
1√
2

[

1 1
1 −1

] [

α
α

]

=

[ √
2α
0

]
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Der zweidimensionale FallBeispiel: Wir nehmen die selbe Transformationsmatrix wie im vorigen Beispiel.

A =
1√
2

[

1 1
1 −1

]

Eingabematrix: [

α α
α α

]

; Transformierte:
Θ =

1

2

[

1 1
1 −1

] [

α α
α α

] [

1 1
1 −1

]T

=

[

2α 0
0 0

]

Beobahtung: Die ganze Energie ist im linken oberen Ek der Matrix konzen-triert.
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Charakteristika der transformierten MatrizenAus historishen Gründen heiÿt der θ0,0-Koe�zient (im linken oberen Ekder Matrix der Transformierten Werte) DC-Koe�zient oder Niederfrequenz-Koe�zient und die anderen AC-Koe�zienten oder Hohfrequenz-Koe�zienten.DC steht für diret urrent, zu deutsh Gleihstrom, und AC steht für alter-nating urrent (Wehselstrom). Einen Grund für diese Namensgebung siehtman, wenn man eine inverse Transformation für A betrahtet:

X = AΘAT =
1

2

[

θ0,0 + θ0,1 + θ1,0 + θ1,1 θ0,0 − θ0,1 + θ1,0 − θ1,1

θ0,0 + θ0,1 − θ1,0 − θ1,1 θ0,0 − θ0,1 − θ1,0 + θ1,1

]

Das heiÿt:

X = θ0,0α0,0 + θ0,1α0,1 + θ1,0α1,0 + θ1,1α1,1,wobei

α0,0 = 1
2

[

1 1
1 1

]

α0,1 = 1
2

[

1 −1
1 −1

]

α1,0 = 1
2

[

1 1
−1 −1

]

α1,1 = 1
2

[

1 −1
−1 1

]Beobahten Sie, dass alle Elemente der α0,0 Matrix gleih sind. Daher kommtdie DC-Benennung. 16
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Karhunen-Loéve-Transformation KLTKLT ist nahweislih optimal hinsihtlih zweier Kriterien:

• Sie dekorreliert die Daten am besten und

• sie bündelt damit am besten die Information in den niederfrequentenBereih.Die entsprehenden mathematishen Messgröÿen ηC und ηE werden wir weiterunten einführen.Die wihtigsten Anfangsshritte der Transformation sind:1. Berehne Kovarianzmatrix COV (X) der Daten und2. bestimme die Eigenvektorenjeweils für jedes Bild oder für jede Bildgruppe, da die Basisvektoren nur fürdie jeweilige Datenmenge hrakteristish sind.Zusätzlih müssen noh die Basisvektoren zusammen mit den Kompressions-eingaben als Begleitinformationen vershikt werden.Deshalb ist diese Methode in der Praxis niht nützlih, stellt aber doh einewihtige Messlatte für die Güte von Kompressionsverfahren dar. 17
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Karhunen-Loéve-Transformation KLT auf BildernWir erinnern zunähst an die Begri�e Mittelwert x̄ und Varianz σ2 für dasganze Bild (N × M Pixel):
x̄ =

1

N × M

N−1
∑

i=0

M−1
∑

j=0

xi,j

σ2 =
1

N × M

N−1
∑

i=0

M−1
∑

j=0

(xi,j − x̄)2.Jetzt betrahten wir �als Vorbereitung für den zweidimensionalen Fall� dieKorrelation im Eindimensionalen.Für eine (eindimensionale) Folge x ist die Varianz:
σ2 = σ2

xx = E[(x − x̄)2].Für zwei Folgen x und y de�nieren wir als ihre Kovarianz
σ2

xy = E[(x − x̄)(y − ȳ)].Hier und im Folgenden werden wir als �Erwartungswert� stets den Mittelwertansetzen, was ja auh ein übliher Shätzer ist. Ähnlih �lässig� verfahren wirmit anderen Begri�en aus Wahrsheinlihkeitstheorie und Statistik.Ist σ2
xy = 0, so sind die beiden Folgen unkorreliert. 18
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Kovarianzmatrix IJetzt betrahten wir als Beispiel drei Folgen x, y und z. Dann erhalten wir diefolgende Kovarianzmatrix:
COV (X) =







σ2
xx σ2

xy σ2
xz

σ2
yx σ2

yy σ2
yz

σ2
zx σ2

zy σ2
zz





Für k Folgen ist COV (X) analog eine k × k-Matrix.Jetzt de�nieren wir für die Folge
x1, x2, . . . , xMals k-te Kovarianz

σ2
1,k+1 = σ2

k+1,1 =
1

M − k

M−k
∑

i=1

(xi − x̄)(xi+k − x̄),d. i. die Kovarianz für die Folgen x1, x2, . . . , xM−k und xk+1, xk+2, . . . , xM , wobeiwir als Mittelwert für beide Folgen (vereinfahend) x̄ nehmen.Vereinfahend setzen wir weiter:
σ2

1,k+1 = σ2
k+1,1 =

1

M

M−k
∑

i=1

(xi − x̄)(xi+k − x̄).Für k ≤ M ist das immer eine gute Abshätzung. 19
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Kovarianzmatrix IIDann bekommen wir:
σ2

11 = σ2
22 = . . . σ2

kk = σ2

σ2
12 = σ2

23 = . . . σ2
k−1,k = σ2

1usw., wobei wir σ2
ℓ,k ähnlih de�nieren wie σ2

1,k+1 nur für die Folgen, die mit

xℓ bzw. xℓ+k starten. Dann ist die Kovarianzmatrix einer Folge:

COV (X) =











σ2 σ2
1 σ2

2 . . . σ2
k−1

σ2
1 σ2 σ2

1 . . . σ2
k−2... ... ... ...

σ2
k−1 σ2

k−2 σ2
k−3 . . . σ2









Wir normalisieren die Matrix:
COV (X) = σ2











1 ρ1 ρ2 . . . ρk−1

ρ1 1 ρ1 . . . ρk−2... ... ... ...
ρk−1 ρk−2 ρk−3 . . . 1











,

wobei ρk = σ2
k/σ2 der k-te Korrelationskoe�zient ist. 20
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Kovarianzmatrizen in der BildverarbeitungZur Bildverarbeitung passt der folgende Fall erfahrungsgemäÿ sehr gut:∗
ρk = ρk,mit ρ = ρ1. Wir nennen ρ Zwishen-Element-Korrelation. Dann de�nieren wirdie Korrelationsmatrix

COR(X) =











1 ρ ρ2 . . . ρk−1

ρ 1 ρ . . . ρk−2... ... ... ...

ρk−1 ρk−2 ρk−3 . . . 1











Für den zweidimensionalen Fall verallgemeinern sih diese Begri�e mit Hilfevon vertikalen und horizontalen Folgen. Die Verallgemeinerung ist niht trivialund wir werden sie hier niht vertiefen.Daher betrahten wir jetzt nur (noh) den eindimensionalen Fall.
∗Genau genommen wird dabei mit der Annahme gearbeitet, die Eingabefolgesei ein stationärer Markov-Prozess k-ter Ordnung. In der Praxis bewährt sihdiese an und für sih falshe Annahme. 21
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Dekorrelation und EnergiebündelungEs seien COV (X) = (Xi,j) und COV (Y ) = (Yi,j) die Kovarianz-Matrizen füreine eindimensionale Folge und für ihre Transformation. Dann setzen wir:

ΣX =
∑

1 ≤ i, j ≤ N
i 6= j

|Xi,j|

und

ΣY =
∑

1 ≤ i, j ≤ N
i 6= j

|Yi,j|

und de�nieren damit die Dekorrelationswirkung ηC folgendermaÿen:

ηC = 1 − ΣY

ΣX
.Eine andere Gröÿe, die die Qualität einer Transformation beshreibt, ist derEnergie-Bündelungs-Koe�zient in den ersten M von N diagonalen Kompo-nenten:

ηE =

∑M
j=1,k=j Yj,k

∑N
j=1,k=j Yj,k

. 22
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Erinnerung: Autokorrelationsfunktion (einer Folge xi)

Rxx(k) = E[xnxn+k]

R =

















Rxx(0) Rxx(1) Rxx(2) . . . Rxx(N − 1)
Rxx(1) Rxx(0) Rxx(1) . . . Rxx(N − 2)
Rxx(2) Rxx(1) Rxx(0) . . . Rxx(N − 3)... ... ... ...

Rxx(N − 1) Rxx(N − 2) Rxx(N − 3) . . . Rxx(0)















ist die Autokorrelationsmatrix.
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Beshreibung der KLTDie Zeilen der Karhunen-Loéve-Transformation sind die Eigenvektoren derAutokorrelationsmatrix. Für jedes i = 0,1, . . . , N − 1 lösen wir folgende Glei-hung
tanNωi =

−(1 − ρ2) sinωi

(1 + ρ2) cosωi − 2ρ
,wobei ρ die Zwishen-Element-Korrelation ist, und dann benutzen wir dieLösungen, um die Eigenvektoren zu berehnen. Dafür setzen wir:

λi =
1 − ρ2

1 + ρ2 − 2ρ cosωi
.Basisvektoren für 0 ≤ i, j ≤ N − 1 sind dann:

ai,j = (
2

N + λi
)1/2 sin [ωi(j − N − 1

2
) +

(i + 1)π

2
]Intuitiv stellt die Autokorrelationsmatrix gerade die Abhängigkeiten zwishenaufeinander folgenden Gliedern einer Folge dar. Da die Eigenvektoren (alsneue Basisvektoren) immer die �Rihtungen� angeben, in die Folge �strebt�,leistet KLT die gewünshte (optimale) Energiebündelung. 24
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Graphishe Darstellung der Werte der aht Basisvektoren derKLT für N = 8 und ρ = 0,91.
7

+0.5-0.5 i0123456
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Bit-VerteilungTypishe Bitverteilung für eine 8 × 8-Transformation8 7 5 3 1 1 0 07 5 3 2 1 0 0 04 3 2 1 1 0 0 03 3 2 1 1 0 0 02 1 1 1 0 0 0 01 1 0 0 0 0 0 01 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0Wie aus den Beispielen ersihtlih, ist der Informationsgehalt der Einträge dertransformierten Matrix untershiedlih; ähnlih wie bei der zuvor betrahtetenTeilbandkompression massiert sih die Energie im linken oberen Ek, und dasist ja auh eines der Kriterien für eine gute Transformation.Das bedeutet wiederum, dass es sinnvoll ist, bei der quantisierten Übertragungdieser transformierten Koe�zienten untershiedlih viele Bits zu verwenden.Diese Beobahtung führt zur Anwendung eines shon vorher besprohenenBitverteilungsalgorithmus und wird in diesem Kontext Zonenabtastung (engl.:zonal sampling) genannt. 26
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Das Bitverteilungsverfahren von Chen und PrattZikzak-Abtastung eines 8 × 8-Musters

Die zu übertragenden Werte des transformierten Bildes werden zunäht quan-tisiert und dann in der angegebenen Weise zikzakartig abgetastet.Man kann annehmen, dass die sih so ergebene abgetastete Zahlenfolge abeinem gewissen Index konstant Null ist (dieser Annahme liegt ja o�enkundigdie auf der vorigen Folie angegebene �xe Bitverteilung zugrunde); daher er-sheint es sinnvoll, eine solhe konstante Nullfolge durh ein Sonderzeihen,hier EOB (Blokende) genannt, dem Empfänger anzuzeigen.Vorteil: noh vorhandene �hohfrequente� Informationen niht automatishvernahlässigtHinweis: auh in JPEG verwendetes ShemaÄhnlihe Idee: Shapiros EZW 27


