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Mehr Transformationen und Filter

• Wavelets als moderner Filtererzeuger

• Matrixbasierte Bildtransformationen�Wiederholung

• Diskrete Kosinustransformation
• Anwendung dieser Verfahren bei JPEG
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WaveletsEin �exibleres und modernes Instrument zur Signalzerlegung liefern Wavelets.Bei ihnen steht sowohl der Zeit- als au
h der Frequenzberei
h parametrisiertzur Verfügung.Sehr beliebt sind die sog. Haar-Wavelets. Aus der einfa
hen Urfunktion (engl.:mother wavelet)
ψ0,0(x) =







1 0 ≤ x < 1
2

−1 1
2
≤ x < 1

0 sonst wird dur
h

ψj,k(x) = ψ0,0(2
jx− k)

=







1 k2−j ≤ x < (k+ 1
2
)2−j

−1 (k+ 1
2
)2−j ≤ x < (k+ 1)2−j

0 sonsteine S
har von Funktionen. j kann als Stre
kparameter (Frequenzparameter)und k als Vers
hiebeparameter (Zeitparameter) gedeutet werden.
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Wavelets � ein einfa
hes BeispielUm eine Idee von der Arbeitsweise von Wavelets zu erhalten,betra
hten wir exemplaris
h nun als Urfunktion

φ0,0(x) =

{

1 0 ≤ x < 1
0 sonstsowie die erzeugte S
har

φj,k(x) = φ0,0(2
jx− k) .
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Angenommen, wir wollten eine Funktion f : [0, N ] → R+ appro-ximieren. In erster Näherung setzen wir

φ0
f(t) =

N−1∑

k=0

c0,kφ0,k mit

c0,k =

∫ k+1

k
f(t)[φ0,k(t)]dtDur
h Wahl eines höheren Frequenzparameters können wir dieGenauigkeit der Approximation steigern:

φ
j
f(t) =

2jN−1∑

k=0

cj,kφj,k mit
cj,k = 2j

∫ (k+1)/2j

k/2j
f(t)dt .O�ensi
htli
h gilt

cj−1,k = 1/2(cj,2k + cj,2k+1) . (1)5
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Unser Ziel ist es, Funktionen in Bestandteile (mit evtl. unter-s
hiedli
hen Charakteristika) zu zerlegen. Wenn nun φ1
f die Funk-tion f genügend approximiert, kann man φ0

f als niederfrequentenAnteil betra
hten und muss dann die Di�erenz φ1
f − φ0

f diskutie-ren. Es gilt wegen Glei
hung (1):
φ1
f(t) − φ0

f(t)

=

{

c0,k − c1,2k = −1/2c1,2k + 1/2c1,2k+1 k ≤ t < k+ 1/2

c0,k − c1,2k+1 = 1/2c1,2k − 1/2c1,2k+1 k+ 1/2 ≤ t < k+ 1M. a. W., die Di�erenz lässt si
h lei
ht mit Haar-Wavelets aus-drü
ken, nämli
h:

φ1
f(t) − φ0

f(t) = (−c1,2k + c1,2k+1)
︸ ︷︷ ︸

b0,k

ψ0,k(t) .
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Die 2N-Punkte Folge c1,k kann so in zwei N-Punkt-Folgen c0,k und b0,k zerlegtwerden;die zweite Folge kann als Faktoren von Wavelets interpretiert werden.Allgemein lässt si
h jede Funktionens
har φj,k, die gewissen Skalier-, Darstellungs-und Integrabilitätsbedingungen genügt, dafür benutzen, eine zugehörige Wavelet-Familie zu de�nieren. Aus der Darstellungsbeziehung

φ0,0(t) =
∑

hnφ1,n(t)gewinnt man die Impulsantwort hn des Glättungs�lters, denn φ0,0 kann alsstetige Form des Impulses gesehen werden, und die Darstellung

ψ0,0(t) =
∑

(−1)N−n−1hnφ1,n(t)des zugehörigen Ur-Wavelets liefert die Impulsantwort des Di�erenzier�lters.Beliebt sind insbesondere die so zu erhaltenen Daube
hies- und Coi�et-Filter.Wavelets liefern Spiegel�lter.
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Wi
htig: die Aufspaltung des Ursignals in Glätte- und Di�e-renzanteil kann man weitertreiben, indem der Glätteanteil re-kursiv weiter aufgespalten wird.Die Di�erenzanteile m-ter Stufe lassen si
h dann dur
h die Wa-velets ψm,k darstellen.Die so mögli
he rekursive Multiresolutionsanalyse ist einer derwesentli
hen Vorteile Wavelet-basierter Zeit/Frequenz-Analysegegenüber dem (älteren) Fourier-Ansatz.
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Matrixbasierte Bildtransformation � Übersi
htWir de�nieren sol
he Transformationen für einen gegebenen N×
N Blo
k

X =








x0,0 x0,1 . . . x0,N−1

x1,0 x1,1 . . . x1,N−1... ...

xN−1,0 xN−1,1 . . . xN−1,N−1






folgendermaÿen:

Θ = AXATund die inverse Transformation: X = BΘBT . Alle Transforma-tionen, die wir hier betra
hten werden, sind orthonormal. Daherist es einfa
h, die inverse Transformation zu bekommen:
X = ATΘA 9
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Diskrete Fouriertransformation mit (komplexer) Transformationsmatrix:

aℓ,k =
√

1/N( cos
2πℓk

N
− i sin

2πℓk

N
).Die Basisvektoren für N = 8 sehen folgendermaÿen aus: Die reelle Basis:














0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35
0,35 0,25 0,00 −0,25 −0,35 −0,25 0,00 0,25
0,35 0,00 −0,35 0,00 0,35 0,00 −0,35 0,00
0,35 −0,25 0,00 0,25 −0,35 0,25 0,00 −0,25
0,35 −0,35 0,35 −0,35 0,35 −0,35 0,35 −0,35
0,35 −0,25 0,00 0,25 −0,35 0,25 0,00 −0,25
0,35 0,00 −0,35 0,00 0,35 0,00 −0,35 0,00
0,35 0,25 0,00 −0,25 −0,35 −0,25 0,00 0,25












und die imaginäre Basis (; �Datenaufblähung�)














0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,25 0,35 0,25 0,00 −0,25 −0,35 −0,25
0,00 0,35 0,00 −0,35 0,00 0,35 0,00 −0,35
0,00 0,25 −0,35 0,25 0,00 −0,25 0,35 −0,25
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 −0,25 0,35 −0,25 0,00 0,25 −0,35 0,25
0,00 −0,35 0,00 0,35 0,00 −0,35 0,00 0,35
0,00 −0,25 −0,35 −0,25 0,00 0,25 0,35 0,25













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DCT � Diskrete Cosinus-TransformationDie (reelle) Transformationsmatrix lautet hier:

ai,j =

{ √

1/N i = 0, j = 0,1, . . . , N − 1
√

2/N cos (2j+1)iπ
2N

i = 1, . . . , N − 1, j = 0,1, . . . , N − 1.Für den 8 × 8-Fall ergeben si
h als Basisvektoren:
A =














0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35
0,49 0,42 0,28 0,10 −0,10 −0,28 −0,42 −0,49
0,46 0,19 −0,19 −0,46 −0,46 −0,19 0,19 0,46
0,42 −0,10 −0,49 −0,28 0,28 0,49 0,10 −0,42
0,35 −0,35 −0,35 0,35 0,35 −0,35 −0,35 0,35
0,28 −0,49 0,10 0,42 −0,42 −0,10 0,49 −0,28
0,19 −0,46 0,46 −0,19 −0,19 0,46 −0,46 0,19
0,10 −0,28 0,42 −0,49 0,49 −0,42 0,28 −0,10













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Matrizens
hreibweise ausgepa
kt für DCT1. Vom �Zeit-� in den �Frequenzberei
h�:

Fx,y =
2 · C(x) · C(y)

N
·
N−1∑

i=0

N−1∑

j=0

fi,j · cos

(
(2i+ 1) · x · π

2 ·N

)

· cos

(
(2j + 1) · y · π

2 ·N

)

mit C(n) =

{
1√
2
, n = 0

1, n 6= 02. und zurü
k:

fi,j =

N−1∑

x=0

N−1∑

y=0

2 · C(x) · C(y)

N
· Fx,y · cos

(
(2i+ 1) · x · π

2 ·N

)

· cos

(
(2j + 1) · y · π

2 ·N

)

12
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Die graphis
he Darstellung der Basisvektoren der DCT

7

+0.5-0.5 i0123456

Verglei
hen Sie die Werte der Basisvektoren der diskreten Cosinus-Transformation mit den angegebenen Werten für die KLT: DieWerte von DCT und KLT unters
heiden si
h kaum, was die guteQualität der DCT erklärt. 13
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DCT: Beispiel 1: Zwei aneinanderstoÿende Flä
hen

X =














10 10 10 10 128 128 128 128
10 10 10 10 128 128 128 128
10 10 10 10 128 128 128 128
10 10 10 10 128 128 128 128
10 10 10 10 128 128 128 128
10 10 10 10 128 128 128 128
10 10 10 10 128 128 128 128
10 10 10 10 128 128 128 128












besitzen folgende Cosinus-Transformierte:

Θ =














552,0 −427,7 0,0 150,2 0,0 −100,4 0,0 85,1
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0













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DCT: Beispiel 2: Ein Blo
k des Bildes �Brü
ke�

X =














94 96 113 135 196 116 110 106
91 125 120 153 192 135 108 124
87 119 144 122 190 131 115 132
88 93 141 100 168 149 128 122
95 93 139 169 172 147 154 135
87 100 124 173 180 132 173 178

104 85 112 120 167 158 132 166
112 83 124 123 154 152 148 165












wird transformiert in:

Θ =














1049,9 −125,7 −121,2 4,7 50,1 −40,0 2,4 55,2
−30,4 59,0 −48,7 6,0 −0,2 −35,8 −22,7 13,3
−17,2 5,7 12,8 16,4 24,6 −11,0 0,6 −5,4
15,7 −14,8 −17,5 −9,4 25,7 26,1 −30,5 −10,9

−19,9 5,6 −0,6 14,8 −13,1 22,2 14,5 12,3
−30,6 −3,6 13,5 17,2 −8,3 −18,8 20,3 19,7
11,1 −6,8 2,1 −19,6 4,3 5,6 −16,0 13,4
0,5 9,5 −7,4 2,8 4,0 1,0 5,5 −0,2













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DCT: Beispiel 3: Ein einzelner Punkt

X =














10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 128 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10 10 10 10












ergibt:

Θ =














94,8 4,1 −19,3 −11,6 14,8 17,3 −8,0 −20,5
4,1 1,1 −5,3 −3,2 4,1 4,8 −2,2 −5,6

−19,3 −5,3 25,2 15,1 −19,3 −22,7 10,4 26,7
−11,6 −3,2 15,1 9,1 −11,6 −13,6 6,3 16,1
14,8 4,1 −19,3 −11,6 14,8 17,3 −8,0 −20,5
17,3 4,8 −22,7 −13,6 17,3 20,4 −9,4 −24,1
−8,0 −2,2 10,4 6,3 −8,0 −9,4 4,3 11,1

−20,5 −5,6 26,7 16,1 −20,5 −24,1 11,1 28,4













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Frage: Warum DCT und ni
ht DFT?Diskrete Cosinus-Transformation und diskrete Fourier-Transformation hängeneng zusammen: Spiegelt man die N-Punkt-Folge einer DFT am re
hten Rand,so erhält man die �zugehörige� 2N-Punkt-Folge der DCT.Die wi
htigsten Unters
hiede zwis
hen DCT und DFT sind folgende:1. DFT generiert komplexe Zahlen, während DCT nur reelle Zahlen ausgibt.2. DFT nimmt an, dass die Funktion, die aus x0, x1, . . . , xN−1 rekonstruiertwird, periodis
h ist (mit Periode N). So betra
htet DFT die Folge

8,16,24,32,40,48,56,64als die Werte der folgenden periodis
hen Funktion:

Die inverse Transformation für die �bearbeiteten Werte� des Vektores Ax(z. B. na
h Quantisierung) gibt daher die Werte der folgenden Funktion:
17
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DCT hat sol
he Eigens
haft ni
ht. Wir betra
hten DCT als die ersten

N reellen Werte der DFT für die Folge:

x0, x1, . . . , xN−1, xN−1, . . . , x1, x0und deshalb entfernen wir diese Ni
htstetigkeiten.3. Die Komplexität der DCT ist höher als die der DFT.In der Praxis benutzt Software zur Bere
hnung der DCT Festpunktarithme-tik. Der �Weltrekord� für die s
hnellste Ausführung der DCT liegt bei 11Multiplikationen und 29 Additionen [C. Loe�er, A. Ligtenberg and G. Mo-s
hytz, Pra
ti
al Fast 1-D DCT Algorithms with 11 Multipli
ations, Pro
.Int'l. Conf. on A
ousti
s, Spee
h, and Signal Pro
essing 1989 (ICASSP `89),pp. 988-991℄.
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JPEG-Standard s
hematis
h

R

G

B Y
I

Q

RGB nach YIQ

(fakultativ)

Für jede Komponente 

DCT Quant.

DPCM

RLE011011001...
Huffman− oder

Arithmetische

Kodierung

8 x 8

Block

Für jeden

Zick−Zack

18
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Die wi
htigsten Bestandteile von JPEG sind folgende:

• diskrete Cosinus-Transformation DCT,

• Quantisierung,
• Di�erential
odierung auf DC-Komponenten,
• Zi
kza
k-Abtastung der AC-Komponenten,
• Lauflängen
odierung (RLE) auf AC-Komponenten sowie

• Hu�man-Codierung oder arithmetis
he Codierung.
19
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JPEG: Die S
hritte im Einzelnenoptional: Umwandlung von RGB na
h YIQ.RGB und YIQ sind dreidimensionale Räume, die die Farben unddie Helligkeit bes
hreiben.RGB: Format für die Hardware,YIQ: entspri
ht der mens
hli
hen WahrnehmungErklärung der Komponenten:R: RotanteilG: GrünanteilB: Blauanteil I: Ausglei
h zwis
hen Orange & CyanQ: Ausglei
h zwis
hen Grün & Magenta.I und Q zusammen: Chrominanzsignal.Y: Pixel-Helligkeit: Luminanzsignal. 20
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Konversion RGB ⇒ YIQ:Wieviele Bits kommen den YIQ-Komponenten zu ?Im Allgemeinen: viermal soviel Bits für die Y- wie für die I- oderdie Q-Komponente(Die Augen sind emp�ndli
her für Änderungen der Helligkeit alsfür Änderungen der Farbe.)YIQ wurde in den USA entwi
kelt für den Übergang vom S
hwarz-Weiÿ zum Farbfernsehen (NTSC).Ähnli
he Formate verwenden PAL, SECAM und beim Digital-fernsehen.

21
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Teile das Bild in Pixelblö
ke der Gröÿe 8 × 8:Beispiel: Ein 8×8-Blo
k aus dem Sena-Bild (Bu
h von Sayood). . .124 125 122 120 122 119 117 118121 121 120 119 119 120 120 118126 124 123 122 121 121 120 120124 124 125 125 126 125 124 124127 127 128 129 130 128 127 125143 142 143 142 140 139 139 139150 148 152 152 152 152 150 151156 159 158 155 158 158 157 156
22
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Führe DCT für jeden Blo
k aus. . . liefert diese DCT-Koe�zienten na
h JPEG:39,88 6,56 -2,24 1,22 -0,37 -1,08 0,79 1,13-102,43 4,56 2,26 1,12 0,35 -0,63 -1,05 -0,4837,77 1,31 1,77 0,25 -1,50 -2,21 -0,10 0,23-5,67 2,24 -1,32 -0,81 1,41 0,22 -0,13 0,17-3,37 -0,74 -1,75 0,77 -0,62 -2,65 -1,30 0,765,98 -0,31 -0,45 -0,77 1,99 -0,26 1,46 0,003,97 5,52 2,39 -0,55 -0,051 -0,84 -0,52 -0,13-3,43 0,51 -1,07 0,87 0,96 0,09 0,33 0,01
23
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Führe DCT für jeden Blo
k ausBea
hte dabei folgenden Tri
k:Jeder Pixelwert von 0 bis 2P −1 wird (vor Ausführung der DCT)dur
h Subtraktion von 2P−1 in einen um den Nullpunkt symme-tris
hen Berei
h abgebildet.

24
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Warum benutzt JPEG DCT und ni
ht DFT?Erinnerung:Pro DCT: (nur) reelle Zahlen; keine PeriodizitätsannahmeContra DCT: Re
henzeitDas JPEG-Kommittee hat DCT gewählt.Hauptgrund: Man kann empiris
h zeigen, dass die Pixel einesBildes ni
ht einer periodis
hen Funktion entspre
hen und daherder Grundannahme der DFT widerspre
hen.

25
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QuantisierungDie Standard-Quantisiermatrix von JPEG für Helligkeit

Q =

16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

26
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Die Matrix ℓi,j der Quantisierlabels des Sena-Blo
ks...2 1 0 0 0 0 0 0-9 0 0 0 0 0 0 03 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0

27
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...und die zugehörigen Repräsentanten32 11 0 0 0 0 0 0-108 0 0 0 0 0 0 042 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0
28
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Der Quantisierfehler ist die Hauptquelle der Verzerrung in JPEG. Das Ver-fahren benutzt eine 8 × 8 Quantisiermatrix Q und das heiÿt, dass JPEG fürjeden 8 × 8-Blo
k X die Werte
ℓi,j = ⌊Θi,j/Qi,j + 0,5⌋bere
hnet, wobei Θ die Matrix X na
h der diskreten Cosinus-Transformationist.Im Beispiel des Sena-Bildblo
ks ist Θ0,0 = 39,88, d.h.

ℓ0,0 =

⌊
39,88

16
+ 0,5

⌋

= ⌊2,9925⌋ = 2.Der zugehörige Repräsentant ist daher 32 = 16 ∗ 2, und der Quantisierfehlerwäre hier 7,88.JPEG de�niert zwei Default-Quantisiermatrizen: die gezeigte für Luminanzund eine andere für Chrominanz.Es ist mögli
h, in JPEG eine eigene Quantisiermatrix de�nieren. Dann fügtman diese Matrix in den Kopf des 
odierten Bildes.

29
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Ein weiteres BeispielUnten sehen Sie die Werte na
h der Quantisierung für den Blo
k �Brü
ke�und die Default-Matrix Q:
Θ =














1049,9 −125,7 −121,2 4,7 50,1 −40,0 2,4 55,2
−30,4 59,0 −48,7 6,0 −0,2 −35,8 −22,7 13,3
−17,2 5,7 12,8 16,4 24,6 −11,0 0,6 −5,4
15,7 −14,8 −17,5 −9,4 25,7 26,1 −30,5 −10,9

−19,9 5,6 −0,6 14,8 −13,1 22,2 14,5 12,3
−30,6 −3,6 13,5 17,2 −8,3 −18,8 20,3 19,7
11,1 −6,8 2,1 −19,6 4,3 5,6 −16,0 13,4
0,5 9,5 −7,4 2,8 4,0 1,0 5,5 −0,2














; Q komponentenweise mal













66 −11 −12 0 2 −1 0 1
−3 5 −3 0 0 −1 0 0
−1 0 1 1 1 0 0 0
1 −1 −1 0 1 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0













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DPCM auf DC-KomponentenDC-Komponenten sind groÿ und haben unters
hiedli
he Werte.Man kann aber sehen, dass viele DC-Komponenten ähnli
he Werte wie ihreVorgänger haben.Deshalb wählt man anstelle der direkten Codierung der DC-Komponenten einDPCM-Verfahren:JPEG 
odiert die Di�erenzen zwis
hen Na
hbarkomponenten.Diese Di�erenzen haben die Tendenz, klein zu sein.Die Di�erenzen komprimiert man mit Hilfe des Hu�man-Verfahrens oder derarithmetis
hen Codierung.
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Zi
kza
k-Abtastung der AC-KomponentenHierdur
h wird der zweidimensionale Blo
k in einen eindimensionalen Vektorumgewandelt, so dass diese Konversion die Energie des Blo
kes im Anfangdes Vektores bündelt.Lauflängen
odierung auf AC-KomponentenMan kann sehen, dass viele AC-Komponenten Null sind.JPEG 
odiert diese Werte als Paare (skip, value), wobei skip die Anzahl derNullen und value die nä
hste Ni
ht-Null-Komponente ist.
(0,0) steht für das Ende.Dann komprimiert JPEG diese Folgen mit Hilfe des Hu�man-Verfahrens oderder arithmetis
hen Codierung.
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Am S
hluss. . . Rekonstruktion des Sena-Blo
ks123 122 122 121 120 120 119 119121 121 121 120 119 118 118 118121 121 120 119 119 118 117 117124 124 123 122 122 121 120 120130 130 129 129 128 128 128 127141 141 140 140 139 138 138 137152 152 151 151 150 149 149 148159 159 158 157 157 156 155 155
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Verglei
h mit dem Original

Original:
124 125 122 120 122 119 117 118121 121 120 119 119 120 120 118126 124 123 122 121 121 120 120124 124 125 125 126 125 124 124127 127 128 129 130 128 127 125143 142 143 142 140 139 139 139150 148 152 152 152 152 150 151156 159 158 155 158 158 157 156

;

123 122 122 121 120 120 119 119121 121 121 120 119 118 118 118121 121 120 119 119 118 117 117124 124 123 122 122 121 120 120130 130 129 129 128 128 128 127141 141 140 140 139 138 138 137152 152 151 151 150 149 149 148159 159 158 157 157 156 155 155
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