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Wesentliche Definition der Vorlesung ;

Auf Georg Cantor geht folgende Definition Gber Mengen (Mannigfaltigkeiten) zurick:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedlicher Din-
ge unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche Elemente der Menge
genannt werden, zu einem Ganzen.

Die Oper “Cantor — Die Vermessung des Unendlichen” von Ingomar Grinauer widmet sich dem

Leben und Werk Georg Cantors; Urauffihrung aus Anlass des 1200-jahrigen Stadtjubilaums am
10. November 2006 im Opernhaus Halle, siehe Seite des Musikverlages.


http://www.schott-musik.de/shop/9/show,213767.html

Beispiele fur Mengen und ihre ublichen Bezeichnungen

(0: die leere Menge enthéalt gar keine Elemente

Schulkasse (als Menge von Schulerinnen und Schilern)

N ={0,1,2,3,4,...}: die Menge der naturlichen Zahlen

7 ={0,+1,42,4+3, +4,...}: die Menge der ganzen Zahlen
Q: die Menge der rationalen Zahlen

R: die Menge der reellen Zahlen



Elementbeziehung und Angabe von Mengen

Um auszudrlcken, dass x ein Element der Menge M ist, schreiben wir: x € M.
Anstelle der Negation —(x € M) schreibt man kirzer: x ¢ M.

Eine Menge heifl3t endlich, wenn man sie durch vollzahliges Aufschreiben ihrer
Elemente beschreiben kann, z.B. eine Schulklasse durch Auflistung der Schi-
ler(namen). M = {Martin, Michael, Carla,...} ®

Allgemein kann man (unter Zugrundelegung eines bekannten Universums) Men-
gen auch durch Eigenschaften (Aussageformen) beschreiben:

x € M <= P(x) notiert man oft auch: M = {x | P(x)} oder M = {x : P(x)}.

Das Universum kann bei dieser Schreibweise mit angegeben werden, z.B.:
(x eR|x%—2x =—1L

Die leere Menge konnen wir (unabhangig vom Universum) beschreiben durch:
Aussage: ) = {x | x # x}



Die Menge der naturlichen Zahlen (induktive Def. nach Zermelo)

Diese lassen sich wie folgt einflhren:

e () ist eine natlrliche Zahl.

e Ist n eine natlirliche Zahl, so ist ihr Nachfolger n’ ebenfalls eine natlrliche

Zahl;
n’ enthalt alle Elemente von n und zusatzlich die Menge n als Element.

Den hochgestellten Strich sprechen wir auch als Nachfolgerstrich an.

e Nichts anderes oder weiteres sind naturliche Zahlen.

Die Menge N der nattrlichen Zahlen versammelt genau die soeben beschriebe-

nen Elemente in sich.
In Ublicherer Schreibweise: 0 ~ 0, 0/ = {0} ~ 1, {0} = {0}, 0} ~ 2.



Mengen und Datentypen — etwas Motivation

Datentypen sind durch Mengen(namen) und Operationen(namen) gegeben,
Diese sind von grundlegender Bedeutung in fast allen Programmiersprachen.
Mithilfe von einfachen Operationen lassen sich of komplexere beschreiben.
Beispielsweise haben wir soeben die Menge N und die Nachfolgeroperation n’
kennengelernt.

Hierdurch lasst sich die Addition + erklaren.

Hierzu seien n, m beliebige naturliche Zahlen.

n + 0 ergibt n, 0 + n ergibt n;

n’ 4+ m ergibt (n +m)’.

Wir addieren so zwei Zahlen, z.B. 3 4+ 5, an der Tafel. )

Entsprechend kann man z.B. die Multiplikation einfihren (zur Ubung).

Wir werden im Folgenden aber die aus der Schule bekannten Rechenregeln in Beispielen oft
verwenden ohne expliziten Ruckgriff auf die soeben gemachten Definitionen.

Insbesondere schreiben wir n + 1 fr den Nachfolger von n.



Vergleiche zwischen und Operationen auf Mengen

Im Folgenden werden wir zwei wichtige Vergleichs-Moglichkeiten fur Mengen
(konkret Gleichheit und Einschluss) sowie verschiedene Operationen kennen-
lernen, die gestatten, aus bekannten Mengen neue aufzubauen (diese werden
auch unter dem Begriff der “Mengenalgebra” zusammengefasst).

Hinweis: Diese grundlegenden Begriffe sind meist auch in Programmiersprachen implementiert,
die den Datentyp “Set” zulassen.



Syntax und Semantik, Bezeichnungen und Bezeichnetes,
sind zentrale, in der Informatik immer wiederkehrende Konzepte.

Die Syniax der Mengenlehre legt fest, wie wir Mengen beschreiben und angeben
konnen. Wir haben oben die Bildung solcher Mengennamen (informell) bespro-
chen, kurz zusammengefasst durch Auflistung, Beschreibung mit Eigenschaften,
oder auch EinfGhrung von Abklrzungen.

Die Semantik solch einer Beschreibung ist die Menge selbst, die beschrieben
werden soll.

Das Konzept der “Gleichheit” bezieht sich in der Mathematik meist auf die se-
mantische Ebene.

Daher sprechen wir im Folgenden auch von “Mengengleichheit” zur Unterschei-
dung von der “Mengennamensgleichheit”.



Mengengleichheit

Def.: Zwei Mengen M und M, sind gleich, i.Z.: M1 = M,, gdw.

x €M & x & M.

Anstelle von —=(M = M,) schreiben wir auch M # M,.

Achtung: {1,2,2,1} ={1,2} = {2, 1},

mehrfache Nennung oder Reihenfolge sind also unerheblich flr die Mengen-
gleichheit.

Unterschiedliche Bezeichnungen kdnnen dieselben Gegenstande bezeichnen.

Wie beweist man Mengengleichheit ?

Beweis von M1 = M, in zwei Schritten (Richtungen):

(a) Wenn x € My, so x € M, sowie (b) Wenn x € M, so x € M.
Hinweis: Das benutzt die Tautologiep < q=(p = q) A\ (q = p).
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Teilmengen und Obermengen: Definition wichtiger Begriffe

N heif3t Teilmenge von M (N C M) gdw. M heif3t Obermenge von N (M D N)
gdw. Vx(x € N = x € M); also: Fir jedes x gilt: Wenn x € N, so x € M.

Gilt Gberdies N # M, so sprechen wir von einer echien Teilmenge bzw. einer
echten Obermenge und notieren N C M bzw. M O N. Die Beziehung N C M
wird auch als /nklusion oder Einschluss (von N in M) angesprochen.

Beispiel NCZ CQCR

Satz 1: Es seien N und M Mengen. Dann gilt: N = M gdw. (N C M)/A(M C N).
Beweis: (elementweise Argumentation) N = M gdw.

Vx(x € N & x € M) gdw.

Vx(x €N = xe M)A (xeM = x € N)) gdw.

Vx(x EN = x€ M)AVx(x e M = x € N) gdw.

(NC M)A (M C N). O
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Ein ausfuhrlicheres Beispiel

n € N heif3t gerade, falls 3k € N(n = k + k).
n € N heil3t ungerade, falls 3k € N(n+1 =k + k).

Beispiel: 0 ist gerade, denn 0 = 0 + 0; 1 ist ungerade, denn 1 + 1 = 2.
Betrachte Gy ={n € N|nistgerade } und G, ={n € N | n? ist gerade }.
Behauptung: Gy C G,.

Beweis: Betrachte n € G;. Da n gerade, gilt: n = k + k fir eine Zahl k € N.
Einfache Algebra zeigt nun:

n? = (k+ k)2 = (2k)? = 4k? = (2k?) + (2Kk?)

Also ist n? ebenfalls gerade, d.h., n € G,.

Frage: Gilt auch die Ruckrichtung G; 2 G,?
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Venn-Diagramme

A A

Problem: Uneinheitliche Beschriftung
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Venn-Diagramme: Schwierige Ubersicht. ..

¥

Umiverse

Schon bei drei Mengen X, Y, Z ist es schwierig, alle moglichen Lagen zueinander
in einem Venn-Diagramm anzugeben.

~ Formale Argumentationen sind unumganglich,

ebenso klare Namensgebungen und Definitionen.
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Venn-Diagramme: Schwierige Ubersicht. ..

Die erwlinschte Darstellung aller Situationen gelingt nicht immer.
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Eigenschaften der Inklusion

Satz 2: Es seien A, B und C Mengen. Dann gilt:

1. ACA;
2. Aus A C Bund B C Cfolgt A C C.

3. Aus A C Bund B C A folgt A = B.

Beweis: Die erste Behauptung ist trivial, und die letzte ist Teil von Satz 1.
ad 2.: Es gelte A C B und B C C. Betrachte ein beliebiges x € A.
Wegen A C B gilt dann x € B, und wegen B C C folgt x € C.
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Eigenschaften der Gleichheit

Satz 3: Es seien A, B und C Mengen. Dann gilt:

1. A=A;
2. Aus A =B und B = C folgt A = C.
3. Aus A =B folgt B = A.

Beweis: Die erste Behauptung folgt aus Satz 1 und Satz 2.1.
ad 2.: Esgelte A =B und B = C,
also (i) A C Bund B C C sowie (ii) A D Bund B D C gemal Satz 1.

Mit Satz 2.2 folgt aus (i) A C C und aus (i) A D C. Satz 1 liefert die Behauptung.

Die dritte Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition der Mengengleichheit.
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Potenzmengen

Def.: Zu jeder Menge M gibt es eine weitere Menge, die Potenzmenge von M,
geschrieben 2M (oder auch P(M)), die genau die Teilmengen von M als Ele-
mente enthalt.

Lemma: Die Potenzmenge 2M enthalt in Sonderheit die Elemente ¢ und M.
Beweis: Es bleibt zu zeigen: § € 2M, also: ) C M.

Die Implikation (x € 0 = x € M) ist stets wahr, da die Pramisse falsch ist. O

Beispiel: 2153} = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1},{2}, {3}, 0 }..

Hinweis: Potenzmengenkonstruktion ist wesentlich zum Verstandnis des Nichtdeterminismus,

eines der wichtigsten Begriffe der Theoretischen Informatik.
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Hasse-Diagramme
(fGr endliche Potenzmengen)

Stellt Mengen als Punkte dar.

Mengen mit gleichviel Elementen erscheinen auf einer Ebene.

Oben erscheinen die gréBeren, unten die kleineren Mengen.

Durch einen (moglichst geraden) Strich werden solche Mengen A und B verbun-
den, flr die A C B qilt, sich aber kein C findet mit A C C C B.

Beispiel: siehe Tafel...

19



Mengenalgebra: Vereinigung

Def.: Es seien A, B Mengen (mit Elementen desselben Universums).
Die Menge der Elemente, die zu A oder auch zu B gehoren, wird als Vereinigung
von A und B bezeichnet; Schreibweise: A U B.

A b

Venn-Diagramm:

Hinweis: AUB = {x | (x € A)V(x € B)}. V: (einschlieBendes) logisches Oder
20



Mengenalgebra: Durchschnitt

Def.: Es seien A, B Mengen (mit Elementen desselben Universums).
Die Menge der Elemente, die sowohl zu A als auch zu B gehédren, wird als
Durchschnitt von A und B bezeichnet; Schreibweise: A N B.

A b

Venn-Diagramm:

Hinweis: ANB ={x | (x € A)/\(x € B)}. /\: logisches Und

A und B heiBBen disjunkt oder (element)fremd gdw. A N B = (.
21



Zusammenhang Mengenoperationen und Inklusion 1

Satz 4: Es seien A und B Mengen. Dann gilt:

1. ANBCA C AUB:
2. ANBCBCAUB.

Beweis: Wir I6sen die Satzformulierung in einzelne Behauptungen auf.

(a) Behauptung: ANB C Aund ANB C B.

Es sei x € AN B. Dann gilt x € A und x € B nach Def. des Durchschnitts.

(b) Behauptung: A C A U B.

Es sei x € A. Dann qilt naturlich, dass x € A oder x € B wahr ist, also x € A U B.
(c) Behauptung: B C A U B.

x € B = x € A U B sieht man entsprechend.
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Zusammenhang Mengenoperationen und Inklusion 2

Satz 5: Es seien A und B Mengen. Dann gilt als Charakterisierung der Inklusion:
(AUB=B) &< ACB < (ANB=A).

Beweis: (durch Ringschluss Hinweis: (p <= g)A(q &= 1)=(p = @ A(q = AT = p))
(a) Behauptung: Aus A U B = B folgt A C B.

Nehmen wir also an, A U B = B und betrachte irgendein x € A.

Nach Def. der Vereinigung gilt: x € A U B. Aus der Annahme folgt: x € B.

Da x beliebig, folgt die behauptete Inklusion. O
(b) Behauptung: Aus A C B folgt A N B = A. Wegen Satz 1 und Satz 4 bleibt zu zeigen:

Gilt (i) A C B und (ii) ist x € A beliebig, so x € A N B, also x € A und x € B.

Der erste Teil gilt trivial wegen (ii), und nach Def. der Inklusion folgt der zweite aus (i). O
(c) Behauptung: Aus AN B = A folgt A U B = B. Mit Satz 4 bleibt zu zeigen:

Gilt ANB = A undistx € A U B beliebig, so folgt x € B.

Mit x € A UB gilt (i) x € A oder (ii) x € B.

Da far Fall (ii) die Beh. trivial folgt, sei nun x € A.

Wegen A N B = A gilt dann aber auch x € B und somit die Beh. O
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Zusammenhang Mengenoperationen und Inklusion 3

Satz 6: Es seien A, B und C Mengen. Dann gelten folgende Monotoniegesetze:
(ACB) = ((AUCCBUC)A(ANC)C (BNAQ)).

Beweis: (a) Wir zeigen: (A CB) =— (AUCCBuUUC).

Betrachte dazu ein bel. x € A U C. Wir unterscheiden zwei Félle:

(1) Falls x € A, so gilt nach Voraussetzung x € B und (mit Satz4) x € BuU C.

(2) Falls x € C, so folgt (mit Satz 4) x € B U C.

(b) Wir zeigen: (A CB) = (ANCCBNC().

Betrachte dazu ein bel. x € A N C.

Nach Def. des Durchschnitts gilt sowohl x € A als auch x € C.

Wegen (A C B) qilt daher sowohl x € B als auch x € C.

Nach Def. des Durchschnitts bedeutet dies: x € B N C. O
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Rechenregeln fur Durchschnitt und Vereinigung: ldempotenz

Eine zweistellige Operation o heil3t idempotent, falls fur alle Elemente x der
Grundmenge qilt: x o x = x.

FUr ein festes Universum I/ sind Vereinigung und Durchschnitt zweistellige Ope-
rationen auf 2¥. Daher kénnen wir formulieren:

Satz 7: Vereinigung und Durchschnitt sind idempotent.

Dieses Idempotenzgesetz lasst sich formaler wie folgt ausdricken:

FUr jede Menge A git: AUA =Aund ANA =A.

Beweis: Satz 5 zeigt, dass sowohl A U A = A als auch A N A = A gleichwertig sind mit A C A.
Letzteres gilt mit Satz 2.1. O
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Rechenregeln fur Durchschnitt und Vereinigung: Kommutativitat

Eine zweistellige Operation o hei3t kommutativ, falls far alle Elemente x,y der
Grundmenge gilt: x oy =y o x.
Beispiel: Die Operation der Addition + auf der Grundmenge N.

Satz 8: Vereinigung und Durchschnitt sind kommutativ.

Dieses Kommutativgesetz lasst sich formaler wie folgt ausdricken:

Fir alle Mengen A,Bgilt: AUB=BUA;ANB=BNA.

Beweis: Wir beschranken uns auf den Beweis von (A UB) C (BU A).

Die anderen drei zu beweisenden Inklusionen (siehe Satz 1) zeigt man ahnlich.

Sei also x € (A U B) beliebig.

Nach der Def. der Vereinigung ergeben sich zwei mdgliche Falle:

Fall 1.: x € A. Dann gilt x € B U A wegen Saiz 4.

Fall 2.: x € B. Dann gilt x € B U A ebenso wegen Satz 4. O
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Rechenregeln fur Durchschnitt und Vereinigung: Assoziativitat

Eine zweistellige Operation o hei3t assoziativ, falls fur alle Elemente x,y, z der
Grundmenge gilt: (xoy) oz =x o (y o z).

Satz 9: Vereinigung und Durchschnitt sind assoziativ.

Dieses Assoziativgesetz lasst sich formaler wie folgt ausdrucken:

Far alle Mengen A, B, C gilt: AUB)UC = AU(BUC); (ANB)NC=AnN(BNC).
Beweis: Wir beschranken uns auf den Beweis von (AUB)U C D AU (B U C).

Die anderen drei zu beweisenden Inklusionen (siehe Satz 1) zeigt man ahnlich.

Sei also x € A U (B U C) beliebig,.

Nach der Def. der Vereinigung ergeben sich zwei mdgliche Falle:

Fall 1.:x € A. Dann gilt x € AUB wegen Satz 4, und somit aus demselben Grund x € (AUB)UC.
Fall 2.: x € B U C zerféllt in zwei Unterfalle: x € B und x € C.

FUr beide zeigt man mit derselben Argumentation x € (A U B) U C.

Genauer folgt aus x € B, dass x € AUB wegen Satz 4, und aus demselben Grund x € (AUB)UC.
Falls x € C, folgt sogar unmittelbar aus Satz 4, dass x € (AU B) U C. O
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Rechenregeln fur Durchschnitt und Vereinigung: Distributivitat

Beispiel: Aus der Schule sind Distributivgesetze wie (a+b)-c=a-c+ b -cflr
Zahlen a, b, c bekannt. Allerdings gilt (a-b)4+c = (a+c) - (b+c) meist nicht ...

Satz 10: Vereinigung und Durchschnitt sind “Gbereinander distributiv”.
Diese Distributivgesetze lassen sich formaler wie folgt ausdrlcken:
FOr alle Mengen A, B, C qilt:
(AUBINC=(ANCJUBNC);(ANB)UC=(AUC)Nn(BUCQC).
Beweis: Wir beschranken uns auf den Beweisvon AUB)NC C (ANC)U (BN C).
Die anderen drei zu beweisenden Inklusionen (siehe Satz 1) zeigt man ahnlich.

Sei also x € (A UB) N C beliebig.

Nach der Def. des Durchschnitts gilt sowohl x € A U B als auch x € C.

Nach der Def. der Vereinigung ergeben sich zwei mogliche Falle:

Fall1..x € Aundx € C.Danngitxe AnCundx € (AN C)U (BN C)wegen Satz 4.

Fall2.:x e Bundx € C. Danngitx e BN Cundx € (AN C)U (BN C)wegen Saiz 4.
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Mengenalgebra: Differenz

Def.: Es seien A, B Mengen (mit Elementen desselben Universums).
Die Menge der Elemente, die zwar zu A aber nicht zu B gehoren, wird als Diffe-
renz von A und B bezeichnet; Schreibweise: A \ B oder auch A — B.

A

5

Venn-Diagramm:

Esqilt: AAB={x| (x € A)A~(x € B)} ={x| (x € A)A(x¢B)}.
29



Mengenkomplement

Def.: Es sei M eine Menge uber dem Universum U/ (das auch als Menge ange-
sehen wird). Das Komplementvon M, i.Z. M, ist die Menge M = {x | x ¢ M.
Beispiel: U/ =0, 0 = U.

SeiM ={x | P(x)}
Mit P(x) ist auch —P(x) Aussageform. — bezeichnet die Negation.
Damit gilt: M = {x | =P(x)}.

Def.: M und M heiBBen auch komplementér zueinander.
Diese (symmetrische) Begrifflichkeit ist motiviert durch:
Lemma: M = M (Doppeltes Komplement)
Beweis: M = {x | x & M} = {x | =(—x € M)} = {x | x € M} = M.
Hinweis: (far Logiker) —=(—p) = p
30



Ein ausfuhrlicheres Beispiel (Forts.)

Betrachte das Universum ¢/ = N.
EsseiG={n &€ N|nistgerade }und U ={n € N | n ist ungerade }.

Behauptung: G = U.

Beweis: Es sein € G, d.h., n ist nicht gerade. Es folgt ein Widerspruchsbeweis.

Ware n nicht ungerade, so wuirde fir alle Summendarstellungen n + 1 = k + £ gelten: k # L.

Wahle so eine Summendarstellung mit k > £ und ¢ gréBtmaoglich. Warum gibt es diese?

Ware k > { 4 1, so kdnnte man k um Eins verringern und ¢ um Eins erhdhen, ohne die Summe

zu verandern, im Widerspruch zur Wahl der Summendarstellung.

Alsogiltk =¢+T1,dh.n+T1T=04+1+0= (L4 () + 1.

Daher ist n = £ + { gerade, im Widerspruch zur Ausgangssituation.

Also haben wir die Annahme, n ware nicht ungerade, zum Widerspruch gefihrt.

Mithin ist n ungerade.

Entsprechend sieht man ein: Eine ungerade Zahl ist nicht gerade. O
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Einfache Zusammenhange zwischen Differenz und Komplement

Es seien A und B Mengen aus dem Universum /.

Lemma: A =U \ A.

Beweis: Es sei x € A. Dann liegt x nicht in A, wohl aber im Universum /. Nach Def. der Differenz

ist also x € U \ A. Die Ruckrichtung sieht man genauso. O

Lemma: A\ B = A N B.
Beweis: Eine schéne Ubungsaufgabe.
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Die Satze von de Morgan

Satz11: AUB=ANB;ANB=AUB

Beweis: Wieder zeigen wir nur eine von vier Inklusionen.

Es sei x € A U B beliebig.

x liegt also weder in A noch in B.

Das hei3t: x ¢ A und x ¢ B.

Nach Def. des Komplements und des Durchschnitts gilt daher: x € A N B.

Man veranschauliche sich den Sachverhalt mit Venn-Diagrammen!
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Men
Satz
Satz
Satz
Satz
Satz
Satz
Satz

Satz

genalgebra: Wichtige Aussagen (Zusammenfassung)
ANBCACAUB,ANBCBCAUB.
TAUA=ANA =A.

AUB=BUA;ANB=BNA.
:(AUB)UC=AUBUC);(AnB)NC=AnN(BNC).

(AUB)NC=ANC)UBNC); ANBJUC=(AUC)N(BUC).

*AUB=ANB:ANB=AUB:;
‘' (AUB=B) & ACB < (ANB=A).

(ACB) = ((AUCCBUC)A(ANC) C(BNCQ)).
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CSG: Constructive Solid Geometry:
Eine Beschreibungssprache flr komplexe Oberflachen, im Wesentlichen beru-
hend auf einfachen Punktmengenoperationen

~

/ A\ AN

/ v
f 0¢/U\
<0
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CSG: Constructive Solid Geometry:
Es gab jedenfalls auch einmal ein sourceforge-Projekt “unbboolean” fir JAVA

& LinHHoolean g@'@

File
Primitives | ©SG Trees |
compoundd

D cylindari
D cylindear2

[ b

[ evlindara

[ evlindarz

cyfinder3 Properties

color; |.

ray in X: I_g'-_;'_
=

rayin?:

¢

oK
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AbschlieBende Bemerkungen

Warnung vor naivem Zugang: “Menge aller Mengen” (Antinomie von B. Russell)

Mogliche Auswege:

(1) Festlegung eines Universums von Objekten, sodass nur diese als Elemente
dienen kénnen.

(2) (Stufenweise) Konstruktion von Mengen, ausgehend von (.
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