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Diskrete Strukturen| Gesamtiibersicht

e Organisatorisches und Einfihrung

e Mengenlehre

e Relationen und Funktionen

e Kombinatorik: Die Kunst des Zahlens

e Diskrete Stochastik

e Graphen

e Grundbegriffe (algebraischer) Strukturen



Bemerkungen zu algebraischen Strukturen

Def.: Unter dem Typ einer Struktur versteht man ein Tripel (F, R, o), wobei gel-
ten soll: FN'R = 0.

F ist die Menge der Funktionensymbole,

R ist die Menge der Relationensymbole,

o: FUR — N liefert die Stelligkeit zu dem betreffenden Symbol.

Der Typ einer Struktur ist ein rein syntaktisches Obijekt.
Wenn es auf die Namen der Symbole nicht ankommt, erwahnt man oft auch nur

den Stelligkeitstyp.

Informatisch gesprochen beschreibt ein Typ das Interface zwischen Strukturen.
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Operationen und Relationen (spezialisiert)

Es sei A # () eine Menge und n € N.

Eine Abbildung A™ — A heil3t n-stellige Operation auf A.

(Hierist A" = A x --- x A das (n — 1)-fache kartesische Produkt.)
Nullstellige Operationen hei3en auch Konstanten.

Op,,(A) sei die Menge der n-stelligen Operationen auf A, d.h., Op,, (A) = AAT
Reln (A) sei die Menge der n-stelligen Relationen Uber A, d.h., Reln(A) = AT,
SchlieB3lich setzen wir:

Op(A) = Us2 , Op, (A) und Rel(A) = U2 ; Reln(A).



Strukturen und Algebren

Def.: Eine Struktur vom Typ (F, R, o) ist ein Tripel S = (A, F,R), A # 0,
mitF:{fS | f € F},

wobei jedem f € F genau eine Operation fg € Opg£)(A) zugeordnet ist;
entsprechend: R ={rg | v € R},

wobei jedem r € R genau eine Relation rg € Rel;(;)(A) zugeordnet ist.

Gibt es gar keine Relationen, so spricht man auch von einer Algebra.

Gibt es umgekehrt keine Operationen, so spricht man von einer relationalen
Struktur.

Natdrlich kann man dann auf die Angabe “leerer Komponenten” verzichten.

Strukturen bzw. Algebren liefern die semantische Ebene.
Diese Unterschiede werden spater noch klar(er) werden.



Bemerkungen
Die meisten von uns (bereits oder zukinftig) untersuchten Strukturen haben ei-

ne oder zwei Operationen oder eine Relation.
Wichtig sind dabei besondere Eigenschaften von Strukturen, denen wir im Fol-

genden Namen geben wollen.
Eine Algebra mit nur einer zweistelligen Operation (also vom Stelligkeitstyp 2)

heil3t auch ein Gruppoid.
Zweistellige Operationen notieren wir auch meist wie gewohnt in Infix-Notation.

Eine zweistellige Operation o € Rel,(A) ist assoziativ gdw.

Vx,y,z € A:((xoy)oz)=(xo(yoz)).

Ein Gruppoid heif3t Halbgruppe, wenn seine (einzige) Operation assoziativ ist.



Beispiele

e (N, +) ist eine Halbgruppe.
Achtung: Bei dieser Ublichen Notation wird der Unterschied zwischen Syntax und Semantik
leicht verwischt: + ist ein Funktionensymbol mit Stelligkeit 2, deren beigeordneter Semantik
gerade die Ubliche Addition entspricht. Bei nur wenigen Operationen wird Uberdies auf die
Mengenschreibweise der Operationen verzichtet.

e (N, ) ist eine Halbgruppe.
e (N, max) ist eine Halbgruppe.
e (N, min) ist eine Halbgruppe.

e Mit Maximum- bzw. Minimumbildung kann man auch leicht Operationen ho-
herer Stelligkeit definieren.



Mehr Beispiele

e Jeder gerichtete Graph ist eine relationale Struktur (mit genau einer Relati-
on, der Adjazenz).

e Speziellere relationale Strukturen kann man wieder mit speziellen Eigen-
schaften definieren, z.B. Aquivalenzrelationen.

e Ist G = (V,E) ein Graph, so kann man ihm ein Gruppoid Gg = (Vo)
zuordnen vermoge

|y, falls(x,y) €E
XYOEY = { x, falls (x,y) ¢ E



Verknupfungstafeln

Gruppoide lassen sich auch gut mithilfe von Verkniipfungstafeln angeben, sofern
die betreffende Grundmenge endlich ist.

G = (V, E) ist gegeben durch: Zu G gehorende Verknupfungstafel:
V ={a, b}, E ={(a, b)}, oder im Bilde: or |a b
ala b
L > o b b b

Erinnerung:

|y, falls(x,y) €E
XOEY = { x, falls (x,y) ¢ E



Unterstrukturen

Es sei T = (F, R, o) der Typ einer Struktur.
Esseien S = (A,F,R) und S’ = (A’, F/, R’) Strukturen vom Typ .
S’ heiBt Unterstruktur von S, falls gilt:

o A'CA.

o Istf € F,soqiltfiralle ay,.. +y Qg () < A’:fS(a1, .. .,Clo-(f)) — fS/(Cl],.. .,Clo-(f)).

o IstT € R, so gilt: rg/ C TS‘(A/)G(T), wobei letzteres die Restriktion von rg auf
das (o(r) — 1)-fache Mengenprodukt von A’ meint.

Beispielsweise besitzt G (vorige Folie) zwei echte Unterstrukturen.
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Unterstrukturen

heil3en, wenn keine Relationen vorkommen, auch Unteralgebren.

Haben diese Algebren spezielle Eigenschaften, so werden auch die Unterstruk-
turen entsprechend angesprochen.

({a}, (a, a) — a) kann man also als Unterhalbgruppe von G ansprechen.

Zur Angabe von Unteralgebren genligt im Grunde die Angabe der “neuen Grund-
menge” A’ # 0.

Zum Nachweis der Unteralgebraeigenschaft muss man noch nachrechnen, dass
A’ bzgl. aller Operationen abgeschlossen ist, also wirklich eine Algebra gebildet
werden kann.

Wir sagen auch: A’ beschreibt eine Unteralgebra.

Aber auch der friher betrachtete Begriff eines Untergraphen ist eine Spezialisie-
rung des soeben eingefuhrten Unterstrukturbegriffes.
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Ein ausfuhrlicheres Beispiel

Auf der Grundmenge Zg —
{0,1,2,3,4,5} betrachte folgende
Addition:

+10 1 2 3 45

0|01 23 45

111 23 450

212 3 45 0 1

31345201 2

4145 01 2 3

5/5 01 2 3 4

Die Eintrage ergeben sich auch dadurch, dass
man zwei Zahlen “wie Ublich” addiert, das Er-
gebnis durch 6 teilt und dann den dabei gelas-
senen Rest eintragt.

Muhsames Nachrechnen liefert:

(Zg, +) ist eine Halbgruppe.
Unterhalbgruppen sind beschrieben
durch {0}, {0, 3}, {0, 2,4}.

FOr die letzte Menge ergibt sich folgen-
de VerknUpfungstafel:

+
0
2
4

A~ DN OO
oS B~ DN
N O KB~
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Erzeugendensysteme

Satz: Es sei (A, F) eine Algebra vom Typ (F, o).
Ist T eine beliebige Indexmenge und sind (A;, F;) far i € I Unteralgebren von
(A, F), so beschreibt ;<1 A; eine Unteralgebra von (A, F).

Beweis: Betrachte f ¢ F mit Stelligkeit n = o(f). Es seien ay, ..., an € [, Ai-
Flr jedes A ist nun a; € Ay, mithin f(ay,...,an) € Aq. Also gilt: f(ag, ..., an) € () At O
Im Folgenden sei Sub(A) die Menge aller Unteralgebren von (A, F).

Zwar liefert nicht jede Teilmenge A’ von A eine Algebra, aber man kann A’
als Erzeugendensystem betrachten von der Algebra, die beschrieben ist durch

NBesub(A),BOA’ B- Diese Algebra notieren wir auch (A’).
l(rg Bei)spiel (Ze, +) gilt: ({0}) = ({0}, +), ({2}) = ({0,2,4},+), {3}) = ({0,3},+), ({1}) = ({2,3]) =
6y 1)

Im Beispiel (N, +) gilt: (1) = ((n > 0 |n € N}, +), ({2,5}) = (N\ {0, 1,3}, +).
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Eigenschaften zweistelliger Operationen

Oben hatten wir bereits die Assoziativitat kennengelernt.
Es sei o eine zweistellige Operation auf A, alsoo: A X A — A.

Def.: o heil3t kommutativ gdw. Vx,y € A : (x oy) = (y o x).
Def.: o heil3t idempotent gdw. Vx € A : x o x = x.

Def.: Eine Konstante e € A (bei uns eine nullstellige Operation) heil3t neuirales
Elementvon o gdw. Vx € A:xoe=e€eoXx = X.

Def.: Eine Konstante o € A (bei uns eine nullstellige Operation) heil3t absorbie-
rendes Elementvon ogdw. Vx € A:xoo0=00Xx = 0.
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Beispiele

Wir bezeichnen das kleinste gemeinsame Vielfache zweier positiver ganzer Zah-
len a, b mit kgV(a,b).

Also: kgV(a,b) = min{n € N\ {0} | Ik, € N\{0}:a-k=Db-{=n}.

Ihren groBiten gemeinsamen Teiler schreiben wir ggT(a, b).

o (N\{0},kgV) ist eine Halbgruppe, deren Operation kommutativ und idempo-
tent ist. Was mussen wir im Einzelnen nachprifen?

e 1 ist neutrales Element in obigem Beispiel.

o (N\ {0}, geT) ist eine Halbgruppe, deren Operation kommutativ und idempo-
tent ist.

e 1 ist absorbierendes Element in diesem Beispiel.
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Wichtige Algebren

Wie Ublich (doch etwas ungenau) werden wir die Operationennamen im Folgenden in den Defi-
nitionen der Algebren auflisten und mtssen dann nur noch die Stelligkeiten angeben.

Def.: Eine Algebra (A, o,e) vom Stelligkeitstyp (2,0) heil3t Monoid, falls (A, o)
eine Halbgruppe ist und e neutrales Element von o.

Def.: Eine Algebra (A, o) vom Stelligkeitstyp (2) heil3t Halbverband, falls (A, o)
eine Halbgruppe ist und o kommutativ und idempotent ist.

Def.: Eine Algebra (A, o, 0) vom Stelligkeitstyp (2, 0) hei3t beschrédnkter Halbver-
band, falls (A, o) Halbverband ist und o absorbierendes Element von o ist.

Lemma: Eine Halbgruppe besitzt hochstens ein neutrales Element.

Beweis: Angenommen, es gibt in (A, o) neutrale Elemente e, e’. Dann gilt: e = e o e’/ = ¢’; die
erste Gleichheit gilt, weil e’ neutrales Element ist, und die zweite, da e neutrales Element ist. O
Ahnlich zeigt man:

Lemma: Eine Halbgruppe besitzt hochstens ein absorbierendes Element.
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Beispiele

o (N\ {0}, ggT, 1) ist ein beschrankter Halbverband.
o (N\{0},kgV, 1) ist ein kommutatives Monoid.
e (N, 1) ist ein Monoid mit 0 als absorbierendem Element.

o Gleitkomma-Arithmetik gemal dem IEEE-754 Standard enthalt eine “Zahl”
NaN (not-a-number), intendiert als Fehlerindikator, die absorbierend bzgl.
alle ublichen Zahloperationen ist.

e Es sei M eine Menge.
Dann ist (2M. N, @) beschrankter Halbverband, ebenso wie (2M, U, M).
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Noch mehr Beispiele

Es sei M eine Menge.

2MXM pezeichnet dann die Menge der Binarrelationen auf M.

Wir wissen: (1) Das Relationenprodukt ist eine assoziative Operation auf 2M*M,
(2) Die Diagonale Ay, ist neutrales Element.

~ (2MXM o Ay 1) ist ein Monoid.

Ist dieses Monoid kommutativ? Nein! Beispiel!
Ist es idempotent? Nein! Beispiel!

MM die Menge der Abbildungen von M nach M, kann man als Teilmenge von
2MXM pegreifen (Funktionen als spezielle Relationen).
Damit wird (MM o, Ayq) Untermonoid von (2M*XM o A1),

Bijektionen sind wiederum spezielle Funktionen, und die Komposition von Bijek-
tionen liefert wieder eine Bijektion. So erhalten wir ein Untermonoid von (MM, o, Ap1).
18



Ein abstraktes Beispiel: Das Komplexprodukt

Es sei M = (M, o, e) ein Monoid.
Dann definiere auf 2M die folgende zweistellige Operation, Komplexprodukt zu
M genannt:

MjoMy ={x10%xy|x1 € M1,x9 € My}

Lemma: 2M .= (2M o {e}) ist ein Monoid mit absorbierendem Element 0.

Beweis zur Ubung.
Da nun 2™ Monoid, kann man natirlich auch das Monoid 22" betrachten ust.
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Ein abstraktes Beispiel: Funktionenmonoide

Es sei M = (M, O, e) ein Monoid.

Es sei ferner N eine beliebige Menge.

Erweitere nun O “punktweise” zu einer Operation auf MN:
h := fOg mit

h(n) := f(n)Og(n)
fur alle n € N.

Lemma: MN := (MN, 0, {n — e}) ist ein Monoid.
Dieses werden wir auch als Funktionenmonoid ansprechen.

Beweis zur Ubung.

Anwendung:

Betrachte das Monoid REALPLUS = (R, +, 0).

Vektoren X € R™ “entsprechen” Abbildungen {1,...,m} — R.

Die im Funktionenmonoid REALPLUS!"~™ definierte Addition ist die bekannte Vektoraddition.
Entsprechend kannn man die Addition von Matrizen begreifen.
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Vorteile der Abstraktion

e Beweise flr abstrakie Objekte gestatten die Konzentration auf das Wesentliche.

e Hat man solch eine “abstrakte Eigenschaft” nachgewiesen, so gilt sie fur alle “konkreten
Falle”.

e Beispiel: Da wir wissen, dass es in einer Halbgruppe nur hochstens ein neutrales Element
gibt, brauchen wir in (Z,+) nicht mihsam nach weiteren neutralen Elementen fahnden,
wenn wir einmal 0 gefunden haben.

e Beispiel: Dass die Gultigkeit des Assoziativitatsgesetzes “bedeutet”, dass man “Klammern
weglassen” kann, lasst sich formal allgemein fir Halbgruppen formulieren und mit Induktion
beweisen. Es ist also unnétig, dies flr jede assoziative Operation einzeln zu tun (so wie wir
dies teils friher gemacht haben).

e Beispiel: Komplexprodukte und Funktionenmonoide werden Ihnen immer wieder begegnen.
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Halbverbande und Halbordnungen

Def.: Es sei (A, L) ein Halbverband. Dann ist die Binarrelation °TC A x A mit

alLb:<— allb=0D>
die von U induzierte Halbordnung.

Satz: (A, C) ist eine Halbordnung.

Beweis: Es seien a, b, c € A beliebig.

a C a,denn a U a = a, da LI idempotent.

GiltaCE bundb L a,so0ist:b=allb=D>bU a= aaufgrund der Kommutativitat von L.

GiltaCbundbCc,soist:c=blUc=(alUb)Uc=al(blc)=alc,dall assoziativ. O

Es folgt auch unmittelbar die folgende Monotonie / Vertraglichkeit:

Lemma: Sei (A, LI) ein Halbverband mit induzierter Halbordnung C und a, b, c €

A beliebig. Gilt a C b, soauchalic C b Lic.

Beweis:blic =(alUb)Uc=(alb)U(clc)=(alc)U (buUc)aufgrund der Idempotenz,

Assoziativitat und Kommutativitat von L. O
22



Beispiele

e Die vom Halbverband (N \ {0}, kgV) induzierte Halbordnung ist die Teiler-
relation |.

e Die vom Halbverband (2M, U) induzierte Halbordnung ist die Teilmengen-
relation C.

e Die vom Halbverband (R, max) induzierte Halbordnung ist <.

Unmittelbar aus der Def. folgt:

Lemma: Es sei (A, L) ein Halbverband.

Ist 0 absorbierendes Element in (A, L), soist o in (A, C) obere Grenze von A.
Ist e neutrales Element in (A, L), soist e in (A, C) untere Grenze von A.
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Halbordnungen und Halbverbande

Ist (M, E) eine Halbordnung, bei der (x) zu zwei Elementen a,b € M stets eine
obere Grenze (Supremum) von {a, b} existiert, so definiere

all b :=sup{a, b}
Def.: L ist die von C induzierte Supremumsoperation.
Lemma: Unter der Bedingung (%) ist (M, C) ein Halbverband.

Die beiden Induktionsbegriffe “passen zusammen”:
So ist die von einer Halbverbandsoperation C induzierte Halbordnung derart, dass sie (x) erfillt
und wiederum eine Supremumsoperation induziert, die mit C identisch ist.
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Terme uber Algebren

Def.: Es sei A = (A, F) eine Algebra vom Typ (F, o).
Dann sind Terme (ber A induktiv wie folgt definiert:

1. Jedes a € A ist ein Term.

2. Sind ty,...,tn Terme Uber A und ist f € F mit o(f) = n, so ist f(tq,...

ein Term Uber A.

3. Nichts anderes sind Terme Uber A.

Wir sammeln alle Terme Uber A in der Menge Term(A).

Beachte: Terme sind rein syntaktische Objekte.

Betrachte z.B. die Algebra A = (N, {maxy, miny}) mit zwei zweistelligen Operationen.
Dann ist max(min(0, 6), max(2, min(3,4))) ein Term Uber A.
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Terme und Baume

Einem Term UGber einer Algebra kann
man durch einen knotenbeschrifteten ge-
richteten geordneten Baum darstellen.
Umgekehrt entsprechen einem kno-
tenbeschrifteten gerichteten geordneten
Baum Terme Uber einer geeignet defi-
nierten Algebra.

Wie wir sehen, kann man Berechnungen
in Algebren Gber Terme definieren.

Dies erklart die Bedeutung dieser Art von
Baumen z.B. im Compilerbau.

Im Beispiel:
max(min(0, 6), max(2, min(3,4))):
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Zur Auswertung von Termen
Def.: Es sei A = (A, F) eine Algebra vom Typ (F, o).
Wir definieren die Auswertefunktion eval : Term(A) — A induktiv wie folgt:

1. FUr a € A sei eval(a) := a.
2. Sind tq,...,tn Terme Ober A und ist f € F mit o(f) = n, so ist

eval(f(ty,...,tn)) := fa(eval(ty),...,eval(tn)).
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Zur Auswertung von Termen: Unser Beispiel

eval(max(min(0, 6), max(2, min(3,4)) = max(eval(mm(O 6)), eval(max(2, min(3,4))))
(ml\%n(eval(O), eval(6)), mlglx(eval(Z), eval(min(3,4))))

(IIII\III]( 6), m§x(2 mNin(eval(3),eval(4))))

x(0, max(Z ngn(S 4)))

x(0, max(Z 3))

x(0

, )
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Zur Auswertung von Baumen: Auswertung von unten nach oben

3
maxpy
0 3
miny maxy
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Querbeziige
Knotenbeschriftete geordnete gerichtete Baume werden Ihnen im Laufe lhres
Studiums verschiedentlich begegnen.

e Ableitungsbaume sind ein bekanntes Konzept aus den Formalen Sprachen.

e Diese werden auch im Compilerbau benutzt; dort sind auch Auswertefunk-
tionen natzlich.

e Semistrukturierte Daten (z.B. XML) lassen sich (abstrakt) so begreifen.
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Homomorphismen

Def.: Es seien S = (A,F,R)und S’ = (A, F/, R’) zwei Strukturen desselben Typs
T = (F, R, o). Eine Abbildung h : A — A’ heiBt Homomorphismus von S nach
S’, wenn die folgenden Homomorphiebedingungen erfillt sind:

e FUralle f € Fundalle ay,...,an (Mitn = o(f)) gilt:

h(fS(ab Ty an)) = fS/(h(a1)> . ->h(an))-

e FUraller € Rundalle ay,...,an (Mitn = o(r)) gilt:

(a1y...,an) €rg = (h(ay),...,h(an)) c Tgr.
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Homomorphismen erhalten Struktur
Dieses Wesen von Homomorphismen sieht man am besten an Beispielen.

e (Z,+,0)und (Zg,+,0) sind Monoide.
h:Z — Zg,x — x (mod 6) ist ein Homomorphismus.
Also gilt: h(a + b) = h(a) + h(b).
Achtung: + “meint” unterschiedliche Additionen. ..

e Sind O = (My, <q) und Oy = (M>, <,) Halbordnungen und
ist h : M; — M, ein Homomorphismus, so ist h “ordnungserhaltend”:
aus a <j b folgt h(a) <, h(b).
Konkret: O = (N \ {0}, |), wobei | die Teilerrelation meint, O, = (ZN, C) und
h:m— T(m)={n € N:n/m}.
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Noch ein Beispiel

e Betrachte das Monoid REALPLUS = (R, +,0).
Sei ferner (S, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
Dann ist R> die Menge der ZufallsgroBen (auf (S, P)).
Der Erwartungswert lasst sich als Abbildung E : R> — R auffassen.
Begreift man nun R* als Grundmenge des Funktionenmonoids REALPLUS?,
so ist E ein Monoidhomomorphismus.
Insbesondere ist der Erwartungswert der Zufallsgrof3e, die jedem elementa-
ren Ereignis den Wert 0 zuweist, gleich Null.
Zudem qilt: E(X 4+ Y) = E(X) + E(Y).
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...und noch eines

Es sei M eine endliche Menge.
Wir wissen: (2MXM o A, ,) ist ein Monoid.

Betrachte nun die Abbildung f, die R € M x M ihre Relationenmatrix My €
(0, IMXM zyordnet. Mit irgendeiner Bijektion M — {1,...,m}, m = |M|, kann
man auch My € {0, 1}"™™ auffassen.

Wir bezeichnen im Folgenden mit - das Ubliche Matrixprodukt und das Produkt
zweier reeller Zahlen.

Far Matrizen A, B, C € R™™M gilt daher A = B - C, falls fr den Eintrag A[i,j] in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A gilt: A[i,j] = > - Bli, kI - C[k,jl.

Wenn E, die m-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet (sie hat nur auf der
Hauptdiagonalen nichtverschwindene Eintrage, und diese sind Eins), so gilt:
(R™™ . E) ist ein Monoid, und f : 2MXM _, Rmm st ein Monoidhomomor-
phismus.
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Homomorphismen zwischen Algebren

Satz: Es seien Ay = (A1,Fy) und A, = (Ay, F») zwei Algebren vom Typ (F, o).
Seih:A; — Ay ein Homomorphismus.
1.Ist A] = (A7, Fq) eine Unteralgebra von Ay, so beschreibt h(A7) eine Unteral-

gebra von A,.
2. Ist Aj = (A5, F)) eine Unteralgebra von A, so beschreibt h] (A5) eine Un-
teralgebra von A;.

Beweis: Betrachte f € 7 mit o(f) = n. Es seien h(aj),...,h(an) € h(A7). Dann gilt:
fa,(h(ar)y ..., hlan)) = h(fa,(ar),...,fa (an)) = h(fa;(ar),..., fas(an)) € R(A]).
Betrachte nun ay,...,an € h™'(A}). Dann ist:

h(fA1(a1)> o ->fA1(an)) — fAz(h(G-])) .. °>h(an)) — fA;(h(a”) o .,h,((ln)) € Aé O
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Unterstrukturen und Homomorphismen

Lemma: Es sei T = (F, R, o) der Typ einer Struktur.

Esseien S = (A,F,R) und S’ = (A’, F/, R’) Strukturen vom Typ .

Ist S’ Unterstruktur von S, so gilt:

Die Inklusionsabbildung v : A’ — A, x — x ist ein injektiver Homomorphismus.

Beweis: Die Injektivitat der Inklusionsabbildung ist bekannt.

Betrachte bel. f € 7 mit o(f) =nund ay,...,a, € A’.

fs/(ar,y...,an)) = fs(ay,...,an) = fs(a,...,an) = fs((ay),..., tlan)).

FOr die erste und letzte Gleichheit benutze Def. von , flr die mittlere Def. von Unterstruktur.
Die Bedingung fur die Relationen sieht man ahnlich ein.
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Zur Komposition von Homomorphismen

Lemma: Es sei T = (F, R, o) der Typ einer Struktur.

Es seien S] = (A],F],R]), Sy = (Az,Fz,Rz) und Sg = (Ag,Fg,Rg) Strukturen
vom Typ .

Ist f : A7 — A, ein Homomorphismus von S; nach S, und

ist g: A, — A3z ein Homomorphismus von S, nach S3,

soistfog:A; — Az ein Homomorphismus von S; nach S;.

Beweis zur Ubung.

Wir kdnnen also leicht Homomorphismen zwischen Strukturen desselben Typs
als Halbgruppe bzgl. der Komposition begreifen.
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Mehr Morphismen
Es seien S = (A,F,R) und S’ = (A’,F/,R’) zwei Strukturen desselben Typs
T = (F,R,0). Ein Homomorphismus h: A — A’ von S nach S’ heif3t:

e [somorphismus, falls h bijektiv ist und h~! Homomorphismus;

e Automorphismus, falls h Isomorphismus und A = A’.

Beispiel: Wir hatten oben gesehen, dass man die Zuordnung R — Mgy von Re-
lationenmatrizen zu Relationen als Homomorphismus auffassen kann.

Durch Modifikation des Matrixproduktes (siehe oben) und Einschrankung auf
Matrizen mit Eintragen aus {0, 1} liefert dies sogar einen Isomorphismus.

Hinweis: Der Begriff des Graphisomorphismus stimmt mit diesem Isomorphiebegriff Gberein.
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Erinnerung: Graphisomorphie

Wir wollen im Folgenden Graphen und ihre Eigenschaften untersuchen.
Es ist dabei gleichgultig, wie wir Knoten und Kanten konkret benennen.
Dies fuhrt auf folgenden Begriff:

Def.: Zwei Graphen G = (V,E) und G’ = (V/, E/) heiBen isomorph, i.Z. G ~ G’
gdw. es eine Bijektion ¢ : V — V' gibt, sodass

xy EE & o(x)d(y) e E.

¢ : V — V/ heiBt dann auch /somorphismus von G auf G'.
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Isomorphismen zwischen Algebren

Satz: Es seien A = (A,F) und A’ = (A’,F’) zwei Algebren desselben Typs
T=(F,o0).Isth: A — A’ ein bijektiver Homomorphismus von A nach A’, so ist
h~! ein Isomorphismus von A’ nach A.

Beweis: Betrachte f € F mit o(f) = n.

Es seien by,...,bn € A’. Setze a; = h'(by),...,an = h ' (by).
Dann qilt:
R (far(bry...ybn)) = h'(far(h(a),. .., h(an))
— h_1(h(fA(a1>°“>an)))
= fA(G_],...,(ln)

= fa(h'(b1),...,h 7" (bn))
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Anwendung: Logarithmentafeln

Lemma: (R, -, 1) ist ein Monoid.
Lemma: (R, +, 0) ist ein Monoid.

Satz: h: Ry — R, x — logjp(x) ist ein Monoidisomorphismus.

Beweis: FUr jede positive reelle Zahl kann der Logarithmus berechnet werden.

Auch die Umkehrfunktion des Logarithmus ist wohlbekannt: Die Exponentialfunktion.

log(x - y) = log(x) + log(y) ist ein bekanntes Logarithmenrechengesetz.

Dieses entspricht der Homomorphiebedingung fur - bzw. +; log;,(1) = 0 Ubertragt Konstanten.O

Logarithmentafeln wurden friher zur beschleunig-
ten Berechnung von Multiplikationen verwendet:
Statt x - y wurde

(1) durch Nachschlagen x’ = log;,(x), y' =
} log;,(y) bestimmt,

(2) sodann z’ = x’ 4+ y’ berechnet und

| = (3) erneut durch Nachschlagen das Endergebnis
i e | p— ]Oz’_
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Beispiel Bitvektoren

Es sei U ein Universum (Grundmenge).

Dannist U = (24, U, ) ein Monoid.

Ebenso ist 2 = ({0, 1}, max, 0) ein Monoid.

Damit ist das Funktionenmonoid 2 Y = ({0, 1Y, max, 0 := {u — 0}) definiert.

Lemma: U ist monoidisomorph zu 2 Y.

Als Homomorphismus betrachte die “Bitvektorenabbildung” x : A — xa,

die A C U ihre charakteristische Funktion x A zuordnet.

Die Homomorphiebedingung bedeutet jetzt: x o g = max(xa,Xxp) bzw. xg = 0.

Hinweis: Diese Homomorphie (und ahnliche...) wird bei effizienten Implementierungen von

Mengenoperationen ausgenutzt.
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Mengensysteme bringen Ordnung in Halbordnungen

Satz: Zu jeder Halbordnung (X, <) gibt gibt es ein Mengensystem My, sodass
die Halbordnungen (X, <) und (M, C) isomorph sind.
Folgerung: Es gibt also im Wesentlichen nur Unterhalbordnungen von (2M, C)
far irgendeine Menge M als mogliche Halbordnungen.

Beweis: Wir definieren My C 2X als Bildbereich der Abbildung f: x — {y € X |y < xJ.

Daher ist f surjektiv nach Konstruktion.

Auf{ly e X |y <x}=f(x) =f(x') ={y € X |y <x'}folgt x < x"und x’ <x,alsox =x',da <
antisymmetrisch. Also ist f injektiv.

Aus x < x'folgt{y e X |y <x} C{y € X |y <x'},also f(x) C f(x'), d.h., f ist ordnungserhal-
tend.

Umgekehrt liefert f(x) = {y € X |y < x} C f(x') ={y € X |y < x'}, dass x < x/, d.h., 1 ist
ebenfalls ordnungserhaltend. O
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Kongruenzrelationen

Def.: Es seien A eine Menge und = eine Aquivalenzrelation auf A.
Ist f : A™ — A eine Operation auf A, so heil3t f veriraglich mit =, gdw.
far alle ay,...,an,ay,...,a, € A gilt:

((aq Ea{)/\---/\(anzaﬁ)) — f(a,...,an) = f(ay,...,an).

Ist A = (A, F) eine Algebra, so heiBt eine Aquivalenzrelation = auf A
Kongruenzrelation auf A, falls = mit allen Operationen von A vertraglich ist.
Die Aquivalenzklassen einer Kongruenzrelation heiBen auch Kongruenzklassen.

Beispiel: Diagonale A, und Allrelation A x A sind stets Kongruenzrelationen.
Fir jede Menge A gilt, dass in der Algebra (A, Op(A)) die Aquivalenzrelationen
Aa und A x A die einzigen Kongruenzrelationen sind.
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Beispiele fur vertragliche Abbildungen

Es sei = eine Aquivalenzrelation auf der Menge A.
Dann gibt es etliche Operationen, die “automatisch” mit = vertraglich sind:

e die identische Abbildung (Diagonale) auf A;
e fUr jedes c € A und n € N die konstante Abbildung

fo: A" — A, fe(x1y...,Xn) == ¢;

e fir 1 <1i < n die Projektion

. n
pri t AT = AL (X7, Xy e ooy Xiy e e oy X1) 2 X4
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Ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation

Es sei p > 1 eine natlrliche Zahl.
Definiere auf Z die Binarrelation =, wie folgt:
a =p b gdw. a und b lassen beim Teilen durch p denselben Rest.

Lemma: =y, ist eine Kongruenzrelation auf dem Monoid (Z, +, 0).
Beweis: Die bekannten Rechengesetze zeigen: (Z, +, 0) ist ein Monoid.

Was bedeutet ganzzahlige Division?

a durch p ergibt d, Rest vy heif3t: a =p - dg + 7q Und 14 < P.

Damit: rq = 1, gdW. a — pdq = b — pdp.

Aus dieser Darstellung folgen Reflexivitat und Symmetrie von =, sofort.

Auch die Transitivitat sieht man so leicht.

Gita=p, a’undb =, b’,s0a—pdq =a’—pdeund b —pdp = b’ — pdy,

woraus (a+b) —p(dq + dp) = (a’+b’) — p(da + dp) folgt.

Daraus folgt fast die Behauptung. .. (Problem: d, + dy, muss nicht gleich d,., sein.)
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Homomorphismen liefern Kongruenzrelationen

Es seien Ay = (A4,F;) und A, = (A,, F») zwei Algebren vom Typ (F, o).
Esseih: Ay — A, ein Homomorphismus von der Algebra A in die Algebra A,.
Erinnerung: Kern(h) :={(a,b) € A%Ih(a) — h(b)} ist eine Aquivalenzrelation.
Lemma: In der beschriebenen Lage ist Kern(h) eine Kongruenzrelation auf A;.
Beweis: Zu zeigen ist lediglich noch die Vertraglichkeit.

Betrachte also f € F mit o(f) = n.

Es seien ay,...,an,ay,...,a) € Ay, sodass

(a1, ai) € Kern(h),..., (an, a}) € Kern(h).

Also gilt: h(as) = h(aj),...,h(an) = h(a)).

n

Da h Homomorphismus, gilt: h(fy, (as, ..., an)) = fa,(h(ar),..., h(an)) = fa,(h(ai),...,h(a;)) =

n

h(fg,(ar,...,an)), also folgt: (f4,(as,...,an), fa,(aj,...,q;)) € Kern(h). O
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Eine Veranschaulichung

Betrachten wir die Monoide (Z, +,0) und (Z,, +, 0).

Dazu passt der Homomorphismus h : Z — 7Z,, der x die Zahl 0 zuordnet, wenn
x gerade ist, und die Zahl 1, wenn x ungerade ist.

Die zu Kern(h) gehorige Zerlegung ist Z = G U U in die geraden und ungeraden
Zahlen.

Es gilt: Kern(h) ={(a,b) € Z? | a + b € G}

Was bedeutet “Vertraglichkeit” hier?

Gilt (a,b) € Kern(h),so a+b € G, also h(a+b) =0,
Hierbei gibt es zwei Falle:

(1) a,b € G: Dann qilt h(a) = h(b) =0, also h(a) + h(b)
(2) a,b € U: Dann qilt h(a) = h(b) =1, also h(a) + h(b)
Kern(h) ist also eine Kongruenzrelation.

0.
0

(in Z»).
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Faktoralgebren

Es seien A eine Menge, A = (A, F) eine Algebra vom Typ T = (F, o) und = eine
Kongruenzrelation auf A.

Erinnerung: A/ = :={[a]= | a € A}ist die Quotientenmenge von =.

Hier ist A/ = die Menge aller Kongruenzklassen von =.

Wir definieren die Faktoralgebra A/ == (A/ =, F=) vom Typ t durch Beschrei-
bung der Operationen in F= wie folgt:

Far f € F mit o(f) = n sei

fA/E : (A/ E)n — A/ =, ([a]]E) oo ->[Cln]5) L [fA(Cl], .. .,an)]g.

Lemma: Die Operationen f ,— sind wohldefiniert.
Beweis: Problematisch ist einzig die Vertreterunabhangigkeit.

Da = Kongruenzrelation, folgt
fA((l], cooy Cln) = fA(b1, “en ,bn), d.h. [fA((l], coey an)}z = [fA(b], “en ,bn)]g. ]
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Eine Veranschaulichung (Forts.)

Betrachte das Monoid (Z, +, 0) und die Zerlegung Z = G U U.

Sei =, die entsprechene Aquivalenzrelation.

Wir haben gesehen, dass =, sogar eine Kongruenzrelation ist.

Betrachte das Faktormonoid mit der Grundmenge Z/ =,= {G, U}.

Die Addition ist hier gegeben durch: G+G =U+U=Gund G+U = U+G = U.
Beachte: Dies entspricht der Monoidoperation auf dem Komplex“produkt” zu auf
der Grundmenge 2Z.

M.a.W.: (Z,, +) ist eine Unterhalbgruppe von (2%, +), allerdings mit unterschied-
lichen neutralen Elementen, namlich G bzw. {0}.
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Restklassen

Es sei p > 1 eine natlrliche Zahl.
Definiere auf Z die Binarrelation =, wie folgt:
a =p b gdw. a und b lassen beim Teilen durch p denselben Rest.

Lemma: =, ist eine Kongruenzrelation auf dem Monoid (Z, +, 0).

Die Aquivalenzklassen [], von =p, heiBen auch Restklassen.

Man schreibt auch Zy := Z/ =p.

Als Vertreter der Restklassen wahlt man Ublicherweise die kleinsten nichtnega-
tiven Zahlen, die in ihnen liegen.

Bsp.: Zg = {[0lg, [1lg, [2]g, [3]g, [4]g, [D]g)-

Notiert man schlief3lich nur die Vertreter, gelangen wir zu der friher betrachteten
VerknUpfungstafel far ({0, 1, 2, 3,4, 5}, +, 0).

Hinweis: Das Rechnen in Restklassen hat wichtige Anwendungen in der Kryptographie.
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Aquivalenzrelationen liefern Homomorphismen

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A.

la] bezeichne die Aquivalenzklasse von a bzgl. ~.

f-: A — A/~,a+— [d] ist die kanonische Abbildung von ~.

Lemma: Ist ~ Kongruenzrelation der Algebra A = (A, F) vom Typ T, so ist f- ein
surjektiver Homomorphismus von A auf die Algebra A/ ~ vom Typ .

Ferner qilt: Kern(f.) =~.

Beweis zur Ubung.

Beispiel: Betrachte die Algebra (Zg, +0) mit der Zerlegung {{0, 3},{1,4},{2, 5}}.
Wie sieht die zugehérige Aquivalenzrelation aus?

Geben Sie die VerknlUpfungstafel der Faktoralgebra an.
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Der Homomorphiesatz

Satz: Ay = (Aq,Fy) und A, = (A, Fy) zwei Algebren vom Typ (F, o). Es sei

f: A1 — Ay ein Homomorphismus von A7 nach A,.

Es sei == Kern(f).

Dann gibt es einer Darstellung f = f= o f’ o (, wobei

f=: Ay — Ay/ = der kanonische Homomorphismus,
L: f(A7) — A, die Inklusionsabbildung und

f’: A1/ =— f(A;) ein Isomorphismus ist.

Beweis: Definiere fir a € A;: f'([a]=z) := f(a).

Zu zeigen bliebe:

(1) £’ ist wohldefiniert (also vertreterunabhangig).
(2) ' ist bijektiv.

(3) " ist ein Homomorphismus.

Daraus folgt die behauptete Darstellung.
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Ausblick Abstrakte Datentypen / Objektorientierung

Erweiterung auf mehrsortige Algebren notig:

Es gibt dabei dann “mehrere Grundmengen” (Sorten).

Eigenschaften werden dann Gber Gleichungen beschrieben.

Mehr hierzu in Blchern Uber “Algebraische Spezifikation.”

Das Konzept der Vererbung zeigt die Vorteile der Abstraktion praktisch:

Wieder braucht man nur einmal Schnittstellen und Eigenschaften zu beschreiben, kann dann
aber dies auf verschiedene Situationen und Implementierungen anwenden.

Diese mehrsortige Sicht ware auch schon bei uns hilfreich, um

e Relationen nicht “extra” behandeln zu mussen oder um
e Begriffe wie Vektorraume einfach(er) angeben zu kdnnen.
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AbschlieBende Zusammenhange

e In der Logik wird (strikter als bei uns) zwischen Syntax und Semantik unter-
schieden.

e Dies fuhrt dort zu zwei Formen des Begrindens:
syntaktisch durch Ableitung und semantisch im Modell.

e Ahnlich kann man auch fiir allgemeine Algebren formale Beweissysteme
erstellen (wollen), die Beweise und auch Berechnungen fur unterschiedliche
konkrete Algebren gestatten.
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