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Permutationen

Eine nichtwiederholende Anordnung samtlicher Elemente einer endlichen Men-
ge heil3t auch Permutation. FGr Permutationen hat sich eine Listenschreibweise
eingeblrgert.

Samtliche Permutationen von S = {a, b, ¢} sind:
(a,b,c¢), (a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b), (c,b,a).

Ist T = (al] ,...,a; ) eine Permutation der Menge S ={ay, ..., an}, so definiert
7t eine Bljektlon fﬂ 'S S ) G5 )

Umgekehrt definiert eine Buektlon £:S = Seine Permutation; betrachte namlich
die Darstellung von f durch eine Wertetabelle;

die zweite Zeile entspricht der Permutation in Listenschreibweise.

~» Satz: Die Zahl aller Permutationen einer n-elementigen Menge ist n ! .
Hinweis: Ein direkter Beweis ist klrzer als unserer aus der vorigen Vorlesung, siehe Meinel-Buch
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Eine k-Permutation einer endlichen Menge S ist eine Permutation einer k-elementigen
Teilmenge von S.

Samtiliche 2-Permutationen von S = {a, b, c} sind:
(a,b), (b,a), (a,c), (¢, a), (b,c), (c,b).

Schreibweise: [ n ] bezeichne die Anzahl der k-Permutationen einer n-elementigen

k
Menge.

Satz: [E] :(nE—]!()!fUrRZkZO.



Beweis: Betrachte eine Menge mit n Elementen. Den Beweis fihren wir durch Induktion tber k.
Fir k = 0 ist die leere Permutation () die einzige Méglichkeit. v/

Angenommen, die Behauptung gelte fur beliebige n und fir k < n.

Wie viele (k + 1)-Permutationen von S gibt es ?

FOr a € S sei T, die Menge aller (k 4+ 1)-Permutationen, die mit a beginnen. Die Menge aller
(k + 1)-Permutationen ergibt sich als disjunkte Vereinigung aller T1,, also gilt nach der Summen-

formel:
n

Die (k + 1)-Permutationen aus T, lassen sich ansehen als (a, 7t), wobei 7t eine k-Permutation
von S \ {a} ist. Umgekehrt liefert jede k-Permutation von S \ {a} ein Element aus T1,. Daher gilt:

n—1 (m—1)!
na _— —_— '
Mal [ k ] (m—k—1)!
unabhangig von der Wahl von a (gemaf3 1V). Daher folgt:

n B m-1! n!
[k+1]nkn—k—n!hp4k+nw




k-Permutationen

Hinweis: Spezialisierung auf n = k liefert vorvorigen Satz.

Beispiel: Beim Pferdetoto “3 aus 18” mussen aus 18 Teilnehmern eines Pferde-
rennens die ersten 3 Pferde in richtiger Reihenfolge angegeben werden.
Wieviele Moglichkeiten gibt es?

18 -17 - 16 = 4896.



Permutationen und Kombinationen

Eine k-Kombination einer n-elementigen Menge S ist eine ungeordnete Auswahl

von k Elementen aus S. Die Anzahl der k-Kombinationen von S ist gleich ( 1]: )

1 R n! .
Satz: ( K ) = Tk firm >k > 0.
Beweis: Betrachte eine k-elementige Teilmenge einer n-elementigen Menge S. Dann gibt es k!
Permutationen von T.
Die Anzahl der k-Permutationen ist gleich dem Produkt aus der Anzahl der k-elementigen Teil-
mengen und der Anzahl der Permutationen dieser Teilmengen.

T



Das Pascalsche Dreieck
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enthalt viele kombinatorische Geheimnisse
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Das Pascalsche Dreieck und die Fibonacci-Zahlen
als Summe “schrager Diagonalen”




Eine Variante des Pascalschen Dreiecks:

Der nachste Eintrag ergibt sich als Summe dreier darlberstehender.
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hat Bezug zur Schachmathematik: Das Dreieck entspricht der Zahl der mogli-
chen Pfade eines Schachkonigs, die er (bei minimaler Anzahl von Zigen) neh-
men kann, um vom obersten Feld des Rasters jenes mit der entsprechenden
Zahl zu erreichen.
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Die Pascalsche Rekursion
FUr alle natUrlichen Zahlennund k mitn > k > 1 qilt:

(%)=(1) ()

Beweis: kombinatorisch (!) Es sei A eine n-elementige Menge und fixiere a € A.

A’ = A\ {a}ist eine (n — 1)-elementige Menge.

Betrachte jetzt eine k-elementige Teilmenge B von A.

1. Fall: a € B. Dannist B \ {a} eine (k — 1)-elementige Teilmenge von A’.
2. Fall: a ¢ B. Dann ist B eine k-elementige Teilmenge von A’.

In dieser Weise lasst sich eine Bijektion zwischen

(1) e (50)o(5)

konstruieren.
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Die Pascalsche Rekursion
gestattet eine induktive Definition der Binomialkoeffizienten:

1. Fur alle naturlichen Zahlen n sei ( T(; ) = 1.

2. Fur alle naturlichen Zahlen n und k mit n < k sei T]z

3. Fur alle nattrlichen Zahlen n und k mitn > k > 1 qilt:

(%)=(1)+ ()

|
o
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Die Gleichung von Vandermonde verallgemeinert die Pascalsche Rekursion:

(") ()0

Beweis: Sei die (n + m)-elementige Menge A partitioniert in B und C mit |B| = m, |C| = n.
Jede k-elementige Teilmenge von A hat i Elemente von B und k — i Elemente von C.
Dies liefert eine Bijektion zwischen

(4) we U(2)=()
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Zwei weitere Identitaten mit schwierigerer kombinatorischer Interpretation:

(21h)-£(8

1

()= ()

1
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Beweis: (nur fir die erste Beziehung)

Wir fihren einen Induktionsbeweis Uber n.

|A:n = 0 v (Achtung: Fallunterscheidung k =0, k > 1.)
IV: FUr n sei die Bauptung richtig.

|S:
L(1) = ()L ()
- () ()
- (%)
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Binomischer Lehrsatz

n
(x +y)" Z( > xM Iy,

j=0

Beweis: Ausmultiplizieren der linken Seite ~» Summe von Produkten der Form x™Jy/. Jeder
Summand entsteht, indem aus jedem der n Faktoren (x +y) das x oder das y ausgewéahlt wird.
So entspricht jedem Summanden eine Teilmenge A von {1, ..., n}, die die Féalle aufsammelt, in

denen y ausgewahlt wurde.

(x+y)" = Z H X - Hy Z X" IAI Al _ Z Z Xn—lAly\A\

AC{1,...n} \ie{l,...n)\A ieA AC{l,..n} }
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Numerische Hilfen

Satz: (Stirlingsche Formel) Fur alle natGrlichen Zahlen n gilt:

n N
2mn - (E) <n!<vV2mn - (E> ten

e &

Folgerung: Flr alle n, k € N qilt:

B <(2) <5
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Urnenmodelle, siehe auch wieder Matheprisma

In der Kombinatorik werden oft modellhaft Urnen betrachtet, aus denen nach
einer bestimmten Vorschrift Kugeln gezogen werden.

Der Grund dafir: Viele Zufallsexperimente lassen sich als Ziehung von k Kugeln
aus einer Urne darstellen, die insgesamt n Kugeln enthalt.
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http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/Module/Kombin/

Die vier Grundaufgaben der Kombinatorik

Es gibt insgesamt vier verschiedene Urnenexperimente, je nachdem,
* ob die Kugeln zuriickgelegt werden

* oder die Kugeln nicht zurtickgelegt werden

* und ob die Reihenfolge beachtet wird

* oder ob die Reihenfolge nicht beachtet wird.

Weitere nette Erlauterungen finden Sie hier.
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http://btmdx1.mat.uni-bayreuth.de/~geonet/www/kombinatorik/frame.html

1. Urnenmodell: mit Zurtcklegen, mit Beachtung der Reihenfolge

Beispiel: “Wurf mit zwei Warfeln”.
Sie kbnnen dieses Zufallsexperiment auch so mit einer Urne simulieren.
Eine Urne enthalt sechs Kugeln, die mit den Ziffern 1 bis 6 beschriftet sind.
Sie
— ziehen zufallig eine Kugel und notieren das Ergebnis (z.B. 4),
— legen die Kugel in die Urne zurick und schutteln die Urne gut durch,
— ziehen wieder eine Kugel und notieren das Ergebnis
(das kdnnte z.B. wieder die “4” sein, da Sie diese Kugel nach dem ersten Zug
zurickgelegt haben).

Hier ist die Reihenfolge der gezogenen Kugeln wichtig. Es ist n = 6 (sechs
Kugeln in der Urne) und k = 2 (zweimaliges Ziehen).
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1. Urnenmodell: mit Zurlcklegen, mit Beachtung der Reihenfolge

Satz: Fur die Auswahl (Ziehung)
*von k Elementen (Kugeln)

* aus einer Menge mit n Elementen (Urne)
* mit Wiederholung (Zuricklegen)

* und mit Berucksichtigung der Reihenfolge gibt es

nk

Moglichkeiten.
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1. Urnenmodell: mit Zurtcklegen, mit Beachtung der Reihenfolge

Beispiel: Als Totospieler kaufen Sie einen Totoschein, auf dem Sie die Spieler-
gebnisse von elf ausgewahlten FuBBballoegegnungen raten kbnnen.

Dabei genugt es, die Tendenz vorherzusagen:

Auf dem Spielschein mussen Sie 1 ankreuzen, wenn Sie auf den Sieg der Heim-
mannschaft tippen, 2 flr einen Sieg der Gastmannschaft und schlief3lich 0 far
ein Unentschieden.

Konnen Sie angeben, wieviele Moglichkeiten es gibt, den Totoschein auszufll-
len? ~» 177147
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2. Urnenmodell: ohne Zurlcklegen, mit Beachtung der Reihenfolge

Satz: Fir die Auswahl

*von k Elementen

* aus einer Menge mit n Elementen
* ohne Wiederholung

* und mit Berucksichtigung der Reihenfolge gibt es

n
k
viele Moglichkeiten.
Beispiel: Pferdewette (s.0.)
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3. Urnenmodell: ohne Zurlcklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge

Beispiel: Ziehen von 10 Karten aus einem 32er Skatspiel
Hier sind die 32 Kugeln in der Urne mit den Namen der Spielkarten beschriftet
(z.B. Karo-Bube).
Sie
— ziehen zehn Kugeln aus der Urne,
— legen aber die Kugeln nach jedem Zug nicht zurtck.
(Haben Sie beim Skatspiel einmal z.B. die Karte Karo-Bube gezogen, so
kOnnen Sie diese nicht noch einmal ziehen.)

Die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen wurden, ist Ihnen hier egal. (Sie
interessiert nur, welche Karten Sie Uberhaupt gezogen haben.) Es ist n = 32
(32 Kugeln in der Urne) und k = 10 (10 Mal Ziehen).
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3. Urnenmodell: ohne Zuricklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge

Satz: Fur die Auswahl
*von k Elementen

* aus einer Menge mit n Elementen
* ohne Wiederholung

* und ohne Bericksichtigung der Reihenfolge gibt es

(%)

viele Moglichkeiten.
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3. Urnenmodell: ohne Zurlcklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge

Beispiel: Sie kaufen an der Lottoannahmestelle einen Lottoschein, auf dem Sie
aus 49 Zahlen sechs ankreuzen. Samstagabends werden dann in einer maschi-
nellen Urnenziehung (ohne Zurlcklegen) die sechs Gewinnzahlen ermittelt.

Wieviele Moglichkeiten gibt es, den Lottoschein auszufullen ? ~» 13983816
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4. Urnenmodell: mit Zurlcklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge

Satz: Fur die Auswahl

*von k Elementen

* aus einer Menge mit n Elementen
* mit Wiederholung

* und ohne Bericksichtigung der Reihenfolge gibt es

n+k—1
k
viele Moglichkeiten.

Beispiel: Bei einem Sonderangebot kann man sich eine Kiste (zwolf Flaschen)
aus drei verschiedenen Getrankesorten beliebig zusammenstellen.
Wieviele Moglichkeiten gibt es daflr?
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4. Urnenmodell: mit Zurtcklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge

Beweis: Wir betrachten o.E. die Menge S = [n].

Eine Ziehung von k Elementen aus S mit Zurlcklegen liefert eine Reihe von Zahlen, die wir im
Nachhinein (in der Ublichen Weise) sortieren kdnnen; wir erhalten so: ap < a; < --- < ay_g.
Durch b; = a; + j erhalten wir eine Zahlenfolge mit by < by < --- < by mitb; € n +k —1].
Umgekehrt kbnnen wir jede k-elementige Teilmenge von [n+k — 1] zun&chst sortieren und dann
in eine schwach wachsende Folge aus [n] umrechnen.
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