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Diskrete Strukturen und Logik
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e Beweisverfahren
e Kombinatorik: Die Kunst des Zahlens

e algebraische Strukturen

Gesamtubersicht



aus der letzten Vorlesung

Aussagen und Aussageformen
Verknipfung von Aussagen (Junktoren)
einfache Rechenregeln

skizzierte Anwendung: Programmverifikation



... heute (und morgen) ...

Tautologien und Kontradiktionen

Pradikatenlogik



Aussageverbindungen

Sind pq, ..., pn Aussagen, so konnen wir diese unter Verwendung der vorher
eingeflhrten Verknilpfungen zu einer sog. Aussageverbindung a(p1,...,Pn)
kombinieren.

Im Allgemeinen gilt: Abhangig von den Wahrheitswerten der Aussagen p; kann
man a(pq,...,pn) Somit einen Wahrheitswert zuordnen.

Beispiel: a(p,q) = ((pV—q) A (p = q)) ist wahr, falls p und g wahr sind,
aber falsch, falls p wahr und g falsch ist.



Tautologien und Kontradiktionen

Eine Aussageverbindung a(pq,...,pn) von n Aussagen p1, Py, ..., pn heiBt
Tautologie (bzw. Kontradiktion), wenn sie unabhangig von den Wahrheitswerten
der Aussagen p; stets wahr (bzw. falsch) ist.

Beispiel: p V —p: Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten Tautologie
Beispiel: p /A —p: Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch Kontradiktion

Beweis: Wahrheitstafel !
Beispiel: ((p = q) A (d = p)) & (p = () Tautologie

Hinweis: Aquivalenzen beweist man daher durch Nachrechnen von zwei Implikationsrichtungen.
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Beispiele fur Tautologien
1. (p=—p)="p
2. pAp=4d))=4d
3. (pAd)=p, (pAd)=q
4. p=(pVd,d=(pVdq
5. p=d=la=1)=(p=r1)

6. (p=adAld=1)Ap)=T

Hinweis: Beweisverfahren ful3en oft auf Tautologien.



Beweise fur Tautologien Z.B. 5. mit (kombinierter, gekirzter) Wahrheitstafel

plgq|T|A=p=q|B=q=1|C=p=1|D=B=C|A=D
w|w|w W W W W W
w|w| f W f f W w
wl| f|? f ? ? ? W
flw|w W W W W w
flw|f W f W W W
flfl? W W w W W

“Abkurzungsregel:” Ist die Pramisse falsch, so ist die Implikation wahr.



Logische Aquivalenz |von Aussageverbindungen

Zwei Aussageverbindungen aq(pq,...,pn) und as(p1,...,pn) mit denselben
Aussagen pq, ..., pn heif3en logisch dquivalent, falls die Aussageverbindung

Cl](p],. * e )pn) <:> aZ(p]a' * e »pn)
eine Tautologie ist.

Schreibweise: ai(p1,...,pn) = a2(pq,...,pPn)

Viele bislang gefundene Rechenregeln und Tautologien lassen sich so schreiben
(s. nachste Folie).



Logische Aquivalenzen — Beispiele

1.

2.

Kommutativgesetze: (p Aq) = (gqAp); (pVq)=(qVyp)

Assoziativgesetze: (p A(gAT)) = ((pAg)AT); (pVI(gVT)=((pVq) Vr).
Distributivgesetze: (p A (qV 1)) = ((pAq)V(pAT)); (pV(gAT)) =((pV g A(pVT)).
Gesetze von de Morgan: =(p A q)=(—pV —q); ~(pV q) = (—p A—q).
|dentitatsgesetze: (p V f) =p, (p At) = p.

Umkehrschluss: (p = q) = (—qg = —p).

Auflésen der Implikation: (p = q) = (—p V q).

. Aufldsen der Aquivalenz: (p <= q)=((p=q)A(g=7p))=(pAq)V (—p A—q).
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Logische Aquivalenzen — Beweise
1. Wahrheitstafelbeweis (vollstandige Fallunterscheidung), z.B. fur Umkehrschluss

2. Ausnutzung bekannter Tautologien (also durch Umformungen), z.B. fur 8b:

p=4d)A(g=7p))

—pVq)A(—qVp))

—pVagA—=q)VI((—pVq)Ap)

ﬁp/\ﬁq) VaA=q))V(I(pAp)V(qAp))
q)V (—pA—q)

(p & q) =
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Noch mehr logische Aquivalenzen

1.

2.

(p=ag)AN(r=q9))=0pPVrT)=aq.

(pV(dA—q))
(p A (qV—q))

p;
P.

Dominanz:p Af=f;pVt=t.
Negationsgesetze:p A—p =f;pV —p =t.
Doppelte Negation: =—p = p.
ldempotenzgesetze: p Ap=p;pVp =p.

Absorptionsgesetze: (p A(pVq))=p;(pV(pAq)) =p.
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Abtrennungsregel modus ponens (Schlussketten)

Ist p wahr sowie p = ¢, SO auch q.

In Zeichen: (p A (p = q)) = q. (z.B.: Wahrheitstafelbeweis)
Sind allgemein pq, ..., pn Aussagen und

sind pj und p; = pipywahrfiri=1,...,n—1,

so ist pn wahr.

Hierflr schreibt man abklirzend (wenn auch nicht ganz korrekt):
(PIA(P1=pP2=...= Pn)) = Pn

Ahnlich notiert man manchmal Ketten von Aquivalenzen (s.o.(!))
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Eine Knobelaufgabe
Gespensterknobelei
Die entsprechenden Dateien finden Sie original hier.

Aufgabe: Wie kdnnen wir das Problem modellieren und lésen ?
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file://localhost/home/user/tex/unitrier/lehre/DSL/DSL0607/Knobeln/index.html
http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/index.htm

