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Was wollen wir beweisen ?
Die zu beweisende Aussage ist oft von der Form p = q.

Hinweis: Manchmal ist p nicht ausdricklich angegeben.

Ohne jedwede Annahmen kann man aber nichts beweisen (wollen).
p ist dann (implizit) z.B. durch Grundannahmen (Axiome) gegeben.
Es “hilft” auch manchmal die Tautologie q = (t = q).

Manchmal sind auch Aquivalenzaussagen zu zelgen P &< (:
Hierzu verwendet man meist die Tautologie (p q)=(p=q)\(qg=7p)).



Einfachste Beweise flr p = ¢ (interessant flr “Induktionsanfange”)

Inhaltsleerer Beweis: Wir zeigen: p ist stets falsch.
Betrachte Aussageformen p(n) := (n > 1) und g(n) := (n3 > n).
p(0) — g(0) durch inhaltsleeren Beweis.

Irivialer Beweis: Wir zeigen: ¢ ist wahr, unabhangig von p.
Betrachte p := (0 < a <b)und q(n) := (a™ < b").
~q0)=(a® <) =(1<T) v



Direkter Beweis
Die zu beweisende Aussage ist von der Form p = q.

Erinnerung: Eine Implikation ist nur dann falsch, wenn p wahr ist und g falsch.

~» zU untersuchender Fall (Annahme): p ist wahr.

Aus dieser Annahme muss jetzt gefolgert werden, dass q wabhr ist.

Dann ist namlich die Implikation wahr.

Der Beweis selbst hat oft die Form von Schlussketten, auf die dann der modus
ponens angewendet wird.



Es seien a, b ganze Zahlen. a heif3t durch b teilbar gdw. b feilt a, gdw. b ist Teiler
von q, i.Z. b | a, gdw. es gibt eine ganze Zahl k mita = b - k.

Direkter Beweis — Ein einfaches Beispiel
Es sei a eine ganze Zahl. (6| a) = (3| a).

Schlusskette:

(6]a) = (Fk(a=06k)) = (Fk(a=(3-2) -k))= (Fk(a=3-(2-k)))

Warum sind die einzelnen Schritte richtig ?
Wie schreibt man einen Beweis in Prosa auf ?



Direkter Beweis —
Ein weiteres Beispiel aus der Zahlentheorie (Restklassenarithmetik)

Lemma: Giltt | mundt|m,soaucht| (n+ m).

Beweis: 1. (t|n) = (Tkn(n =t - kn)).
2. (t|m) = (Fkm(m=1t-kn)).
Aus 1. und 2. folgt:

~ Jk((n+m) =t-k) (wahle k = kn + ki)

~t|(n+m).

Analog: Lemma: Giltt | nund t | m,soaucht| (n—m).



Zum Umgang mit Quantoren

Viele mathematische Aussagen haben die Gestalt von Allaussagen:

vx(p(x) = alx)) ()

Man beweist sie, indem man die Aussage p(a) = q(a) fir jedes a aus dem
zugrundeliegenden Universum beweist.

Das liefert folgende Beweisstruktur:

1. Wahle a beliebig aus dem Universum.
2. Beweise die Implikation p(a) = q(a).
3. Da a beliebig gewahlt werden kann, folgt ().

Daher liefert der vorige Beweis die Aussage: Vx € Z((6 | x) = (3| x)).



direkter Beweis mit Allquantor
Lemma: (Einsteiler) vt e N(t | 1 — t=1).
Beweis: Wahle t € N beliebig.

t] 1~ k(1 =tk)~ Jk(1/t =k)
~> (Universum!) t =1
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Zum Umgang mit Quantoren

Manche mathematische Aussagen haben die Gestalt von Existenzaussagen:

p = 1(Ix(q(x)))

Solche Aussagen lassen sich oft konstruktiv beweisen.

Eine natlrliche Zahl n hei3t zusammengesetzt gdw. 3t € N((1 < t <n) A (tin)).

Satz: Zu jeder natlrlichen Zahl n gibt es n aufeinander folgende zusammengesetzte Zahlen.
Etwas formaler: vn(3k(Vi € {1,...,n}(zusammengesetzt(k +1)))).

Beweis: Wahlek=n+1)!+1T.~Vie{l,....n}((i+1)]| (k+1)).
(Denn (i4+1) | (k—1)und (i+1) ]| (i+ 1), s. vorvoriges Lemma.)
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Zum Umgang mit Quantoren

Manche mathematische Aussagen haben die Gestalt von Existenzaussagen:

Ix(p(x) = alx)) ()

Man beweist sie, indem man die Aussage p(a) = q(a) flr irgendein geeignet
gewahltes a aus dem zugrundeliegenden Universum beweist.

Das liefert folgende Beweisstruktur:

1. Wahle a geeignet aus dem Universum.
2. Beweise die Implikation p(a) = q(a).
3. Da a speziell gewahlt wurde, folgt (x).
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Beweis durch Umkehrschluss (Kontraposition)

Erinnerung: Tautologie (p = q) = (—q = —p)

Lemma: Ist eine Quadratzahl ungerade, so auch ihre Wurzel.

Was bedeutet dieser Satz ? Ausfihrliche Schreibweise:

Es sei a eine nattrliche Zahl.
Wenn a? eine ungerade Zahl ist, dann ist a ungerade.

Wir haben also die Aussage(forme)n:
p(a) := (a? ist ungerade) und q(a) := (a ist ungerade).
Unser Satz lautet also: Va € N(p(a) = q(a)).

Kontraposition ~ Va € N(—q(a) = —p(a)).
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Beweis durch Umkehrschluss (Kontraposition) (Forts. des Bsp.)

Zu zeigen ist also: Es sei a eine natdrliche Zahl.

Wenn a keine ungerade Zahl ist, dann ist a? nicht ungerade.
Dies ist offensichtlich eine komplizierte Formulierung far:

st a gerade, so auch a?.

Eine Zahl a hei3t gerade gdw. 2 | a.

Beweis: a gerade = (Jk(a = 2k)) = (Fk(a-a = (2k)-a)) = (Fk(a? =2 (ka))) = a? gerade.
Hinweis: Verallgemeinerung: Ist t kein Teiler von a?, so auch nicht von a.

Satz: Eine Quadratzahl ist genau dann gerade, wenn ihre Wurzel gerade ist.
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Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis, reductio ad absurdum)

Erinnerung: Tautologie (p = q) = ((p A —q) = f); klassisches Falsum: r A —r

Satz: /2 ist irrational.

Beweis: Mitp =t und q = “v/2 ist irrational” miissen wir die Annahme, x = /2 wére rational,
zum Widerspruch fuhren.
x rational ~» es gibt teilerfremde a,b € Z : x = a/b.
~ 2 =% = a?/b?~ 2b? = a?
~» a? ist gerade ~» a ist gerade (s. obiger Satz)
~» a = 2c fiir eine ganze Zahl ¢ ~» 2b% = 4c?
~» b? = 2¢? ~» b? ist gerade ~» b ist gerade
Also: 2 ist Teiler von a und von b, im Widerspruch zur Wahl von a und b.
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Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis, reductio ad absurdum)

Lemma: FUr jede naturliche Zahl t und jede natdrliche Zahl n gilt: Wenn t > 2
und wenn t ein Teiler von n ist, dann ist t kein Teiler von n + 1.

Beweis: Unsere Aussage lautet formal (mit Universum N):
vnvt((t > 2)A(tIn)) = —(t|n+1).
Dies ist logisch aquivalent zu:
vnvt(t > 2) = ((tIn)) = —(tin+1)).
Wahle t, n beliebig mit t > 2. Flhre einen Widerspruchsbeweis flr die verbleibende Implikation.
~ Nimman: (t | n) A (t|n+1).
~t](n+ 1) —n~ (Lemma Restklassenarithmetik) t | 1

~> (Universum ! und Lemma Einsteiler) t = 1 Widerspruch!
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Beweis durch Widerspruch (indirekter Beweis, reductio ad absurdum)
Allgemeine Hinweise

Erinnerung: Tautologie (p = q) = ((p A —q) = f); klassisches Falsum: r A —r

Ist p nicht (explizit) vorhanden, setzen wir p = t; um q zu beweisen, zeigen wir
daher —q = f.

Wir kbnnen einen Bewels durch Kontraposition als Widerspruchsbeweis lesen:
Haben wir —q = —p gezeigt, so gilt auch:

(pA—q) = (pA—p)

In obiger Beweisfigur haben wir also r = p.
Umgekehrt ist ein Widerspruchsbeweis der Form —q = f auch ein Umkehrschluss
der Implikation (t = q) = q.
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Der Satz von Euklid

Satz: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Wie kOnnen wir diese Aussage formal aufschreiben ?
N: Menge der nattrlichen Zahlen

P C N\ {0, 1}: Menge der Primzahlen

peP < VqeN{lp = (gq=1Vq=np)).

Der Satz von Euklid lasst sich also wie folgt notieren (mit Universum N):
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Der Satz von Euklid — ein nicht-konstruktiver Existenzbeweis flr
vnap((n < p) Ap e P).

Die Negation lautet daher: nvVp((n > p)Vp ¢ P).
Diese Aussage ist aquivalent zu:

Invp(p e P = (p <n)).

Beweis: M.a.W.: Es gabe dann eine gré3te Primzahl py, d.h.: P = {py,..., px}.
Setzeb:=p;----- pr + 1.

Dab>npy,giltb g P.~ 31 <t<Db(t|Db).

Wir kdnnen annehmen, dass t € P (Warum ? s.u.).

Nach vorigem Lemma ist t kein Teilervonb —1 =p;----- Pk.

~ t ¢ P. Widerspruch'!
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Das Konigsberger Bruckenproblem

Satz: In einer Stadt (gegeben durch Gebiete und Briicken) gibt es einen Spazier-
gang, auf dem jede der Brlcken genau einmal gequert wird, gdw. die Eulerbe-
dingung gilt und es zwischen je zwei Gebieten einen Weg gibt (Zusammenhang).

Das Konigsberger Bruckenproblem

Die entsprechenden Dateien finden Sie original hier.
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