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Relationen

Erinnerung: Mengenprodukt

Es seien My, ..., Mn Mengen.
R heil3t n-stellige Relation zwischen My, ..., Mn gdw.

RC My X -+ X Mn.

M heif3en auch Grundmengen von R.

Gilt M = M; fari € {1,...,n}, so heiB3t R eine n-stellige Relation tiber M.
Schreibweise: R(x1,...,xn) statt (x7,...,%xn) €R
Spezialfall n = 2: bindre Relation Schreibweise: x;Rx; statt R(x1, x,) (Infixnotation)

Relationen und Pradikate: “(xq,...,xn) € R”ist Aussageform mit Variablen x;, ..., xn
Umgekehrt definieren Aussageformen Relationen.



Relationen: Beispiele

M =M, = M3 = R: Zwischenrelation R:
R={(a,b,c) eR[(a<b)A(b<c).
M; =M, ={g | g ist Gerade in der Ebene }. Parallelitdtsrelation ||

g|lh & g und h liegen parallel.
M, = M, = Z: Teilbarkeitsrelation |
alb & Jk:b=a-k.

M1 = M, = R: Kleinerrelation <.
M, = M, = Z; Faritatsrelation P: (x,y) € P &< 2| (x +y).



Spezielle Relationen: Betrachte Relationen Gber Menge M.

Nullrelation: R = 0.

Allrelation: R = M x M (evil. auch fur andere Stelligkeiten)
Gleichheitsrelation, auch Diagonale oder Identitatsrelation:
Anm = 1{(x,x) | x € M}

Hinweis: Nullrelation und Allrelation auch fur Relationen zwischen Mengen gebrauchlich.



Operationen auf Relationen: Mengenoperationen

Sind R und S Relationen zwischen denselben Grundmengen, so sind
R C S, d.h., Rist Teilrelation von S,

R Komplementrelation,

RU S und

R N S wohldefiniert.

Beispiel: Ay ist die Ungleichheitsrelation.
Beispiel: Betrachte < C R x R und Ag; definiere <:= < U Ag.

Beispiel: Betrachte | C Z x Z. | N Az beschreibt ... ???
Beispiel: Was haben Primzahlen zu tun mit: | N (Az U{—1,1} x Z) ?




Operationen auf Relationen: Inversenbildung

Es sei R C M x M,. Die Inverse von oder Transposition zu R ist gegeben durch:

R-=RT=RT={(y,x)| (x,y) €R}

Satz: (R7)” =R.
Satz: (RUS)" =R~ US™.
Satz: (RNS)" =R NS

Beweise siehe Tafel.



Operationen auf Relationen: Relationenprodukt

ESSGiRgM] X Mzunng MzX Mg.
Das Relationenprodukt (die Komposition) R o S ist wie folgt definiert:
x(Ro S)z & Fy(xRy AySz).

Beispiel: x(| oP)z < Jy(x |[yA (2] (y+z))).
Also: |oP={(x,z2) € Z X Z: (2| x = 2|2z}
Tafel!



Operationen auf Relationen: Relationenprodukt—Eigenschaften

Satz: (Assoziativitdt) (RoS)oT=Ro (SoT).

Satz: (Monotonie) (PC QARCS) =— (PoR)C (QoS)
Satz: Gilt R € M x M, so ist: R = R o App = Apm © R (Identitat).
Satz: (RoS)” =S oR™.
Satz: ((Sub-)Distributivgesetze)
(RUS)oT = (R T)u (SoT)
To(RUS)=(ToR)U(ToS)
(RNS)oTC (RoT)N (SoT)
To(RNS)C (ToR)N(ToS). Warum nicht = ?

Die (Sub-)Distnbutlvgesetze gelten auch allgemein fur unendliche Vereinigungen bzw. Durch-
schnitte.



Anwendung von Relationen: relationale Datenbanken

(endliche) Relationen als Tabellen: (1) Personliche Daten (PD)

Matrikel | Name Vorname | m/w | Geb.datum | Anschrift

4000124 | Kramer | Lutz m 03.06.85 Thebaerstr. 8, Trier

4001031 | Ludewig | Marianne | w 07.07.84 Am Weidengraben 95, Trier
4000327 | Muller Bernd m 06.08.84 Kirchstr. 84, Fell

4001234 | Meyer Manfred | m 13.11.84 M.-Erzberger-Str. 9, Schweich
4000222 | Schulz | Christian | m 22.12.84 H.-Reinholz-Str., Konz
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Anwendung von Relationen: relationale Datenbanken

(endliche) Relationen als Tabellen: (2) Kursergebnisse (Noten)

Matrikel | Analysis | Programmieren | DSL | AFS | Rechnersir.
4000124 | 1,3 2,3 1,7 [1,3 | 3,0
4001031 | 3,3 2,0 23 |20 |1,0
4000327 | 2,0 2,0 1,7 120 |23
4001234 | 5,0 4,0 50 |— |40
4000228 | 2,3 5,0 23 | — |—
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Anwendung: Operationen auf relationalen Datenbanken

1. Projektion (project): Spaltenauswahl

2. select. Zeilenauswahl (gemaf3 gewisser Kriterien)

3. join: verbindet zwei Tabellen

12



Anwendung: Projektion

Beispiel: Auswahl aller Matrikelnummern, Vornamen, Namen und Anschriften
aus PD liefert: Ry

Matrikel | Vorname | Name Anschrift

4000124 | Lutz Kramer | Thebaerstr. 8, Trier

4001031 | Marianne | Ludewig | Am Weidengraben 95, Trier
4000327 | Bernd Muller Kirchstr. 84, Fell

4001234 | Manfred | Meyer M.-Erzberger-Str. 9, Schweich
4000222 | Christian | Schulz H.-Reinholz-Str., Konz
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Anwendung: Selektion

Beispiel: Auswahl aller Matrikelnummern von Studenten, die DSL mindestens
mit 2,0 bestanden haben (aus Tabelle Noten) liefert: R,

Matrikel | Analysis | Programmieren | DSL | AFS | Rechnerstr.
4000124 | 1,3 2,3 1,7 1,3 | 3,0
4000327 | 2,0 2,0 1,7 [ 2,0 |23

Noch deutlicher wird das Ergebnis durch anschlieB3ende Projektion auf Matrikel
und DSL (R3):

Matrikel | DSL
4000124 | 1,7
4000327 | 1,7

14



Anwendung: join

Beispiel: Samtliche Studenten, die DSL mit mindestens 2,0 bestanden haben,
sollten angeschrieben werden. Dazu bilde den Join von Ry und R3:

Matrikel | Vorname | Name | Anschrift DSL
4000124 || Lutz Kramer | Thebaerstr. 8, Trier | 1,7
4000327 | Bernd Muller | Kirchstr. 84, Fell 1,7

Vor dem ersten Doppelstrich stehen die gemeinsamen Attribute, dann folgen die
Attribute aus R und dann die aus Rj3.

Diskussion: Gemeinsamkeiten / Unterschiede der Relationenbegriffe bei den Da-
tenbanken und “bei uns” ?
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Eigenschaften von binaren Relationen
Es sei R eine binare Relation tber M.

R heiBBe reflexiv gdw. Vx € M(xRx).

R heiBe symmetrisch gdw. Vx,y € M(xRy = yRx).

R heiBe antisymmetrisch gdw. Vx,y € M((xRy AyRx) — x =y).

R heiBB3e transitiv gdw. Vx,y,z € M((xRy AyRz) = xRz).

R heiBe nacheindeutig (oder rechtseindeutig) gdw. Vx,y,z € M((xRy/AxRz) —
y = z).

R heiBe vortotal (oder linkstotal) gdw. ¥Vx € M3y € M(xRy).

Beispiel: Die einzige Relation R, die alle soeben eingeflhrten Eigenschaften erflllt, ist die Gleich-
heitsrelation. Gilt namlich xRy, so auch yRx (Symm.) und somit x =y (Antisymm.)
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Eigenschaften von binaren Relationen—Weitere Beispiele
R={(1,2),(2,3),(1,3)}?r,s,a,t,n, v

Teilerrelation | auf Z ? r, s, a, t, n, v (auch far 0!)

Geradeneigenschaft: R = {(x,y) e R x R |y = 3x/}

Kreiseigenschaft: R ={(x,y) e R x R | X2 +y?=1)

Hinweis: “Nicht symmetrisch” ist nicht gleichbedeutend mit “antisymmetrisch”.

Hinweis: Entsprechend definierbar: voreindeutig, linkseindeutig, nachtotal, rechistotal; anstelle

von “total” spricht man auch von “vollstandig”.
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Eigenschaften von binaren Relationen—Einfache Aussagen

Es sei R eine Relation Gber M.

Satz: R ist reflexiv gdw. Ayq C R.

Satz: R ist symmetrisch gdw. R™ ist symmetrisch gdw. R~ C R gdw. R~ = R.
Satz: R ist transitiv gdw. Ro R C R,

Satz: R ist antisymmetrisch gdw. RN R™ C Ayy.
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Abschluss von binaren Relationen

Es sei R eine binare Relation Gber M und P sei eine Eigenschaft von Relationen.
Die Relation Ry Gber M heil3t Abschiuss oder Hille von R bezlglich P, gdw.:

1. R} besitzt die Eigenschaft P, kurz: P(Rp).

3. Fir alle Relationen S, R C S gilt: P(S) = Rp C S.

Hinweis: Alternative Schreibweise:

RS = M S.

SCMXxM:RCSAP(S)
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Spezielle Abschlusse von R uber M
Satz: Die reflexive Hulle von R ist R U Ap,.
Satz: Die symmetrische Hulle von Rist RU R™.

Schreibweise: transitive Hiille R™, reflexive transitive Hillle R* = (RU Ap) ™.
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Ein wichtiger Satz Uber transitive Hullen

Die Potenz einer Relation R Gber M kann man rekursiv wie folgt festlegen:

Rn': AM , n=20
' RP-16R, n >0

Lemma: R* = RT U Ay

Satz: RT = UTIZ] RTL, R* = UTIZO R™,.
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Ein wichtiger Satz uber transitive Hullen

Satz: Rt = Up,>1 R™; R* = Up>o R™

Beweis: Zeige: | J R™ ist transitiv (Ubu;g) ~ DV

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis:

Angenommen, es gabe ein (x,y) € 5 R" mit (x,y) € RT. [+].

Dann gibt es ein n mit (x,y) € R™.

Wahle unter allen (x,y) mit [+] ein festes (x,y) mit minimalem n > 1, sodass (x,y) € R™.
Da R = R! C RY, gilt n > 2.

(x,y) € R™ bedeutet: es gibt z mit (x,z) € R*1, (z,y) € R.

Da n minimal, gilt (x,z) € R™ und wegen (z,y) € R C R* folgt (x,y) € R", da RT transitiv.
Widerspruch !

Hinweis: Fiir Relationen R Uber endliche M haben wir also Algorithmus zur Berechnung von R* !
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Matrix-Darstellung von zweistellige Relationen

Sind M, N endliche Mengen mit m bzw. n Elementen, i.Z. M| = m, |[N| = n,
und noch genauer: M = {aj,...,am} und N = {by,...,bn} so kann man
R € M x N eine Matrix (Tabelle) My mit Eintragen aus {0, 1} (bindre Matrix)
zuordnen:

Bezeichnet Mg (1,j) den Eintrag der Matrix in Zeile iund Spalte j, mit 1 <i<m
und 1 <j < mn, so gilt:

Mg(i,j) =1 gdw. (ai, bj) € Rund Mg(i,j) =0 gdw. (ai, b;) ¢ R.

My hei3t auch Relationenmatrix zu R.

Die Transponierte einer Matrix M entsteht durch Spiegelung an der Hauptdiago-
nalen und wird mit M.T bezeichnet.

Satz: ME = Mgr.
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Anwendung: Wissensbasierte Systeme

Elternteil (georgel, george?2)
Elternteil (george3, georged)
Elternteil (george3,william4)
Elternteil (edward, victoria)
Elternteil (victoria, edward?)
Elternteil (edward’, georgeb)
Elternteil (georgeb5, edwards8)
Elternteil (georgeb5, georgeb6)
Elternteil (george6,elizabeth?)
Elternteil (victoria,alice)
Elternteil (alice,victoriaalb)
Elternteil (victoriaalb,alicemb)

Elternteil (alicemob,philip)

Dies definiert uns Relation
E auf der endlichen Menge
X={g9.1,9.2,9.3,9.4,w.4, ...}
Ein Ausschnitt der entsprechenden
Relationenmatrix Mg (mit X wie
angedeutet durchnummeriert):

01 0 0 O
0 01 0O
0 0010
0 0 0 0 1
0 0 0 0O

Fragen: Was “bedeutet” E2 ?

Wie sieht die dazugehorige Relatio-
nenmatrix Mgz aus ?

Wie kdnnte man Mg: aus Mg “direkt”
berechnen ?



