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Formale Sprachen|Gesamtiibersicht

e Organisatorisches / Einflhrung
Motivation / Erinnerung / Fragestellungen

e Diskussion verschiedener Sprachklassen:
gesteuerte Ersetzungsverfahren
parallele Ersetzungsverfahren

e Algebraische Ansatze:
abstrakte Sprachfamilien
formale Potenzreihen



Organisatorisches

Vorlesung: Mittwochs 12-14 Uhr, HZ 203,
Vorschlag: 12.25-13.55 (schafft bequemere Mittagspause)

Ubungen (Stefan Gulan): Montags 16-18 Uhr, HZ 204
Beginn 2. Semesterwoche vierzehntagig 77

Dozentensprechstunde DO, 13-14 in meinem Bluro H 410 (4. Stock)
gleichzeitig: Sprechstunde von Herrn Gulan

Kontakt: fernau@uni-trier.de

Hausaufgaben / Schein ?! n.V.



Abschlusseigenschaften, Trios, AFLs

—\Vorstellung weiterer Abschlusseigenschaften
—Beziehungen zwischen Abschlusseigenschaften
—Trios, AFLs



Morphis

Eine Abbildung h : V* — X* mit Alphabeten V und X heil3t Homomorphismus
& Vx,y € V*:h(xy) = h{x)h(y).

h:V* — X*kann zu h: 2V — 2X" erweitert werden durch

h(L) :={h(v)|ve L},L CV*,

FUr eine Sprachklasse A sei

H(A):={h(L)|L € A,L C V*f{ir ein Alphabet V,h : V* — X* ein Homomorphismus }.

Es gelten die bekannten Eigenschaften von Homomorphismen zwischen Wort(!)monoiden:

(1) h(A) = A (Damit ist h auch Monoid-Homomorphismus in der alten Def_inition; wesentlich
geht hier die Tatsache ein, dass X* frei erzeugtes Monoid ist. (htbsche Ubung)

(2) h st eindeutig bestimmt durch seine Bilder auf V
(genauer:esqgiltfirx e V¥, x =a;...anmita; € V: h(x) = h(aj)...h(an))



Inverse Morphis

Sei h : V¥ — X* ein Homomorphismus, M C X*, dann ist der inverse Homo-
morphismus definiert durch h—1(M) := {v € V*|h(v) € M }.

Fir eine Sprachklasse A sei H (A ) := {h T (M)|M € A ,M C X* fur ein
Alphabet X, h : V* — X* ein Homomorphismus }.

Ubung 1 Der Homomorphismus h : {a,b}* — {a, b}* sei gegeben durch a — aa undb — ab.
Kennzeichnen Sie die folgenden Sprachen in der “lblichen” mengentheoretischen Schreibweise!

e Lin=h'(a"
e L=h"({a})

e Lin=h"(({a,b}")")



A-freie Homomorphismen

Ein Homomorphismus h heil3t A-frei oder nicht-Ioschend, wenn
h(v) =A=v=A(&= Vae V:h(a) #A).
Bezeichnungsweisen auf Sprachfamilienebene:

Ha(A ) und Hy ' (A).

Beachte: Es gibt A-freie, nicht-injektive Homomorphismen: h : {a,b} — a* :
h(a) := h(b) := a.



Nochmal Regularitat

Anmerkung 1 L£; ist die kleinste Sprachklasse A, die die Familie FIN der endlichen Sprachen
enthélt und fiir dieH(A ) = H (A ) = A gilt.
Denn nach LATTEUX und LEGUY[: VR € L3 : 3 Homomorphismenf,g,h: R = f~'(g(h~'({a}))).

Um die Grundtechnik der Aussage von Latteux und Leguy zu sehen, beschéaftigen Sie sich bitte
mit der folgenden Aufgabe:

Ubung 2 Aus der Grundvorlesung ist lhnen bekannt, dass die requldren Sprachen genau die
Sprachen sind, die von NEA erkannt werden. Zeigen Sie:

e Eine requldre Sprache R ist sternabgeschlossen, d.h., R* = R, genau dann, wenn es einen
R erkennenden nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt, dessen einziger Endzu-
stand der Anfangszustand ist.

e Jede sternabgeschlossene Sprache ldsst sich darstellen als R = f~'(g(h="({A}))) fiir ge-
eignete Homomorphismen f, g, h.

*siehe ICALP’83, LNCS 154, Seite 420ff. sowie TURAKAINEN, Bulletin of the EATCS, Band 20,
1983, Seite 162ff.



Schnitt mit regularen Sprachen

AAREG:={LNR|L € A,R € L3} bezeichnet den Schnitt einer Sprachklasse
mit den regularen Sprachen.

Auf Sprachfamilien sind die Trio-Operationen die folgenden Operationen:
— Homomorphismus H;

— inverser Homomorphismus H}ﬂ und

— Schnitt mit regularen Sprachen AREG.

Eine Sprachfamilie hei3t 7rio gdw. sie ist gegen die Trio-Operationen abge-
schlossen.



Weitere Operationen Substitution

Eine Abbildung o : V* — 2X" heiBt Substitution

& Vx,y € V*: (o(xy) = a(x)o(y) Ao(A) ={A}).

Eine Substitution ist eindeutig durch ihre Bilder o(a), a € V bestimmt:

o(x) =o(aj)o(ay)...olan) firx =aj...an,q; €V

Man kann eine Substitution also als Ersetzung von Zeichen aus dem ursptinglichen Alphabet
durch eine ganze Sprache auffassen.

Intuitiv kbnnen die Terminale aus V als Metavariablen flir Sprachen angesehen werden.

Fortsetzung auf 2V": L C V*, o(L) := J, . o(x).
Fortsetzung auf Sprachfamilien A: o(A) :={co(L)|L € A, L C V* o:V* — 2X eine Substitution}

Eine Substitution o : V* — 2X" heif3t
—A-frei &< VYaeV:A¢ o(a)

—endlich < Va € V : o(a) ist endlich
—requldr < VYa eV :o(a) € L;

— kontextfrei < Va € V:o(a) € L,

— A -Substitution < VYa € V:o(a) e A

Eine Sprachfamilie A hei3t abgeschlossen unter Substitution genau dann, wenn A abgeschlos-
sen ist unter A -Substitution.

10



Weitere Operationen Inverse Substitution

Es seien o : V* — 2X" eine Substitution und M C X*. Wir definieren
o '(M):={veV]ov)NnM=#0}und

o '(A):={c T M) M e A}

[Links/Rechts-] Quotienten ([Links/Rechts-] Derivate)

Es seienv € X*, L C X*. Definiere

Ov(L) :=V\L:={w|vw € L} (Linksderivat) und

O0(L) :=L/v:={w]|wv € L} (Rechtsderival).

Also gilt: {v}o,(L) =LNn{vX*={xeL|lvC x}

Es seien L, M C X*. Definiere

L\M = (¢ &(M) ={w]|3Jv € L:vw € M} (Linksquotient; Achtung, es besteht bei dieser in
der Literatur leider Ublichen Schreibweise Verwechslungsgefahr mit der Mengendifferenz!) sowie
M/L =, 07(M) ={w]|3v € L:wv € M } (Rechtsquotient).
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Weitere Operationen Mischen (engl.: shuffle)
V&{Lz}*w ={viwivwr...vpwn [ M > 1, v =vi. ..y Ww =Wy Lo Wi vy, W €
U* } und

L& 2p:M = Uver wem V& 2w

Spiegelwort und Spiegelsprache (auch: Umkehrung)
Fir w € X* definiere rekursiv

R , A sw=A
=Wt i=mi(w) =1 «—
VvV a;w=av

—T =T

— IR = mi(l):={w |wel)
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Ubung 3 Sie haben soeben den Shuffle- (oder Misch-) Operator &1 2 kennengelernt.

Zum Aufwérmen: Wie sieht die Sprache a’b*&; 5.a*b* aus?
Natdrlich kann man Sprachen auch mit sich selbst mischen.
Zeigen Sie zundchst, dass &, . assoziativ ist!

Folgern Sie, dass 2% fiir jedes Alphabet X zusammen mit &;; ;. ein Monoid bildet!
Wie sieht insbesondere das neutrale Element aus?

Zeigen Sie weiter, dass dieses Monoid sogar kommutativ ist!

Jetzt kbnnen wir iteriertes Mischen definieren, und zwar

seien &{] ,2}*01_ .= L und &{1)2}*nL = L&{1,2}*(&{1,Z}*n_]l—)-

Uberlegen Sie sich, fiir welche Sprachen L die Beziehung & "L C & ».""'L fir allen > 0
gilt!

Es sei nun Dy die Dyck-Sprache lber dem Klammerpaar (, ) (also die Sprache der wohlgeform-
ten Klammerausdriicke), und L sei{ (™)™ | n € Np }.

Zeigen Sie, dass fiir allen > 0 gilt: & 2."L C I/ Uberlegen Sie sich, ob fiir irgendein n sogar
& 20 "L = Dy gilt, und zeigen Sie ihre Behauptung!

Machen Sie sich abschlieBend Gedanken zu der Behauptung | J,,~, &1 2" L = D!/
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Transduktionen

Eine Transduktion Gber V* und X* ist eine Teilmenge T von V* x X*.
LCV*:1(l)={xe X*|avel: (v,x) €1},

L'CX v (L) ={veV*3aecl :(v,a) e T

Anmerkung 2 Eine Transduktion dber V* und X* ist nur ein anderer Name f(ir
eine bindre Relation zwischen V* und X*.
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Ein a-Tranduktorist ein 6-Tupel M = (Z,V, X, 8, zo, Z¢) mit

Z eine endliche Menge von Zustanden, das Zustandsalphabet

V das Eingabealphabet

X das Ausgabealphabet

zo € Z der Startzustand

Zr C Z die Menge der Endzustande

d C Z x V* x X* x Zendliche Menge von Transaktionen

Setze &° :={(z,A\,A,z)|z € Z}und
SUh={(z,vw, af,z") |3z’ : (z,v,,2') € S' A\ (2, w, B,2") € &} sowie
& =J2, 8.

Dann ist die von M erzeugte Transduktion Ty :={ (v, «) |z € Zf : (2o, V, &, z) € &* }.
Eine Transduktion heil3t rational genau dann, wenn es einen a-Tansduktor M mit T = Tt gibt.

M heiB3t nicht-loschend genau dann, wenn 6*N(Z x V x{A}x Z) = (. Eine rationale Transduktion
heil3t nicht-loschend genau dann, wenn es einen nicht-ldschenden a-Tansduktor M mit T = ™\
gibt.
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Beispiele flur rationale Transduktionen (1):

e Homomorphismen:
Betrachte T = { (v,w)|ve V¥, w =h(v)} C V* x X* h:V* - X* Homo-
morphismus, und M = ({z}, V, X, d, z,{z}) mit 6 ={(z,a,h(a),z) | a € V}.
Offenbar ist T nicht-ld6schend wenn h nicht-l6schend ist.
Ganz entsprechend sieht man ein, dass endliche Substitutionen rationale

Transduktionen sind.
Kleine Aufgabe: Warum sind auch regulare Substitutionen rationale Trans-

duktionen?
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e Inverse Homomorphismen:
Betrachte T = { (v,w)|v € V*,w € h™'(v)} C V* x X*,h : X* — V* Homomorphismus,
und M = ({z}, V, X, d,z,{z}) mit 6 ={(z,h(a),a,z) | a € X}.
Offenbar ist T nicht-1dschend.

e Eine k-beschrankte Loschung ist eine Transduktion T C (V U {$})* x V* (wobei $ ¢ V), die
nur auf

k
sy

definiert ist und dort den durch a — a fir a € V und $ — A gegebenen Morphismus
v i (VU{$})* — V* realisiert. T wird durch den nicht-Iléschenden a-Transduktor M =
({z}, VU{$}, V, 5,z,{z}) mitd ={(z,%$'a,qa,z) | 0 <1<k, a e V}modelliert.



Ubung 4 Manchmal findet sich in der Literatur eine leicht abgewandelte Defini-
tion von (rationalen) a-Transduktoren.

Zeigen Sie: Eine Transduktion ist genau dann rational, wenn es einen a- Transduktor
M = (Z,V,X,d,zy, Zg) mitt = t™)h UNd

e Transaktionen d C Z x (VU{A}) x X* x Z oder auch b C Z x (V U{A}) x
(X U{A}) x Z oder auch

o |Zp| =1

gibt.
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Ubung 5 Eine Transduktion t (ber X* und X* (d.h., Eingabe- und Ausgabe-
Alphabet sind identisch) definiert eine Funktion f- : 2X° — 2X°. Zeigen Sie:

e Das Relationenprodukttiot, entspricht der Hintereinanderausfihrung (Kom-
position) von fr; o fr,, d.h., Trot, = Tr; o fr,.

e Die Hintereinanderausfihrung (in diesem obigen Sinne) zweier [nicht-lbschender]
rationaler Transduktionen ist eine [nicht-lbschende] rationale Transduktion.



Anmerkung: Manchmal werden in der Literatur “verallgemeinerte sequentiel-
le Maschinen” (generalized sequential machines, kurz gsm) betrachtet. Diese
sind spezielle a-Transduktoren, bei denen die endliche Transaktionenmenge al-
lerdings durch & C Z x V x X* x Z beschrankt ist. Mit Ubung |4/ sieht man, dass
die wesentliche Einschrankung im Fehlen von A-Ubergéngen besteht.

~» Sowohl gsm- als auch inverse gsm-Abbildungen sind rationale Transduktio-
nen.

Mit den in der voranstehenden Ubung eingefi]hrten Normalformen fur rationale
Transduktoren muss man vorsichtig sein im Falle nicht-ldschender Transdukto-
ren.

Nennen wir daher Transduktoren mit Ubergangsrelation 8 C Zx (VUA}) xXtTxZ
monoton.

Es qilt:
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Satz 3 Eine rationale Transduktion T ist genau dann nicht-I6schend, wenn sie
als Hintereinanderausfihrung T = T o T, einer monotonen rationalen Transduk-
tion Ty gefolgt von einer k-beschrankten Loschung T angegeben werden kann.

Beweis: Wie soeben gesehen, sind monotone rationale Transduktionen sowie k-beschrankte
L6schungen nicht-loschende rationale Transduktionen, und somit auch deren Komposition.

Ist umgekehrt T eine nicht-ldschende rationale Transduktion, so gibt es einen T realisierenden
nicht-l6schenden a-Transduktor M = (Z,V, X, §, z9, Z¢). Setzen wir

k = max{|v], w| | 3(z,v,w,z') € 5NZ x V* x X* x Z},

So ist

M, = (ZU6 X {1,,k},\/,XU{$} 62)ZO)Zf)
mit $ é X und 62 — {(Z)A>$>((Z)V)W)Z,))1)) ‘ (Z>V>W>Z/) S 6}U{((( ,V,W,Z) ) a, b z ) ‘
(z,vyw,2) e bNT<A<KkAALSP —=2a=vi)A{A>NM oa=AAN{A<k-— |w\—>b—
SINA>k—W =2b=w_ 1w A<k —=2z"=(z,vyw,2/),i+1))AN(i=k = 2" =2')]
monoton. T; sei die naheliegende k + 1-beschrankte Léschung. O
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Satz 4 (Nivat) Eine Transduktion T C V* x X* ist genau dann rational, wenn
es ein Alphabet Y, eine reguldre Sprache R C Y* und zwei Homomorphismen
f:Y*— V*sowieg:Y* — X* gibt mitt={(f(y),g(y)) |y € R}

R C

/s

' X*
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Beweis:

—" EsseiM = (Z,V, X, 9, zy, Zr) ein rationaler Transduktor. Setze Y := 6. Weiter sei
R:= {(z1,v1,x1,27)(z2,v2, ®2,2}) ... (Zm, Vm, %m, 2} ) |
m > 0, wenn zg € Zg, sonst m > 1;5z/ | = zi; (zi,vi, o4,2{) € Y = 8,21 = 20,2}, € Zr }.
R ist regulér, denn R = L(Gg) mit folgender Typ-3-Grammatik:
GrR=(N, TS P)mitN:=Z,T:=Y,S := 2z, und
P= {z—>(z,v,,2")2' |2,z € Z;(z,v,x,2') €e Y=0}U{z > A|z € Z¢ }.
Definiere die Homomorphismen f : Y* — V*und g : Y* — X* durch
f((z,v,«,z2')) :=vund g((z,v,x,z')) = «.

Behauptung: Es gilt v = { (f(y), g(y)) |y € R}

" Vil Valo, V|0t
L (v,a) € T &= Fzo,...,Zm, X1, .o, Xmy V1, ..oy, Vi L 20 — 21 — Z2... —
Zm, Zm € Zr, (Zi—1, Vi, &%, 2i) €0,V =V1... Vi, X = &7 ... m.
Dannisty = (zo,v1, ®1,21)(21,Vv2, %2,22) ... (Zm—_1, Vm, &m, Zm) € R, und es qilt f(y) =
Vi...vm=Vv,0(y) = &1 ... am = «.

552“ Yy S R = Yy = (ZO)V1) “1)2’1)(21)\)2) “2)Z2) o (Zm_],\)m, “m,zm) S Y*.
vilog Voo, Vil 0

Dannistzy — z; Y z)... — zmy eine akzeptierende Berechnung von M mit Einga-
bev=v;...vin = f(y) und Ausgabe o« = «; ... am = g(y). Also gilt (f(y), g(y)) € ™.
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=" Ist R C Y* regulér, so gibt es eine Typ-3-Grammatik G = (N,Y,S,P),P C N x NY*UN x Y*
mit R = L(G). Es sei z¢ ein neues Symbol (¢ N). Wir betrachten den a-Transduktor M =
(Z,V, X, 8,20, Zg) mit Z=NU{z¢},z0:=S,Zr :={z¢} und
6:={(A,f(y),9(y),B)[A =By € PtU{(A,f(y),9(y),zs)[A =y €P}.

Behauptung: Es gilt { (f(y),g(y)) |y € R} = t\m.

,C“ Beweis kann tber
A =L By < (A,f(y),g9(y),B) €dund A =Ly < (A, f(y),g(y),z) €8
gefuhrt werden. Dieses wiederum geht induktiv Gber 1.

Dann gilt (S, f(y), g(u),zf) € 6" < (f(y),g(y)) € ™.

2 (v,a) € tm & (S,v,,z¢) € O* & S = Aj M A1 vzﬁ Ajp... vﬁ
Am = zZfV=V1...Vn, & = & ... om. Nach Definition von Ty, (durch R, f, g) existieren
Yi,.. -, Ym € Y mit vy = f(yi), o = g(yi), Aicr — A1 <1 <mj)und A1 — Ym.
Aus Ay = Sfolgty = yi1...ym € R und Uberdies qilt f(y) = v,g(y) = « (eigentlich
Induktion Gber Ableitungslange). O



Der Beweis des Satzes von Nivat liefert sofort:

Korollar 5 Eine Transduktion t C V* x X* ist genau dann nicht-lbschend ratio-
nal, wenn es ein Alphabet Y, eine requldre Sprache R C Y* und zwei Homomor-
phismen f : Y* — V* sowie g : Y* — X* gibt, wobei g nicht-Ibschend ist, mit

T=1{(f(y),9(y)) Iy € RL
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Beispiele flr rationale Transduktionen (2):
Um die Rationalitat der im folgenden betrachteten Transduktionen zu zeigen, benutzen wir je-
weils den Satz von Nivat. In manchen Beispielen ware die (direkie) Angabe eines rationalen

Transduktors allerdings einfacher (s.o.).

e [dentitat auf X*:
Wir betrachten also t ={ (x,x) |[x e X*} C X* x X*. Essei X ={x1,...,xn }, V=X
Setze Y = Vx X = Xx X = {(X1)X1))° * ) (X1)XT1)) (X2>X1))' ) (XZ>XTL))' ) (XTL)XTL) }
Weiter setzen wir Y/ :={ (x1,x1), ..., (xn,Xn) } C Y. R := Y™ ist reqguléare Sprache Uber Y.
(X x X)* kann in offensichtlicher Weise in X* x X* eingebettet werden, f, g sind dann
Projektionen.
f:Y* = X:(v,x)—v,g:Y*— X*:(v,x) — x.

e Rationale Konstanten:
Esseit={(v,w)|ve V ,weK}]CV*xX* K C X*regulare Sprache. Setze Y := VUX,
0.BdA. VNX =0.R :={vw|v € V*,w € K} ist regulare Sprache Uber Y. Es werde

v f Aafin _J a jaeV
f: Y* — V* definiert durch f(a) { A iaeX und
RV ¢ Aafini _J aj;aeX
g : Y* — X* definiert durch g(a) ._{ A aeV
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e Homomorphismen:
Betrachte T = {(v,w)|v € V*,w = h(v)} C V* x X* h : V* — X* Homomorphismus.
Setze Y := V. R := Y* = V*ist regulare Sprache Uber Y.
Esseif:V* — V*ldentitatund g : V¥ — X* mit g = h.

e Inverse Homomorphismen:
Betrachte t = { (v,w)|v € V¥*,w € h™T(v)} C V* x X*,h : X* — V* Homomorphismus.
Setze Y := X. R := Y* = X* ist reguléare Sprache Uber Y.
Esseif: X* — V*mitf =hund g: X* — X* Identitat.



Ubung 6 Wir betrachten nochmals die sternabgeschlossenen reguldren Sprachen, siehe Ubung @
Als zusétzliche Sprachoperationen betrachten wir in dieser Ubung:

e Durchschnitt mit sternabgeschlossenen reguldren Sprachen;
e Markierung u(u) = u# fir alle uw € X*, wobei # ein neuer Buchstabe ist, d.h. # ¢ X.

Zeigen Sie: 1. Die Operation “Durchschnitt mit sternabgeschlossenen reguldren Sprachen” I4sst
sich darstellen als f~' o g o h™!, wobei f, g, h geeignet gewéhite, von der sternabgeschlossenen
requdren Sprache R abhdngige Homomorphismen sind.

2. Zeigen Sie unter Benutzung des Satzes von Nivat, dass sich jede rationale Transduktion dar-
stellen lasst als Hintereinanderausfiihrung von (1) einer Markierung, (2) einem inversen Ho-
momorphismus, (3) einem Durchschnitt mit sternabgeschlossenen reguldren Sprachen und (4)
einem Homomorphismus. (Umgekehrt sind solche Hintereinanderausflihrungen rationale Trans-
duktionen.)

3. Folgern Sie aus dem bisher Gezeigten, dass eine Transduktion T genau dann rational ist,
wenn sie sich als Tt = hgohy Tohyo hy 1o u schreiben laBt, wobei die hy Homomorphismen, und
u eine Markierungsfunktion ist.
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Wir kennen viele Trios

Der Satz von Nivat erleichtert wesentlich den folgenden Nachweis des Abschlusses gegen die
Trio-Operationen von den Sprachfamilien £;,1 € {0,1,2,3}. AuBerdem lassen sich so leicht
abstrakte Eigenschaften formulieren und beweisen.

Satz 6 Die Sprachfamilien L;,1 € {0,1,2,3}, sind abgeschlossen gegeniiber
rationalen Transduktionen, die (bis auf L1) auch I6schend sein dlrfen.

Beweis: Nachzurechnen: Abgeschlossenheit von £; gegenuber rationalen Transduktionen.
Es sei also T eine rationale Transduktion, gegeben durch a-Transduktor M = (Z, V¢, V{, 8, zo, Z§).

Ist T i.allg. I6schend, so kénnen wir & = §° U &' voraussetzen. Weiter sei L € £; durch eine Typ-
i-Grammatik G = (Vn, V1, S, P) beschrieben mit Produktionen, die

PN ((VWUVH)T x (WU VE)*VE(VWU Vr)M) =P N (W x (VT U{A})
erfillen. Wir konstruieren Typ-i-Grammatik G’ = (V{, V{, S, P/) mit L(G’) = T(L(G)).
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o i =0:Wirsetzen V|, = (Zx VW X Z) U {Tazzl2z,2/ € ZAax € VT U{AIJU{S #$].
Ein Zeichen (z,A,z') € Z x VN x Z bezeugt zweierlei: (1) wir hatten eine Simulation der
urspringlichen Typ-0-Grammatik beginnend mit dem Nonterminal A vor, (2) wir suchten
den zu simulierenden Transduktor von Zustand z in den Zustand z’ zu beférdern mit Hilfe
der Eingabe, die als Terminalwort schlief3lich von A abgeleitet wird.

P’

C C |

C CCCcc

{S/%#(ZO)S)ZF)leGZF}

{#A) — A# A'# - #A # - $IA € V]

{#(21)A1>ZZ)(ZZ)A2)Z3) T (Zm)Am>Zm+1) — #(yhBhyZ)(yb B2>y3) T (yna BTI)UTH—]) ‘
Aj---An—B1---Bh e PAA;, ..., An,B1,...,BhL € VN\A

Zlye o ey Zm+1y Y1y - -y Yny1 € Z/\Z1 = U1 /\Zm—H :Un+1}

{$(z,A,2)) 5 D28 |A 5 AEePAz 2z €Z)}

(Tazz = Ylazz | (z,A\v,2") € 5 AN € VT U{A}}

(Tazz = vV|(z,00,v,2") €3 A x € VT U{A}}

{$(Z)A)Z/) — ra,z,z”rA,z”,z’$ | A—a & P /\Z, Z/,Z// - Z}

{Mzz$ = vI(z,Av,2') € 0Nz € Zp}

Der Beweis der Richtigkeit der Konstruktion musste wieder per Induktion Gber die Ablei-
tungslange gefthrt werden. Wir geben hier nur eine intuitive Begrtiindung.
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“T(L(G)) C L(G’)”: O.E. kbnnen wir annehmen, dass eine Ableitung in der Grammatik
G in zwei Phasen verlauft: In der ersten wird ein Nonterminalstring aufgebaut, der in der
zweiten mit Hilfe von Produktionen der Form A — a (mit A € V, a € (Vr U{A})) in einen
Terminalstring verwandelt wird.

Wahrend der Simulation der ersten Phase durch G’ taucht in der Satzform # auf, um diese
Phase zu kennzeichnen.

Um den Transduktor kimmert man sich nur insoweit, als dass Zustandsubergange geraten
werden und auf richtige Anschlisse achtgegeben wird.

Wahrend der Simulation der zweiten Phase, die durch das Zeichen $ gekennzeichnet ist,
wird die Richtigkeit der geratenen Ubergange mit Hilfe der I'-Produktionen geprft und ggf.
der dank T erforderliche Ausgabestring erzeugt.

“L(G’) C 1(L(G))”: Wie schon erwahnt, kennzeichnen # und $ zwei Phasen in der Ableitung
von G’ unmittelbar in der Satzform. Die erste, #-, Phase kann leicht ersichtlich durch G
simuliert werden, wobei die hineingeratenen Zustandsubergange in der zweiten, $-, Phase
durch den Transduktor simuliert werden.

1 = 1: Wir gehen von einer monotonen Grammatik G aus. Die Konstruktion ist der furi =0
sehr ahnlich, muf3 allerdings auf nichtldschende Produktionen und monotone Transdukto-
ren hin abgeandert werden.



P/ = {S/%)\|S%}\EP/\Z()EZF}

U {S"— (20,S,zF) | zr € Zf }

U {(Z1aA1>ZZ)(ZZ>A2aZ3) T (Zm>Am>Zm+1) — (y1>B1>y2)(y2> BZ>y3) T (yTU Bﬂ)yn-H) ‘
A1---Am—>B1---Bn€P/\A1,...,Am,B1,...,BnEVN/\
Zly oo Zmth Yy - oy Ungl € ZAZ1 = Y1 A\ Zim1 = Yngr |

U {Tazz = Ylazz | (z,Av,2") € 8 Ao € Vi }(%)

U {Tazz = VI(z,0,v,2") € 5N\ x € V5 ()

U {(z,A,2) 5 Ta2|A—a€ePAzz €7}

U {(z,A,2)) =2 Tz |A—a€ePAz 2z 2" €Z}

Bei (x) diirfen wir nur solche o’s auffiihren, welche auch in der Definition von der Uberfiih-
rungsrelation 6 als “Eingaben” auftauchen, damit die Produktionenmenge endlich bleibt.

Nach Satz 3 mussen wir in unserem Fall noch die Abgeschlossenheit der kontextsensiti-
ven Sprachen unter k-beschrankter Léschung nachweisen. Die Grundidee hierbei ist, eine
Satzform A; ... A, (mit (n mod 2k) = i) in 2k-Gruppen aufgespalten zu schreiben und zu
behandeln, d.h., wir haben jetzt Satzformen der Art

A | Apegr | oo | Ansig
Ay | A2 | -ov | Ansip2
: : An

Ao | A




Die vertikalen Saulen von 2k Zeichen werden als jeweils ein neues “Mega-Zeichen” inter-
pretiert und die Zeichen der letzten Saule noch in dem “Mega-Zeichen” der vorigen Saule
kodiert. Eine k-LOschung auf dem urspringlichen Alphabet wird so eine nicht-Ildschenden
Transduktion auf dem “Mega-Alphabet”.

e 1 = 2: Die bekannte Tripelkonstruktion wird durch einen Zwischenschritt erweitert.

P/ =
U

C CCcCcc

{S" = (20,S,zF) | zr € Zf }

{ (Y1, A, Yns1) — (y1,B1,92)(y2,B2,43) - - - (Yn, Bn, Yns1) |
A%B] ...B, € P/\A,B],...,Bn - VN/\y1,...,yn+1 - Z}
{(z,A,2)) = . |A2ANeEPAzZ €Z]

{FOC,Z,Z’ — Yroc,z”,z’ | (Z)}\,Y,Z”) coONxc VT U{)\}}

{roc,z,z’ H"Y‘ (Z, OC,’Y,Z/) EONxE VTU{A}}

{(Z,A,Z/) — ra,z,z"A — a c P/\Z,Z/ - Z}

{(z,A,2") = TazoNo|A—=a€PAzz 2" €7}

*Die Idee dieser Konstruktion heif3t auch “Bandkompression”, da sie Ublicherweise bei Turing-
Bandern vorgenommen wird.



1 =
PC

P .

: Hier finden wir fast die Produktkonstruktion aus den Lehrblchern. O.E. kénnen wir
X ((VT U{A}) VN U{A}) voraussetzen. Es sei V{| = (Z x (Vn U{L})) U{S’}.

§" — (20,S) }

A) —v(z,B)JA —2wBePAwe VFTU{AIA(z,w,v,2z')€d}

)—>v(z’ L)JA—=wePAwe VFU{AIA (z,w,V z) cod}

v(iz,A)|A € VNU{LIA (z,A,v,2') € 0}

z, L) —>v|E|z € Zr(z,A\,v,z2') € b}



Abgeschlossenheit unter Homomorphismen

Satz 7 (a) Co, ﬁz, £3 sind H-stabil.

(b) Ly ist Hy-stabil (abgeschlossen unter nicht-Ibschenden Morphismen).

() H(Lq) = Lo.
Beweis:
(a),(b) Dies folgt unmittelbar aus dem voranstehenden Satz und dem Satz von Nivat.

(C) Klar ist: H(ﬁ]) C H(ﬁo) = L.

Es bleibt also zu zeigen: Lo C H(L1), d.h., zu jeder Typ-0-Grammatik G gibt es eine Typ-1-
Grammatik G’ und einen Homomorphismus h mit L(G) = h(L(G’)).
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Hierbei stellt sich das folgende Problem: Typ-0-Grammatiken kénnen I6schend sein, bei
Typ-1-Grammatiken bleiben die abgeleiteten Satzformen in jedem Schritt gleichlang oder
werden langer.

Idee: wird zu

S S
l l
l l
1 )
XXXXXXXXX
Ableitung in Ableitung in
Typ-0-Grammatik Typ-1-Grammatik

Die ,x“-Symbole sind spezielle ,don’t-cares®, die vom Homomorphismus dann auf A abge-

bildet und dadurch eliminiert werden.
Es sei G = (Vn, V1, S, P) eine Typ-0-Grammatik in Normalform. Sei $ ein neues Symbol,

$ & VnU Vg. Setze G’ := (Vn, VT U{S$ }, S, P/) mit



PP= {A—aeVXVr|A—acP}
U {A]...An—)BL..BmEV&LXV§|A1...An%B1...Bm€P,TISTTL}
U {A1...An%B1...Bm$m_“EV§XV§{$}m_n|A1...AnHB1...BmEP,n>m}
U {$A — A$|A e W !

Offensichtlich gilt:
(1) G’ ist monoton, und damit liegt L(G’) in £;.

(2) VW e Vi (S=tw & Fi>0:S =5 whh).
Das ist sichergestellt, weil in der Grammatik G’ ein Wort so abgeleitet werden kann,
dass erst als letzte Schritte die Terminal-Regeln angewandt werden, d.h. zuvor besteht
die abgeleitete Satzform lediglich aus Nonterminalen. Dann ist es aber durch die Re-
geln $A — AS$ moglich, die ,$“-Symbole nach rechts zu schieben.
Das kann wahrend des Ableitungsprozesses mehrmals nétig werden, weil die ,$“ eine
Folge von Nonterminalen trennen kdnnen, fur die ggf. eine linke Regelseite existiert!

$— A

Definiere Homomorphismus h: (V7 U{$}*) — V5 : { a—a,a€Vy
Dann gilt h(L(G’)) = L(G). -



Trios & Co.

Eine Sprachfamilie A hei3t 7rio (auch Kegel, engl.: cone) gdw.

(1) 9L € A : L # 0, d.h., es gibt eine nichttriviale Sprache in A.

(2) A ist stabil gegen die Trio-Operationen, also H,, H~! und AREG.

Ein Trio A heif3t voll gdw. es auch noch gegen H (bel.!) abgeschlossen ist.

Das von einer Sprachfamilie A erzeugte Trio (Bezeichnung: TRIO(A)) ist das kleinste Trio, das
A enthalt, d.h. die kleinste Familie B mit:

—JL#0:LenB

- AC Bund

—B=H\(B)=H;'(B) =B AREG.
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Beispiele und Folgerungen
Beispiel: TRIO(FIN) = £3 (vgl. Anmerkung

Korollar 8 (aus dem Satz von Nivat) Eine Sprachfamilie ist genau dann ein vol-
les Trio, wenn sie gegen beliebige rationale Transduktionen abgeschlossen ist.

Eine Sprachfamilie ist genau dann ein Trio, wenn sie gegen beliebige nicht-
I6schende rationale Transduktionen abgeschlossen ist.

Ubung 7 Ist £ ein volles Trio und L € £, R € L3 beliebig, so sind LUR, L- R,
R-L und L&{])z}*R in L.
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Satz 9 Jedes volle Trio ist unter Quotientenbildung mit einer reqularen Menge
abgeschlossen.

Konstruktion: Es sei £ ein volles Trio. Ferner seien L € £ und R € L3 vorge-
geben mit L, R C V*. Fir jedes a € V sei a’ ein neues Symbol, und V' :={a’ |
a € V1. Wir definieren zwei Homomorphismen f,h : (VU V/)* — V* durch
f(a) =f(a’) =h(a’) = aund h(a) = Afir a € V. Nun ist

L/R={w|IveR:wvell=h{f " L)n((V)*oR)) € L.

Entsprechend sieht man den Abschluss gegen Linksquotient. O
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Satz 10 Jedes Trio ist unter Derivaten abgeschlossen.

Konstruktion: (wie eben ...) Es sei £ ein volles Trio. Ferner seien L € £ vorgegeben mit L C V*
sowie v € V*. Firr jedes a € V sei a’ ein neues Symbol, und V' :={a’ | a € V }. Wir definieren
zwei nicht-ldschende Homomorphismen f,h : (VU V’)* — V* durch f(a) = h(a) = a und
f(a’) = av sowie h(a’) = a fir a € V. Nun ist

L/v={wlwvel}l=h({f"(L)n(V*oV')) € L.
Entsprechend sieht man den Abschluss gegen Linksderivat. O
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Satz 11 Jedes volle Trio ist abgeschlossen gegeniber requléarer Substitution.

Konstruktionsidee: Jedem Symbol a entspricht eine regulére Sprache o(a).
Ein a-Transduktor kann daher bei Einlesen von dem Symbol a den o(a) ent-
sprechenden endlichen Automaten (mit Hilfe von “A-Eingaben”) simulieren und
so ein beliebiges Wort aus o(a) als Ausgabe erzeugen. O
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Abstrakte Sprachfamilien

Eine Sprachfamilie A hei3t abstrakte Sprachfamilie, kurz AFL (engl.: abstract
familiy of languages) genau dann, wenn ilt:

(1) 9L € A: L # 0, d.h., es gibt eine nichttriviale Sprache in A.

(2) A ist stabil gegen V, o, T, Hy, H~! und AREG.

Eine AFL hei3t voll, kurz FAFL (engl.: full abstract familiy of languages) gdw. sie
ist ein volles Trio.

Die von einer Sprachfamilie A erzeugte AFL (Bezeichnung: AFL(.A )) ist die
kleinste AFL, die A enthalt.

Beispiele: £3, £, und £ sind FAFLs, Ly ist AFL.
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Satz 12 L ist die kleinste FAFL, d.h., jede FAFL enthalt ;.

Beweis: Es sei V7 ein ,geeignetes® Grundalphabet der FAFL A. Wir wollen zei-
gen,dass R C V&, R € L£3in A liegt.

Esseid) #L C X* € A, ¢ : X* — V5 ein Homomorphismus.

Es seien h : V¥ — Vi und g : X* — X* die Homomorphismen, die alle Worter
auf das leere Wort abbilden.

Mit L € A und der Abgeschlossenheit unter den Trio-Operationen gilt
h1(p(g(L))) = Vx € A(denn g(L) = @(g(L)) ={e}) »R=ViNRe A O

Da wir praktisch nur Trio-Operationen verwenden, haben wir hiermit auch Be-
merkung [1] bewiesen.
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Unabhangigkeit der AFL-Operationen
Satz 13 Jedes A, das stabil ist gegen\V,* H, H~! und AREG, ist auch o-stabil.
Beweis: Es seien [4,1; € A, Ly,[; C V§;$,# &€ V.

Wir definieren @ : (VT U{$,#})* — V7 { $E§)) :(C;,(i) E:\;\T

Dann gilt: L1$ = ¢~ (L;) N Vi$ € Aund L# = e (L) N Vi# € AL SL# =
(L]$ U Lz#) M V—F$V—>F# cA=LiL, = (p(L1 $L2#) e A. N

Mithin brauchen wir den Konkatenationsabschluss bei FAFLs nie zu beweisen.

Ubung 8 Gilt obiger Satz auch analog fiir nicht-volle AFLs ?
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Satz 14 Wenn L3 C A und A substitutionsstabil und AREG-stabil, dann ist A
eine FAFL.

Beweis:

(1) klar:z.B. Vi € £3,deshalb 9L € A: L # 0.

(2) e Abgeschlossenheit unter Homomorphismen:
L3 C A und A substitutionstabil = A ist H-stabil.

e Abgeschlossenheit unter Vereinigung:
Seien Ly, L, € A;L;, L, C Vz. Betrachte Substitution o : {a,b }* — 2V7 mit o(a) = L;
und o(b) = L. Aus{a,b} e Afolgtoc({a,b}) =L UL, € A.

e Abgeschlossenheit unter Kleene-Stern:
Sei L € A,L C Vi, Dann betrachte Substitution o : {a}* — 2% mit o(a) = L. Aus
a* € Afolgt L* = o(a*) € A.
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e Abgeschlossenheit unter rationalen Transduktionen: EsseiL € A, L C Vi, # ¢ Vr.
Es sei ferner T C (VT U{#})* x X* eine rationale Transduktion, definiert durch den Trans-
duktor M = (Z, VT U {#}, X, 0, 2o, ZF).
Nach Ubung |4 kénnen wir 6 C Z x (Vy U{A}) x X* x Z voraussetzen.
Definiere eine regulare Substitution o : Vi — 2(&xViUH#IXX%2Z)" qurch a +— { (z1, #, W, z2) |
(Zh)\)W)ZZ) S 6}*{ (Z1a a>W)ZZ) | (Z'1) a)W>Z'2) S 6}{ (Z1>#)W>ZZ) ‘ (Z'h}\»W)ZZ) S 6}*
Der Homomorphismus g : (V1 U {#})* — V] sei gegeben durch a — a fiir a € Vy und

#— A
Die SpraCheR :{(Z’io)a])w1)zi1)(2’i1)a2>W2)Ziz)"'(Z’im_nam)Wm)Zm) ‘ afy...,0m €
VTU{#}/\W1) cey Wi € X*A\V1 S J S m(z‘ij_n g(a]))wj)zl]) S 6/\2“10 — ZO/\Zim S ZF}

ist regulér.[]

Es sei der Homomorphismus h : (Z x (VT U{A}) x X* x Z)* — X* gegeben durch
(z,a,w,z') — w.

Nach Voraussetzung liegt h(o(L) N R) = t(L) in A. O

*siehe entsprechende Konstruktion im Satz von Nivat



Noch mehr Arbeit...

Ubung 9 Zeigen Sie, dass die Sprachfamilie A = TRIO({L}) vereinigungsstabil
ist flr jede Sprache L.
Hinweis: Benutzen Sie Korollar|8.

Ubung 10 Zeigen Sie, dass jede schnittabgeschlossene AFL substitutionsab-
geschlossen ist.

Ubung 11 Ist jede FAFL gegen Mischen (Shuffle) abgeschlossen?
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Satz 15 Jede Typ-0-Sprache ist das homomorphe Bild eines Schnitts zweier
deterministisch kontextfreier Sprachen: Ly = H(DCF A DCF).

Beweis: Essei L € £y, L = L(M), M eine Turing-Maschine mit Bandalphabet I und Zustands-
menge Q;L C V;,Vr CT,sodaBv e L < es existiert eine akzeptierende Berechnung von
M auf V.

Sei Ko Fl, Ki Fly ... Fl, K Konfigurationsfolge mit
(1) Ky e QI

(2) Ko = qov, qo Startzustand

(3) K € T*Q¢l™, Qr Endzustande

0.B.d.A. m ungerade.

-
Lo:={K$ K" |K, K" e ™*QI'*, K -, K’} L} := {? $K'|K,K" e ™*QI'*,K +}, K’} € DCF
K=waagbp,x,p eI a,bel;qe Q;aus a=Afolgt x = A, und aus b = A folgt = A.
K’ hat dann die Form «q’ab’f3 bei Linksbewegung (q,b) — (q’,b’, L);

entsprechend bei Rechtsbewegung.

Bei a = A und analog bei b = A muss explizit ein Blanksymbol eingefihrt werden.

Danngiltve L < Ko+, KiFl, ... ), K terminierende Konfigurationsfolge.
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Erste Idee: Kodiere die Berechnung von M auf v in das Wort

L, L, L,
— — —
w = Ko$ Ky \S{)/_/K2$ Kg\f,_/- K19 K.

Dann liegt w im Schnitt der beiden DCF-Sprachen Ly := (Lo$)*Lo und Ly := { qo JVF$(Li$) T QFl™.
Umgekehrt reprasentiert Jedes qov$x € LiNLy fireinx € Y*mitY:=T U Q U{$} eine akzep-
tierende Berechnung von M auf v.

Zweite Idee: Schreibe in Ky = qov das v mit einem anderen Alphabet V7 :={a|a € V7). Bilde

i
w’ = qov$ Ky $K; ... bzw. L] und LJ.

. /) * * . h(ﬂ):z)\;GEY
Betrachte h: (YU V¢)* — V5 { ha—a:.aeVs
Dann gilt h(w’) = v. Offenbar ist h(L; N L) = L.

Alles zusammen ergibt £, C H(DCFADCF) C H(Ly /A Ly) C H(Ly) C Lo. O



cREG
Anmerkung 16 In obiger Konstruktion giltv e L < 11N, N {qov$ }Yf £ ().

cDCF
Also ist das Schnittleerheitsproblem flir zwei (deterministische) kontexfreie Gram-

matiken ebenso wie das Wortproblem fiir Typ-0-Sprachen unentscheidbar.

Anmerkung 17 Jede nichtdeterministische Realzeit-Sprache ist das Bild eines
nicht-lbschenden Homomorphismus vom Schnitt dreier kontextfreier Sprachen:
NTIME(n) = Hy(CFA CFA CF).

(NTIME(n) sind die in Realzeit erkennbaren Sprachen.)
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