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Organisatorisches

Vorlesungen FR 10.10-11.50 im HS 13
FR 12.30-13.50 im HS 13

Ubungsbetrieb BEGINN: FR 29.04.2011

Dozentensprechstunde DO 13-14 in meinem Biro H 410 (4. Stock)
Mitarbeitersprechstunde (Daniel Meister) DO 13-14 H 413

Tutorensprechstunde MO 13-14 H 407
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Besonderheit heute
Wir werden zwei Vorlesungseinheiten “en bloc” halten.

Da ich ab 13.15 mit anderen Verpflichtungen eingespannt bin, werde ich 10.15
bis 13.10 durchgehend Vorlesung machen.

Keine Angst: Es kommen hoffentlich gentigend Auflockerungen dazwischen.

In der nachsten Woche fallen Vorlesungen und Ubungen aus (Karfreitag).
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Prufungsvorleistungen

e Hausaufgabenpunkte > 40% UND

e mind. einmal erfolgreich vorgerechnet UND

e Zwischenklausur bestanden.

Eine (und hochstens eine) der Prufungsvorleistungen kann durch eine erfolg-
reich bestandene kleine mundliche Prifung ersetzt werden.

Grundlagen der Theoretischen Informatik, Fernau, Universitat Trier, SoSe 2011 5/55



Abgabe von Hausaufgaben
Diese sollte in Gruppen zu 1-3 Personen erfolgen.

Abgabeschluss ist im Allgemeinen mittwochs bis 16 Uhr, im mit GTI1 beschrifte-
ten Kasten im 4. Stock vor dem gemeinsamen Sekretariat von Prof. Naher und
mir.

Verspatete Abgaben gelten als nicht abgegeben und werden dementsprechend mit null Punkten
bewertet.

Die Losungen sind handschriftlich anzufertigen; weder Schreibmaschinen- noch Com-
puterausdrucke werden akzeptiert, erst recht keine Kopien.

In der Regel werden die korrigierten Hausaufgaben kurz vor den passenden
Ubungen (freitags) zurtckgegeben.
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Vorrechnen von Hausaufgaben

Der Ubungsleiter sucht sich Leute zum Vorrechnen heraus.

Erfolgreiches Vorrechnen ist eine der Prafungsvorleistungen.

Erfolgloses Vorrechnen fiihrt dazu, dass das gesamte Ubungsblatt mit null Punk-
ten flr die betreffende Person in die Wertung gerechnet wird.

Wird eine nicht anwesende Person zum Vorrechnen bestimmt, so gilt inr Vor-
rechnen als erfolglos.

Es werden keine Musterlosungen ausgegeben.
Bitte Mitschreiben und Mitdenken!
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Probleme ? Fragen ?

Klaren Sie bitte Schwierigkeiten mit Vorlesungen oder Ubungen méglichst um-
gehend in den zur Verfigung gestellten Sprechzeiten.

In der Tutorensprechstunde stehen lhnen (alternierend) Studenten hoherer Se-
mester zu Ruckfragen bereit.

Wir helfen Ihnen gerne!
... wir sind aber keine Hellseher, die Ihnen |hre Schwierigkeiten an der Nasenspitze ansehen. ..
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EinfuUhrung 1: Historisches

Entstehung des Vorlesungszyklus GTI aus Teilen von:
—Diskrete Strukturen und Logik (DSL)
—Rechnerstrukturen |

—Automaten und Formale Sprachen (AFS)
—Berechenbarkeit und Komplexitat (BK)
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EinfuUhrung 1: Historisches

Entstehung der Vorlesung GTI-1 aus Teilen von:
—Diskrete Strukturen und Logik (DSL)
—Rechnerstrukturen |

—Automaten und Formale Sprachen (AFS)
—Berechenbarkeit und Komplexitat (BK)
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“Struktur”

Mathematik und Informatik als Strukturwissenschaften

“Softwareengineering” bedeutet immer auch:
e Beschreibe das Anwendungsproblem genau.
e Abstrahiere von unnétigen Einzelheiten.
e Erkenne statt dessen das Wesentliche (die Struktur).

e Formalisiere das Wesentliche, um die Aufgabe in ein Programm tberfihren zu kdnnen, das
auch das leistet, was der Anwender mochte.
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Grundverstandnis der Vorlesung

Die Vorlesung beschaftigt sich mit den absoluten Grundbegriffen der Informa-
tik als “Computer Science:”

e liefert Grundlagen fir (fast) alle weiteren Vorlesungen |hres Informatik- oder
Informatik-nahen Studiums

e soll Innen die “Angst” vor mathematischen Formalismen nehmen:
Mathematik als “Alltagssprache” und Bindeglied zwischen Informatikern und

den meisten Anwendungsdisziplinen.
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EinfiUhrung 2: Literatur

Aufgrund der Neukonzeption gibt es kein einzelnes Lehrbuch. Die DSL-Inhalte
(und einiges mehr) finden Sie in:

C. Meinel, M. Mundhenk: Mathematische Grundlagen der Informatik. Mathema-
tisches Denken und Beweisen, eine Einfuhrung. Teubner, 2002.

Alternative: K. A. Ross, C. R. B. Wright: Discrete Mathematics. Prentice Hall,
1988.

Die automatentheoretischen Aspekie sind in “beliebigen” Lehrbichern zu die-
sem Thema enthalten. Zwei Beispiele folgen:
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E. Kinber / C. Smith: Theory of Computing. A Gentle Introduction. Prentice Hall.
U. Schéning: Theoretische Informatik kurz gefasst. Bl / Spektrum.

Es gibt zahlreiche gute Skripten im Internet, z.B.: Skripten zur Vorlesung Informatik-
B2 an der Universitat Duisburg-Essen (Prof. Luther, Prof. Hertling)

Es gibt ungezahlte EinfGhrungen in die Thematik; finden Sie am besten eine fur Sie am besten

geeignete heraus !

~> nicht nachprifbare Hausaufgabe:

Gehen Sie in die Bibliothek (leider zweigeteilt in Trier) oder in eine Buchhandlung
und beginnen Sie, in verschiedenen Blchern zu lesen;

wenigstens zwei davon sollten Sie Uber die Vorlesung begleiten.



EinfiUhrung 3: Wie hore ich mathematische / theoretische Vorlesungen ?
Das Wichtigste: Bleiben Sie auf dem Laufenden !

Wie Sie schon bemerkt haben werden: Unimathematik ist “schneller” als Schul-
mathematik

Rechnen Sie mindestens die Zeit, die Sie in den Vorlesungen und Ubungen
verbringen (sollten), fiir die Nachbereitung der Vorlesungen und Ubungen ein,
zusatzlich zu der Zeit fiir die Ubungsbearbeitung.

Stellen Sie Fragen, bevor wir das tun !
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Nochmals Einordnung
Logik und Mengenlehre dienen per se als die wesentlichen Grundlagen der Mathematik.

Wir werden in beiden Fallen einen eher naiven, sozusagen anwendungsorientierten Zugang
anbieten.

Beweisverfahren lassen sich aus der Logik heraus begrtinden.

Mit der Trennung von Syntax und Semantik lernen Sie in der Logik bereits eines der Grundprin-
zipien der Informatik kennen.

Weiter sehen Sie, wie Rekursion und Induktion verschwistert sind und somit die Induktion das
fur die Informatik wesentliche Beweisprinzip ist.
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Logische Ahnengalerie

Aristoteles Leibniz Frege

Grundlagen der Theoretischen Informatik, Fernau, Universitat Trier, SoSe 2011 17/55



Grundlagen Logik

Aussagenlogik

Intuitive Festlegung: Eine Aussage ist ein Satz, der entweder wahr oder falsch
ist. w und f heil3en auch Wahrheitswerte.
,2Halbwahrheiten® gibt es nicht.

Beispiel: 5 ist eine Primzahl.

Beispiel: v/7 ist rational.
Beispiel: Dieser Satz ist falsch. (Antinomie von Russel)
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Aussagenlogik

Eine Aussageform (oder Pradikat) ist ein Satz mit wenigstens einer Leerstelle
(oder Variablen), welcher durch Ersetzen in die Leerstelle zu einer Aussage wird.
Die Gesamtheit X der Objekte, die in eine Leerstelle x eingesetzt werden dirfen,
muss (vorher) bekannt sein; X hei3t auch Universum.

Beispiel: “x ist durch drei teilbar.” ist eine Aussageform:
FUr jede ganze Zahl x ergibt sich eine Aussage.
Abhangig von der Belegung ist die Aussage wahr oder falsch.

Beispiel: “(x + y)% = x? + 2xy + y?” ist eine Aussageform:
Far beliebige reelle x,y ergibt sich eine wahre Aussage.
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Pradikatenlogik (ein erster Hinweis)

Ist A(x) eine Aussageform (mit Universum X und Leerstelle x), so kann man
auch Aussagen gewinnen durch Konstruktionen wie:

e FUr alle x qilt: A(x).

e FUrirgendein x gilt: A(x).

e FUr mindestens zwolf x gilt: A(x).

Dat kriege mer spater ...
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Syntax der Aussagenlogik

e Atomare Aussagen von der Form A;, i € N, auch Aussagevariablen ge-
nannt, sind Aussagen.

e Sind p und q Aussagen, so auch (1) (p /A q) (Konjunktion), (2) (p V q) (Dis-
Junktion) und (3) —p (Negation).

e Nichts Weiteres sind Aussagen; Aussagen heil3en manchmal auch Formeln.

Beispiele:
((A7 A—A3) V Ay ist eine Aussage. Warum?
(A3 /A A7 ist keine Aussage (falsche Klammerstruktur).

A1V Ay V Ay ist keine Aussage (Klammern fehlen).
Wir werden noch sehen, dass wir im letzteren Fall (zum Beispiel) nicht so stringent sein missen.
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Bemerkungen zu Syntax und Semantik

e Hier haben wir ein erstes Beispiel einer rekursiven Definition:
Entlang dieser formalen Definition missen wir auch zeigen, dass gewisse
Zeichenfolgen Aussagen bilden.
Beispiel: A; und A; und A3 sind atomare Aussagen.
Daher ist auch —Aj; eine Aussage sowie dann auch (A; /A —Aj).
Also ist auch ((A; A—A3) V A,) eine Aussage.

e Die Syntax, also der Satzbau, ist eine rein formale Angelegenheit, die den
so geformten Zeichenfolgen (zunachst) keinerlei Sinn zuweist.
Die Bedeutung ergibt sich erst durch eine (ebenso rekursive) Definition der Semantik.

e Diese Trennung von Syntax und Semantik ist ein Charakteristikum formaler
Sprachen, eine der formalen Grundlagen der Informatik.
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Noch mehr Bemerkungen zur Syntax

Anhand der rekursiven Definition der Syntax der Aussagenlogik kann man auch
ein weiteres wichtiges theoretisches Konzept in der Informatik sehen: eine so-
genannte Baumstruktur.

Dieses bildet die rekursive Definition graphisch ab.

Die Kreuzungspunkte dieses Objekts entsprechen den inneren Knoten, und die
diese verbindenen Linien heil3en Kanten.

(Beispiel ((A1 A—A3)V A,y) an der Tafel.)

Beachte: “Baumstruktur”, wenn man das Objekt “auf den Kopf stellt”.

Die inneren Knoten entsprechen den Operatoren (evtl. Spezialfall “Wurzel”):
Die binaren Operatoren \VV und /A haben zwei nach unten zeigende Kanten, der
unare Operator — nur eine.

Die unteren Kantenenden, welche keine Fortsetzung haben, heil3en auch Bl&i-
ter; sie entsprechen den atomaren Aussagen.
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Semantik der Aussagenlogik
... fahrt hin zum intuitiven Begriff (s.0.)

Es sei .A eine Menge von atomaren Aussagen. Eine Belegung(sfunktion) 3 4
ordnet A; € A einen Wahrheitswertzu, i.Z.: 3 4 : A — {w, f}.

Sei jetzt allgemeiner F(A) die Gesamtheit aller Formeln, in denen lediglich ato-
mare Aussagen aus A vorkommen.

Wir erweitern 3 4 zu einer Belegung(sfunktion) (3 : F(.A) — {w, f} wie folgt:

Ist A € F(.A) eine atomare Aussage, so ist A = {A}; setze B(A) = B 4(A).

Ist A = (BV C), so setze 3(A) = f genau dann, wenn sowohl 3(B) = f und
B(C) = f. (Andernfalls sei p(A) = w.)

Ist A = (B /A C), so setze 3(A) = w genau dann, wenn sowohl 3(B) = w und
B(C) = w. (Andernfalls sei p(A) = £.)

Ist A = —B, so setze 3(A) = w genau dann, wenn (3(B) = f.

Damit ist 3(A) flr jede Aussage A € F(.A) definiert.

Die Berechnung lasst sich wieder gut am Rekursionsbaum nachvollziehen (Tafel).
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Aussagenlogik: Verkntpfung von Aussagen. Es sei p eine Aussage.

Negation, Verneinung: “nicht p”

Schreibweise: —p, p, P

—p ist wahr genau dann, wenn p falsch ist.

P|P
Wahrheitstafel: |w | f
f |l w

Beispiel: p sei: “3 ist eine Primzahl.”
—p bedeutet: “Es qilt nicht, dass 3 eine Primzahl ist:”
oder kurzer: “3 ist keine Primzahl.”
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Aussagenlogik: Verknipfung von Aussagen. Es seien p, g Aussagen.
Konjunktion, Und-Verkndpfung: “p und q”

Schreibweise: p A q, p - 4, Pq, p&q

p /\ q ist wahr genau dann, wenn p und q wahr sind.

PladlP/Ag
w | w W
Wahrheitstafel: |w | f f
flw f
f|f f

Beispiel: p sei: “11 ist eine Primzahl.”
q sei: “11 ist durch drei teilbar.”
p /\ q bedeutet: “11 ist eine durch drei teilbare Primzahl.”
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Aussagenlogik: Verknipfung von Aussagen. Es seien p, g Aussagen.

Disjunktion, Oder-Verkntpfung: “p oder (auch) q”

Schreibweise: p VV q, p + q, plq Achtung Romer: VEL.

p V q ist wahr genau dann, wenn p oder auch q wabhr ist.

Pl9|pPVq
w | w W
Wahrheitstafel: |w | w
flw w
f|f f

Beispiel: p sei: “11 ist eine Primzahl.”
q sei: “11 ist durch drei teilbar.”
p V q bedeutet: “11 ist eine Primzahl oder durch drei teilbar.”
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Logische Operationen in Programmiersprachen

Frage: Sind die aussagenlogischen Verknipfungen (auch Junktoren genannt)
“dasselbe” wie die die logischen Operatoren in Programmiersprachen ?

JEIN. ..
JA bei seiteneffektfreien Programmen

NEIN im Allgemeinen z.B. in C-Dialekten: aus Effizienzgrinden wird bei x|ly y

nicht “ausgefuhrt”, falls x schon als wahr bekannt ist.
Damit ist die Wirkung von x|y moglicherweise von der von y||x verschieden.
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Aussagenlogik: Weitere Junktoren

Implikation, Schreibweise: p = q, p — q genau dann, wenn (—p) V q.
Sprechweisen: p ist hinreichende Bedingung oder Pramisse fur q, q ist notwen-
dige Bedingung oder Konklusion far p; oder kurz: “Wenn p, dann q.” oder “Nur
wenn q, dann p.”

(Logische) Aquivalenz, Schreibweise: p < q, p < q
Dies qilt genau dann, wenn (p = q) A\ (q = p).

Sprechweisen: “p genau dann, wenn q.”; “p ist aquivalent zu q.

Wie lauten also die Wahrheitstafeln ?

Grundlagen der Theoretischen Informatik, Fernau, Universitat Trier, SoSe 2011 29/55



Die (materiale) Implikation — ein schwieriger Junktor. ..

Beispiel:
e Dass es regnet, ist eine hinreichende Bedingung daflir, dass die Stral3e nass ist.
e Schon wenn es regnet, ist die Stral3e nass.

e Wenn es regnet, dann ist die Stral3e nass.

e Nur wenn die Straf3e nass ist, regnet es.

Die Lesart “wenn...dann” ist insofern problematisch, als man in der natirlichen Sprache vor al-
lem inhaltliche Zusammenhange oder zeitliche Nahe dadurch ausdruickt.

All das macht die materiale Implikation nicht, sie nennt nur den formalen Zusammenhang.

Zur Frage, warum das eine hinreichende Bedingung ist — ob auf Grund eines kausalen Zusam-
menhangs oder auch nur rein zufallig —, nimmt die materiale Implikation nicht Stellung.
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Als Umkehrschluss (oder Kontraposition) bezeichnet man

den Schluss von p = g auf (—q) = (—p). Flr das Beispiel bedeutet das:
Wenn die Stral3e nicht nass ist, dann regnet es nicht.

Nur wenn es nicht regnet, ist die Stral3e nicht nass.

Umgangssprachlich lasst man sich gelegentlich zu weiteren — falschen — Aus-
sagen verleiten, z.B.:

Weil es nicht regnete, kann die Stral3e nicht nass sein.

Diese Folgerung ist falsch, da die Straf3e auch aus anderen Griinden nass werden kann (Rohr-
bruch, Ubung der Feuerwehr ...).

Also: Wenn die Folgerung p = g wahr ist, dann erhalt man aus der Aussage —p
keine Aussage Uber g; g kann wahr oder falsch sein.
(“Ex falso (sequitur) quodlibet.” — “Aus Falschem folgt Beliebiges.”)
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Modelle und Erfullbarkeit

Es sei F eine Formel mit A4 als zugehoriger Menge atomarer Aussagen.

Gibt es eine Belegung  : F(A) — {w, f} mit 3(F) = w, so schreibt man auch:
B &= F und spricht: “F gilt unter der Belegung 3. oder “3 ist ein Modell far F.”
Gibt es eine Belegung B : F(A) — {w, f} mit 3(F) = f, so schreibt man auch:
B E F und spricht: “F gilt nicht unter der Belegung .7, “f ist kein Modell fur F.”

F ist erfullbar, wenn sie mindestens ein Modell besitzt; andernfalls hei3t sie un-
erflllbar.

F heil3t (allgemein)gdltig oder eine Tautologie, falls F unter jeder Belegung f3 :
F(A) — {w, f} gilt. Wir notieren dies durch = F.
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Satiz: F ist Tautologie genau dann, wenn —F unerfullbar ist.

Beweis: Es sei F eine Formel mit A als zugehoriger Menge atomarer Aussagen.
F ist Tautologie gdw.

F gilt unter jeder Belegung  : F(A) — {w, f} gdw.

FUr jede Belegung 3 : F(A) — {w, f} gilt: B(F) = w gdw.

Far jede Belegung B : F(A) — {w, f} gilt: B(—F) = f gdw.

Es gibt keine Belegung 3 : F(A) — {w, f} mit (—F) = w gdw.

—F besitzt kein Modell gdw.

—F ist unerfillbar.
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Das Erfullbarkeitsproblem

Die folgende Frage ist eine der zentralen Fragen in der Informatik:
Wie schwierig ist es, bei einer vorgelegten Formel F herauszubekommen, ob sie
erfallbar ist?

Es sei F eine Formel mit A als zugehoriger Menge atomarer Aussagen.

Jede atomare Aussage kann (unabhangig voneinander) wahr oder falsch sein.
Enthalt A n atomare Aussagen, so ware ein naheliegendes Verfahren, all 2™
moglichen Belegungen (3 zu betrachten, um zu sehen, ob 3(F) = w qilt.

Das benotigt offensichtlich viel Zeit, selbst wenn n recht klein ist, z.B. n = 1000.

Man bekommt 1 Million Dollar fir die LOsung der Frage, ob es einen Algorithmus
gibt, dessen Laufzeit nur polynomiell von der Gré3e von F abhangt.
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Rechengesetze der Aussagenlogik
Satz: Konjunktion und Disjunktion sind kommutativ.

Dies bedeutet fur beliebige Aussagen p, q:

e p /\ q ist wahr genau dann, wenn q /A p wahr ist.
Dh.:il=(pAq) <= (qAp)

e p V g ist wahr genau dann, wenn ¢q \ p wahr ist.

Wie beweist man eine solche Aussage ?
~» Vollstandige Fallunterscheidung ~» Wahrheitstafelmethode
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Rechengesetze der Aussagenlogik
Satz: Konjunktion und Disjunktion sind assoziativ.

Dies bedeutet fur beliebige Aussagen p, q, r:

e (p/\q)Aristwahrgenau dann, wennp A (q/r) wahr ist.

e (pV q)Vristwahrgenaudann, wennp V (qV r) wahr ist.

Bei “langeren” A (oder auch V) Ausdricken kdnnen wir Klammern “einsparen”.

Beweis wiederum durch Wahrheitstafelmethode.
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Rechengesetze der Aussagenlogik: Kombination verschiedener Verkniipfungen.

Satz: Es gelten folgende Distributivgesetze fur Konjunktion und Disjunktion:
(1) (p Agq)Vrund (pVr)A(qV r) haben stets denselben Wahrheitswert.
(2) (pV q) Arund (p A1)V (g /1) haben stets denselben Wahrheitswert.

Satz: Regeln zur Behandlung der Negation:

(1) (—7p) und p haben stets denselben Wahrheitswert.

(2) —~(p V q) und (—p) /\ (—q) haben stets denselben Wahrheitswert.
(3) =(p /A q) und (—p) V (—q) haben stets denselben Wahrheitswert.

(2) und (3) hei3en auch Gesetze von de Morgan.
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Beispiele fur stets wahre “Aussageverbindungen” ( Tautologien)
1.
2.

3.

p V —p (Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
(p=—"P)="p
(p A (p = q)) = q (Modus Ponens)

(pAq)=p, (pANq) = (¢

.p=mPVq,q=(pVq)

(p=4q) = (g = 1) = (p = r)] (Schlusskette)
(p=9)N(q=T1)Ap)=T

(p &= q) & (p & —q).

Hinweis: Beweisverfahren ful3en oft auf Tautologien.
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Beweise fur Tautologien Z.B. 6. mit (kombinierter, gekirzter) Wahrheitstafel

Pplq|T|A=p=qg|B:=gq=1r|C=p=1/D=B=C|A=D
wilw|w w w w w w
wiw| f w f f w w
w|f|? f ? ? ? w
flwlw w w w w w
fiw|f w f w W w
f|f|? W w W W W

“Abkurzungsregel:” Ist die Pramisse falsch, so ist die Implikation wahr.
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Logische Aquivalenz|von Aussagen

Zwei Aussagen p und g mit demselben Vorrat an atomaren Aussagen heif3en
logisch aquivalent, falls die Aussage p <= (q eine Tautologie ist.

Schreibweise: p = q

Viele bislang gefundene Rechenregeln und Tautologien lassen sich so schreiben
(s. nachste Folie).
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Logische Aquivalenzen — Beispiele

1.

2.

8

Kommutativgesetze: (p A q) = (q/Ap); (pV q) = (q V).

Assoziativgesetze: (p A(gAT)) =((pAgq)AT); (pV(qVT)=((pVq)Vr).
Distributivgesetze: (p A(qV 1)) =((pAqQ)VipAT)); (pV(gAT))=((pVg AlpVr)).
Gesetze von de Morgan: =(p A q) = (—pV —q); ~(p V q) = (—p A\ —q).

|dentitatsgesetze: (p V f) =p, (p Aw) = p.

Umkehrschluss: (p = q) = (—q = —p).

Auflosen der Implikation: (p = q) = (—p V q).

Auflésen der Aquivalenz: (p <= q)=((p= A (q=p)={pAq)V (-pA—q).
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Logische Aquivalenzen — Beweise
1. Wahrheitstafelbeweis (vollstandige Fallunterscheidung), z.B. fiur Umkehrschluss

2. Ausnutzung bekannter Tautologien (also durch Umformungen), z.B. fUr 8b:

(p=q) N\ (qg=p))

(—pVq) AN (—qVp))

(—pVq)A—q)V ((—pVq) Ap)
(—pA—=q)VI(gA—=q))V ((—pAp)V (q/Ap))
=" (pAg)V (pA—q)

Formal mussen wir das noch rechtfertigen!

(p & q) =8¢
=
(
(
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Anmerkungen

1. Ein Wahrheitstafelbeweis fur p = q ist nichts anderes als das Nachrechnen
von = (p < () durch Betrachten samtlicher Belegungen.

2. Umformungen bedeuten hingegen das Ersetzen von Teilformeln durch aqui-
valente. Dass dies eine korrekte Schlussweise ist, erscheint intuitiv offenkundig,
bedarf aber eines Beweises, den wir im Folgenden nachliefern.

Diese zweite Methode legt ein mechanisches Schliel3en jenseits der Betrach-
tung von Belegungen nahe.

Tatsachlich gibt es eine Vielzahl solcher sogenannter Kalkuile.

Dies fhrt (im Gegensatz zum semantischen Folgerungsoperator =) auf einen
eher syntaktischen Ableitungsbegriff I-.

So ein Kalkdl heif3t korrekt, falls = nur semantisch korrekte Folgerungen zulasst.
Ist jede semantische Folgerung auch ableitbar, so heifl3t der Kalkdl vollstandig.
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Teilformel

Es sei p eine Aussage.

Ist p atomar, so ist p die einzige Teilformel von p.

Ist p = —q, so sind (neben p selbst) samtliche Teilformeln von g auch Teilformeln
von p.

Istp = (q V1) oder p = (q /A 1), so sind (neben p selbst) samtliche Teilformeln
von g und von r auch Teilformeln von p.

Nichts Anderes sind Teilformeln von p.

Betrachtet man den Rekursionsbaum zu p, so entsprechen Teilformeln in nahe-
liegender Weise “Teilbaume”.
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Zur Rechtfertigung von Umformungen

Satz: [Ersetzbarkeitstheorem] Es seien p, g, r Formeln.

q sei eine Teilformel von p und r sei aquivalent zu q.

Ersetzt man ein Vorkommen von q in p durch r, so erhalt man eine Formel p’.
Esgilt: p =p’.

Beweis: Der Beweis der behaupteten Aussage Eq :(p) erfolgt durch (strukturelle) Induktion Gber

den rekursiven Formelaufbau von p.

Induktionsanker: Ist p atomar, so gilt g = p (da q Teilformel von p) und die Ersetzung liefert
p’ = r. Nach Voraussetzung gilt ¢ = r und mithin p = p’.

Induktionsannahme: Es gelte Eq+(s) und Eq+(t).
Induktionsschritt: Wir betrachten die drei Falle 1) p = —s,2) p = (s Vt) und 3) p = (s A t).
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Ist ¢ = p, so gilt die Argumentation aus dem Induktionsanker.

Wir setzen im Folgenden p # q voraus.

1) p = —s, SO muss q eine Teilformel von s sein.

p’ geht durch Ersetzen eines Vorkommens von q aus p hervor.

Die entsprechende Ersetzung formt s in s” um. Wegen Eg+(s) ists = s’.

Daher gilt —s = —s’, alsop = p’.

2) p = (s V t). p’ geht durch Ersetzen eines Vorkommens von q aus p hervor.
O.E. liege dieses Vorkommen in s.

Die entsprechende Ersetzung formt s in s” um. Wegen Eg+(s) ists = s’.
Dahergiltp=(sVt)=(s'Vt)=p'

3) p = (s /\ t) zeigt man analog.



Noch mehr logische Aquivalenzen

L((p=2gdANAr=9)=@pVr)=aq.

2. (pVIqA—q)) =p;
(PA(qV—q)) =p.
3. Dominanz:p Af=f;pVw=w.
4. Negationsgesetze:p A—p =f;pV —p = w.
5. Doppelte Negation: —p = p.
6. ldempotenzgesetze:p Ap=p;pVp =rp.
7. Absorptionsgesetze: (p A(pV q))=p;(pV (p/Aq)) =p.

Hierbei haben wir das Falsum f und das Verum w in die Formeln eingebaut. Zur formalen Recht-
fertigung konnte man f = (p A —p) und w = (p V —p) setzen.
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Abtrennungsregel modus ponens (erweitet zu Schlussketten)
Ist p wahr sowie p = ¢, so auch q.

In Zeichen: (p A (p = q)) = q. (z.B.: Wahrheitstafelbeweis)
Sind allgemein pq,...,pn Aussagen und

sind p; und p; = pipy wahrfari=1,...,n—1,

SO ist pn wahr.

Hierflr schreibt man abklrzend (wenn auch nicht ganz korrekt):
(1A (P1=pP2=...= Pn)) = pPn

Ahnlich notiert man manchmal Ketten von Aquivalenzen (s.o.(!))
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Logeleien, formalisiert mit Logik

Man betrachte folgendes Spiel 4-Doku:

Auf einem 4x4 Spielfeld sind Zahlen 1,2,3,4 in die 16 Kasten so einzutragen,
dass in jeder Zeile, Spalte und auch in jedem “Quadranten” je vier verschiedene

Zahlen stehen. Ein mogliches 4-Doku ist also:

A=W N
— AN W
N W — A

w NS =
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Nun seien einige Elemente bereits vorgegeben, und es ist ein 4-Doku zu erganzen.
Betrachte

u 2|s 4
4 w|2 x
v 1|t 3
3 y|l z

Da u, s in der ersten Zeile liegen, gilt: {u, s} = {1, 3}.

Da w, x in der zweiten Zeile liegen, gilt: {w, x} = {1, 3}.

Da v, t in der dritten Zeile liegen, qilt: {v, t} = {2,4}.

Da y, z in der vierten Zeile liegen, gilt: {y, z} = {2, 4}.

Spaltenbedingungen: {u, v} = {1, 2}, {w,y} = {3, 4}, {s, t} ={3,4}, {x,z} = {1, 2}.
Kastchenbedingungen: {u,w} = {1, 3}, {s, x} = {1, 3}, {v,y} = {2,4}, {t, z} = {2,4}.

Da wir mit der Mengenargumentation eigentlich noch nicht vertraut sind, erfolgt eine Uberset-
zung in die Aussagenlogik.

Grundlagen der Theoretischen Informatik, Fernau, Universitat Trier, SoSe 2011 49/55



u 2|s 4
4 w2 x
v 1|t 3
3 y|l z

Beispielsweise sei [u, 3] die atomare Aussage “u = 3.

Die Bedingung {u, s} = {1, 3} liest sich nun so: ([u, 1] A [s,3]) V ([u, 3] A\ [s, 1]).

Die Bedingung {u,v} = {1, 2} ergibt: ([u, 1] A [v,2]) V ([u, 2] A\ [v, 1]).

AuBerdem durfen wir u (z.B.) keine unterschiedlichen Zahlenwerte zuweisen, d.h.:

([u, 1] = (~u, 2] A=, 3] A=, 4])) A ([w,2] = ...).

Alle diese Bedingungen werden mit einer grof3en Konjunktion verknupft.

Daher bietet sich fur die eigentlichen 4-Doku-Bedingungen an, das Distributivgesetz anzuwen-
den:

((lu, TTA[s,3]) V ([u, 3] A sy 1)) = (((Tuy 1T A s, 3]) V [y 3]) A (([u, TT A [s,3]) V [s, 1]))

= (([u, TV w3 ALLL).

Ahnlich folgt: (([u, 1] A v, 2]) V ([w, 2l A v, 1])) = (([w, 1]V [w,2]) A..L).

Da sich die méglichen u-Belegungen wechselseitig ausschlief3en, folgt aus ([u, 1] V [u,3]) A
([u, 1]V [u, 2]), dass u = 1 gelten muss.

So liel3e sich nach und nach dieses 4-Doku-Puzzle 16sen.
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Eine Anwendung: Uberpriifung der Korrektheit von Programmen

Frage: Was berechnet das folgende Programmestlck (in Pseudo-Code) ?
1. Lies ganze Zahlen v, x,y, z ein.
2. Setze u := vx. (u ist eine Hilfsvariable fir ganze Zahlen.)
3. Setze u:= (u+y)x.
4. Setze u:=u+ z.

5. Gib u aus.
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Eine Anwendung: Uberpriifung der Korrektheit von Programmen

Methode: EinflUgen von Eigenschaften (auch Pradikate genannt), die zu gewissen Zeitpunkien
wahr sind.

1. Lies ein ganze Zahlen v, x, y, z ein.
{v,x,y,z sind ganze Zahlen. } Vorbedingung P

2. Setze u := vx. (uist eine Hilfsvariable fir ganze Zahlen.)
{ u enthalt die ganze Zahl vx. }

3. Setze u:= (u+y)x.
{ u enthalt die ganze Zahl vx? + yx.}

4. Setze u:=u+ z.
{ u enthalt die ganze Zahl vx? + yx + z. } Nachbedingung Q

5. Gib u aus.
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Eine Anwendung: Uberpriifung der Korrektheit von Programmen

Verzweigungen enthalten weitere Bedingungen.

1. Lies eine ganze Zahl x ein. y ist eine ganzzahlige Variable.

2. Wenn x > 0, so setze y = x.

3. Andernfalls setze y := —x.

4. Giby aus.
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Eine Anwendung: Uberpriifung der Korrektheit von Programmen

1. Lies eine ganze Zahl x ein. y ist eine ganzzahlige Variable.
P: { x ist eine ganze Zahl, y eine Variable fir ganze Zahlen. }

2. Wenn x > 0, so setze y := x.
{(PA(x2=0))=y=x.]

3. Andernfalls setze y := —x.
{(PAKXx<0)=y=—x}

4. Giby aus.
Q: { Der Betrag von x wird ausgegeben, d.h., y = [x|. }
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AbschlieBende Hinweise

— “Rekursion” zentrales Konzept in der Informatik.
— Daher ist “Induktion” das zentrale Beweisprinzip in der Informatik.

— Als Programmiersprachenparadigma gestattet / erzwingt es “seiteneffektfrei-
es Programmieren”.

— Trennung zwischen Syntax und Semantik.

— Erfullbarkeitsproblem ist “schwierig” (mehr im nachsten Semester).

Beispiel 4-Doku hat potentiell bereits 64 = 43 Aussagevariablen, das normale
Sudoku sogar 9°.
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