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Grundlagen Theoretischer Informatik || Gesamtiibersicht

e Organisatorisches; Einfihrung
e Logik & Beweisverfahren
e Mengenlehre

e regulare Sprachen
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Organisatorisches

Vorlesungen FR 10.10-11.50 im HS 13
FR 12.30-13.50 im HS 13

Ubungsbetrieb BEGINN: FR 29.04.2011

Dozentensprechstunde DO 13-14 in meinem Biro H 410 (4. Stock)
Mitarbeitersprechstunde (Daniel Meister) DO 13-14 H 413

Tutorensprechstunde MO 13-14 H 407
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aus der letzten Vorlesung

Aussagen und Aussageformen

Verknipfung von Aussagen (Junktoren)

einfache Rechenregeln / Tautologien

Syntax und Semantik

skizzierte Anwendung: Programmverifikation
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...heute ...
Normalformen
etwas Pradikatenlogik

skizzierte Anwendung: Logikprogrammierung / Datenbanken
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Normalformen
siehe: Uwe Schoéning: Logik far Informatiker, Spektrum Verlag

Erinnerung: Da Konjunktion und Disjunktion assoziative Operationen sind, kann
man diese auch als mehrstellige Operatoren auffassen.

Ein Literal ist eine atomare Aussage oder deren Negation.

Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie eine Konjunktion
von Disjunktionen von Literalen Lj; € {A1,A2...} U{=Aj,~Ay,...}ist, d.h.:

n my

F= AV Ly).

i=1 j=1

Eine Formel Fist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine Disjunktion von Konjunktionen
von Literalen Ly; € {A1,A2...}U{—Ay,—Ay,...}ist, d.h.:

F= \/(/\ Li).

i=1 j=1
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Beispiele

1. Atomare Formeln und allgemeiner Literale sind sowohl in KNF als auch in
DNF.

2. A1 /\ (A, V Aj) ist in KNF, aber nicht in DNF.

3. Distributivgesetz ~> (A1 /\ (_'Az V Ag)) = ((A1 /\ _'Az) V (A1 /\ A3)).

Die unter 2. angegebene Formel lasst sich also in eine aquivalente Formel in
DNF Uberfthren.

Gilt dies allgemein?
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Normalformen: Der Satz

Satz: Fir jede Formel F gibt es eine aquivalente Formel F’ in KNF und eine
dquivalente Formel F” in DNF.

Beweis: (Induktion Gber den Formelaufbau on F)
Induktionsanker: Ist F atomar, so setze F/ = F’ = F.

Induktionsannahme: Zu G (bzw. H) gibt es aquivalente Formeln G’ (bzw. H’) in KNF und G”
(bzw. H”) in DNF.

Induktionsschritt: Wir unterscheiden drei Falle:

1. F =—G. Betrachte G’ = G in KNF, d.h.,, G" = AL (VI Ly).
Ersetzbarkeitstheorem ~ F = =G’ = ~(A, (VI Ly)).
De Morgan liefert: (AL, (V2 Ly)) = (Vi —(Vit; L)) = (Vi (AL —Ly)).
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Ak, falls I—ij = —Ax
_'Ak, falls Lij = Ay

Doppelnegationsgesetz ~ F = (/i1 (AL, L)) = F".

i=1

Setze Ly = {

Entsprechend erhélt man aus G” in DNF die Formel F’ in KNF.

2.F=(GVH).

F” erhalt man sofort aus G” und H” (Ersetzbarkeitstheorem und Assoziativitat).
Ersetzbarkeitstheorem ~ F = (G’ V H').

Dabeiist G’ = A;_; Giund H' = /\};1 H; fir Disjunktionen von Literalen G; bzw. H;.
Distributivgesetz ~ F = (Al AL (Gi V H;)) =: F’ in DNF.

3. F = (G /A H) analog.



Algorithmische Sicht: Uberfiihren einer Formel F in KNF:
1. Ersetze in F jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

——G durch G,
—(G /A H) durch (=G YV —H),
—(GV H) durch (=G A —H),

bis keine solche Teilformel mehr vorkommt.

2. Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

(JV(GAH)) durch ((JV G)A(]VH)),
((GAH)V]) durch ((JV G)A(JV H)),

bis keine solche Teilformel mehr vorkommt.
Nur Schritt 2 muss angepasst werden flr einen DNF-Algorithmus.
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Beispiel F = ("B A (A = —()).

Erst einmal muss die Implikation mit Oder und Negation ausgedrickt werden:

F=(—"BA(—AV—=C)).

Nun ist die Doppelnegation zu eliminieren:

F=(—BA AV —C)).

Diese Formel ist in KNF.

FUr die DNF muss man noch das Distributivgesetz nutzen:

F=(—-BAA)V (—BA—=C)).

Entwickle Wahrheitstafel an der Tafel:
—-A —B —-C|(-A = —C)| F
W W w w A%
w w f f f
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Algorithmische Sicht: Uberfiihren einer Formel F in KNF:

Liegt eine Wahrheitstafel fur eine Formel F vor, so kann man daraus eine KNF
bzw. DNF flr F sofort ablesen.

a) DNF: Jede Zeile mit Wahrheitswert w bestimmt ein Disjunktionsglied.

Seine Literale ergeben sich wie folgt:

Ist der A;-Eintrag w, so nimm Literal A;, andernfalls —A;.

b) KNF: Jede Zeile mit Wahrheitswert f bestimmt ein Konjunktionsglied.
Seine Literale ergeben sich wie folgt:
Ist der A;-Eintrag f, so nimm Literal A;, andernfalls —A;.
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Beispiel

A B C|F DNF KNF
f f flw| (~AA—BA-C)
f f w|f (AV BV —=C)
f w f|f ANAV —BV C)
f w w|f ANAYV —BV —C)
w f f|lw|VAA—-BA-C)
w f wiw| VAANA-BACQC)
ww | f AN(—AV —BV C)
w w w| f A=AV =BV —=C)
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Hinweise zu KNF / DNF

— Die “Normalformen” sind nicht eindeutig.
Beispielsweise ware (—A A—B A—=C) V (A A —B) eine “kurzere” DNF fir F auf
letzter Folie. Eine noch kirzere finden Sie auf einer spateren Folie!

— Wichtige Anwendung der Aussagenlogik: Entwicklung von Schaltkreisen.
Spezielle Form: PLAs (Programmable Logic Arrays)

Normalform berucksichtigt Signallaufzeiten

Naheres erfahren Sie in der Technischen Informatik
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Pradikatenlogik | — Eine Einfiinrung

Erinnerung: Aussageformen = Pradikate

Beispiel: P(x) := (x > 3) oder Q(x,y) .= (x =y + 3)

(mit einem Zahluniversum, das 3 enthalt auf wo > und + definiert sind)

P(4) ist wahr, P(2) ist falsch.

FUr jede Belegung der Leerstelle x mit einem Wert aus dem gewahlten Univer-
sum liefert P(x) einen Wahrheitswert, denn damit wird P(x) zu einer Aussage,
z.B. P(2) ist die Aussage 2 > 3.

Pradikatenlogik “=" Aussagenlogik, angereichert mit Quantoren.
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Universelle Quantifizierung / Allquantifizierung

Beispiel: Durch U.Q. wird aus P(x) := x > 3 die Aussage:
VxP(x), in Worten: Fir alle x gilt P(x).
Ist diese Aussage wahr oder falsch ?

Abhangig vom zugrunde liegenden Universum X !

X: alle ganzen Zahlen ~» VxP(x) ist falsch.

X: alle natlrlichen Zahlen ~» VxP(x) ist falsch.

X: alle Quadratzahlen gréBer Eins ~» ¥xP(x) ist wahr.
X: alle komplexen Zahlen ~» VxP(x) ist undefiniert.

Grundlagen der Theoretischen Informatik, Fernau, Universitat Trier, SoSe 2011 15/30



Universelle Quantifizierung Jargon:

V. Allquantor
Vx: x ist die quantifizierte Variable

Ist das Universum X endlich, d.h., ist X = {x1,...,Xr} (Hinweis: Mengenlehre in den
folgenden Vorlesungen), SO gilt:

VxP(x) = P(x1) AP(x2) A -+« AP(xr).

Dann schreibt man auch: A, P(x).
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Existentielle Quantifizierung

Beispiel: Durch E.Q. wird aus P(x) := x > 3 die Aussage:
IxP(x), in Worten: Es gibt ein x mit P(x).
Ist diese Aussage wahr oder falsch ?

Abhangig vom zugrunde liegenden Universum X !

X: alle ganzen Zahlen ~» IxP(x) ist wahr.

X: alle natirlichen Zahlen ~» 3xP(x) ist wahr.

X: alle negativen Zahlen ~» 3xP(x) ist falsch.

X: alle komplexen Zahlen ~» IxP(x) ist undefiniert (?).
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Existentielle Quantifizierung Jargon:

d: Existenzquantor
Ix: x ist die quanitifizierte Variable

Ist das Universum X endlich, d.h., ist X = {x1,...,Xr} (Hinweis: Mengenlehre in den
folgenden Vorlesungen), SO gilt:

IxP(x) = P(x1) VP(x2) V- -V P(xr).

Dann schreibt man auch: \/, P(x).

Grundlagen der Theoretischen Informatik, Fernau, Universitat Trier, SoSe 2011 18/30



Wann liefern quantifizierte Aussageformen den Wahrheitswert “falsch” ?

Beispiel: Wir haben gesehen:
FUr das Universum X aller natlrlichen Zahlen gilt:
Vx(x > 3) ist falsch.

WARUM ?

Wir kdnnen ein Gegenbeispiel liefern, z.B. x = 2.

Allgemein gilt: VxP(x) ist falsch gdw. 3x—P(x) ist wahr.

Satz: —(VxP(x)) = Ix—P(x). (de Morgan)
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Wann liefern quantifizierte Aussageformen den Wahrheitswert “falsch” ?

Beispiel: Wir haben gesehen:
FUr das Universum X aller negativen ganzen Zahlen qilt:
Ix(x > 3) ist falsch.

WARUM ?

Wir konnen kein Beispiel finden, d.h.: Vx(x < 2) ist wahr.

Allgemein gilt: I3xP(x) ist falsch gdw. Yx—P(x) ist wahr.
Satz: —=(3IxP(x)) = Vx—P(x). (de Morgan)
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Aussageformen mit mehreren Leerstellen

Wir kdnnen dann dber einzelne Variablen quantifizieren (gebundene Variable);
die nicht quantifizierten Variablen heil3en auch frei.

Beispiel: P(x,y) := (x2 +y = 1).

JIxP(x,y) ist Aussageform mit Leerstelle y

VyP(x,y)

VxVyP(x,y)

Vx3yP(x,y) oder Vy3axP(x,y)

IxVyP(x,y) oder FyvxP(x,y)

Ix3FyYyP(x,y)

Wann ist eine jede der Aussagen wahr, wann falsch ?
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Achtung: “Vxdy # Fyvx”

Beispiel: Eine reelle Zahl a hei3t Grenzwert einer Folge (an ) reeller Zahlen gdw.
Ve > 0dngvn > nyg(lan — al < €).
In Worten: Zu jedem e > 0 gibt es ein ny, so dass fr allen ...

Vertauschen der Quantoren liefert die Aussage:

IngVe > 0Vn > ny(lan — al < €).

In Worten: Es gibt ein nj, so dass fur alle e >0und allen ...
Was bedeutet das ?!

Hinweis: Mit der zweiten Aussage gilt auch die erste !
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Anwendung: Wissensbasierte Systeme
Genealogie der englischen Kénigsfamilie ab George 1

eine mogliche Darstellung: ein “Stammbaum”

GEORGE | = Sophia Dorothea, dau. of Duke of Brunswick and Celle
(1714-1727) (div. (under Hanoverian Law) 1692)

GEORGE Il = Caroline, dau. of Margrave of
(1727-1760) Brandenburg-Anspach

Augusta of = Frederick Lewis, William, Duke Other children
Saxe-Gotha-Altenberg Prince of Wales of Cumberland Anne, Princess Royal = WILLIAM IV, Prince of Orange
(d.1751) Amelia
Caroline

Mary
Louisa = FREDERICK V, King of Denmark

THE HANOVERIANS
1714-1837

[ I | I | I
Augusta GEORGE Il = Sophia Charlotte of Edward, Elizabeth William, Duke Henry, Duke

Louisa Frederick Caroline = CHRISTIAN VII,
(1760-1820) Mecklenburg-Strelitz Duke of York of Gloucester of Cumberland William Matilda King of Denmark
| [ I | [ |
Caroline, = GEORGE IV Frederick, WILLIAM IV Charlotte, Edward, = Victoria Augusta Elizabeth Ernest Augustus, Augustus, Adolphus, Other children
dau. of Duke (1820-1830) Duke of York (1830-1837) Princess Royal Duke of Kent | of Saxe-Coburg Duke of Duke of Duke of Mary
of Brunswick- = Adelaide, (d.1820) (d.1861) Cumberland Sussex Cambridge Sophia
Wolfenbuttel dau. of Duke of (King of Octavius
(d.1821) Saxe-Meiningen Hanover Alfred
1837-1851) Amelia

Charlotte = Leopold of Saxe-Coburg, VICTORIA

(d.1817 in later King of the Belgians (1837-1901)

childbirth,

no surviving

children)
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Anwendung: Wissensbasierte Systeme
Genealogie der englischen Kénigsfamilie ab Georg 1 als Faktenbasis

Elternteil (georgel, george?2)
Elternteil (george3, georged)
Elternteil (george3,william4)
Elternteil (edward, victoria)
Elternteil (victoria, edward?)
Elternteil (edward’, georgeb)
Elternteil (georgeb5, edwards8)
Elternteil (georgeb5, george6)
Elternteil (george6,elizabeth?)
Elternteil (victoria,alice)
Elternteil (alice,victoriaalberta)
Elternteil (victoriaalberta, alicemountbatten)
Elternteil (alicemountbatten,philip)
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Anwendung: Genealogie der englischen Konigsfamilie: Wer mit wem ?

Gattin (sophie,georgel)
Gattin(wilhelmina, george?2)
Gattin (charlotte, george3)
Gattin (caroline,georged)
Gattin(adelaide,william4)
Gattin(victoria, albert)
Gattin(alexandra, edward?7)
Gattin(victoriamaria, georgeb)
Gattin(elizabethQM, georgeb6)
Gattin(elizabeth2,philip)
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Anfragen in Anlehnung an PROLOG (Programming in Logic)

(@) ?— Gattin(elizabeth2,philip)

liefert JA, denn der Eintrag wird in der Faktenbasis gefunden.

(b) - Elternteil (sophie, george?2)

liefert NEIN, denn der Eintrag wird NICHT in der Faktenbasis gefunden.
ACHTUNG: Die angefragte Aussage ist wahr, d.h., die Antwort “stimmt eigent-
lich nicht.”

Die Annahme einer geschlossenen Welt (closed world assumption CWA) ist ei-
nes der Probleme “intelligenter Systeme”.

() 2— Weiblich (caroline)

liefert NEIN, denn das Pradikat weiblich ist dem System nicht bekannt.
(d) ?— Gattin(philip,elizabeth?2)

liefert NEIN, da die Argumente nicht vertauschbar sind.
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Regeln machen unser System “schlauer”:

Zu (c): Wir kdnnen ein Pradikat Wweiblich einfuhren und dann sagen:

Wenn es x,y gibt mit Gattin(x,y), dann gilt weiblich(x).

Zu (d) Wir kbnnen ein Pradikat Gatte einflhren:

Wenn es x,y gibt mit Gattin(x,y), dann gilt Gatte(y, x).

Alternativ mochten wir vielleicht ein Pradikat verheiratet, gegeben durch:

Wenn es x,y gibt mit Gattin(x,y) oder mit Gatte(x,y), dann Qilt verheiratet(x,y).
Damit kdnnten wir (aber stimmt dies wirklich ?) auch (b) “l6sen”:

Wennes x,y,zgibt mit Verheiratet(x,y)und mitElternteil(y,z),danngiltElternteil(x, z).
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Zum Abschluss: Noch ein Ratsel ...
Ist der folgende Schluss logisch korrekt ?!

(A) Weder Samson noch Freunde von Samson schief3en ein Tor.
(B) Entweder schief3t Samson ein Tor, oder Johannes schief3t ein Tor.
(C) Also ist Johannes kein Freund von Samson.

Formalisierung:

Das Universum X ist eine FuBBballmannschaft, aus der namentlich S =Samson und ] =Johannes
bekannt sind.

T(x) ist eine Aussageform mit der Bedeutung: x schief3t ein Tor.

F(x,y) ist eine Aussageform mit der Bedeutung: x und y sind Freunde.

(A) =(T(S)) A Vx(F(x,S) = —T(x))
(B) T(S) V T(J]) (alternative Interpretation: ausschlieBendes Oder)
(C) —F(J, S)

Wir haben zu zeigen: Aus (A) und (B) folgt (C).
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Zum Abschluss: Noch ein Ratsel ...

(A) =(T(S)) AVx(F(x,S) = —T(x))

(B) T(S) V T(]) (alternative Interpretation: ausschlieBendes Oder)
(C) —=F(J,S)

Als Hilfsaussage zeigen wir: Aus (A) und (B) folgt T(J).

Aus (A) folgt durch Vereinfachung: —T(S).

Zusammen mit (B) gilt daher: —=T(S) A (T(S) V T(])).

Das Distributivgesetz liefert: (—T(S) AT(S)) V (—=T(S) A T(])).
|dentitatsgesetz fir Oder ~» —T(S) A T(]).

Durch Vereinfachung folgt T(J).

Aus dem zweiten Teil der Aussage (A) folgt durch Spezialisierung:
F(J, S) = —T(]).

Umkehrschluss (und doppelte Negation) liefert: T(J) = —F(], S).
Mit der Hilfsaussage folgt durch modus ponens die Behauptung.
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Noch eine Knobelaufgabe: Gespensterknobelei in der Eisdiele - ik

Das kleine Gespenst Green Spuk hat heute Geburtstag und will mit seinen
Freunden Red Spuk und Yellow Spuk in der Eisdiele feiern.

Jedes Gespenst halt ein Eishérnchen in der Hand und wartet nun auf sein Lieb-
lingseis.

Green Spuk ruft: ,Wir haben alle unterschiedliches Lieblingseis!®

Red Spuk wispert: ,Ich mag Erdbeereis!®

Yellow Spuk piepst: ,Ich mag kein Erdbeereis und kein Apfeleis!”

Die entsprechenden Dateien finden Sie original hier.

Aufgabe: Wie kbnnen wir das Problem modellieren und lésen ?
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