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Grundlagen Theoretischer Informatik || Gesamtiibersicht

e Organisatorisches; Einfihrung
e Logik & Beweisverfahren
e Mengenlehre

e regulare Sprachen



Nochmal: Organisatorische Hinweise

Abgabe in Gruppen zu 2-3 Leuten ist ausdrucklich erwlnscht.

Das sollte die Mitarbeit untereinander férdern.

Es ist also im Allgemeinen nicht notig (bei uns), dass dieselben Losungen zwei-
mal abgeschrieben werden.

Nur so schaffen wir es auch, die Aufgaben in zwei Tagen durchzukorrigieren.

Tutorensprechstunde montags wird bislang nicht angenommen. Grinde?

B.Ed.-Studierende erfahren “andere Behandlung”.
Daher sinnvoll (?): Aussetzen der Montags-Ubungsgruppe fiir die nichsten drei
Wochen?!



Begriffserklarung i

Auf Georg Cantor geht folgende Definition Gber Mengen (Mannigfaltigkeiten) zurdick:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedlicher Din-
ge unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche Elemente der Menge
genannt werden, zu einem Ganzen.

Kultureller Exkurs: Die Oper “Cantor — Die Vermessung des Unendlichen” von Ingomar Griinau-
er widmet sich dem Leben und Werk Georg Cantors; Urauffiihrung aus Anlass des 1200-j&hrigen
Stadtjubilaums am 10. November 2006 im Opernhaus Halle.



Beispiel: (): die leere Menge

Schulkasse (als Menge von Schulerinnen und Schilern)

N ={0,1,2,3,4,...}: die Menge der natlrlichen Zahlen

7 ={0,%+1,£2,4+3,44,...}: die Menge der ganzen Zahlen
Q: die Menge der rationalen Zahlen

R: die Menge der reellen Zahlen

Warnung vor naivem Zugang: “Menge aller Mengen”



Elementrelation und Angabe von Mengen

Um auszudrlcken, dass x ein Element der Menge M ist, schreiben wir: x € M.
Anstelle von —(x € M) schreibt man klrzer: x ¢ M.

Endliche Mengen kann man durch vollzahlige Aufzahlung ihrer Elemente be-
schreiben, z.B. eine Schulklasse durch Auflistung der Schler.
M = {Martin, Michael, Carla, ...}

Allgemein kann man (unter Zugrundelegung eines bekannten Universums) Men-
gen auch durch Eigenschaften (Aussageformen) beschreiben:

x € M <= P(x) notiert man oft auch: M = {x | P(x)} oder M = {x : P(x)}.

Das Universum kann bei dieser Schreibweise mit angegeben werden, z.B.:
(x eR|x%—2x =—1

Die /leere Menge konnen wir (unabhangig vom Universum) beschreiben durch:
) ={x | x # x} (oder irgendein anderes Falsum als Eigenschaft)



Mengengleichheit

Zwei Mengen M und M, sind gleich, 1.Z.: M1 = M,, gdw.
x €M) & x & M.

Anstelle von —=(M = M,) schreiben wir auch M # M,.
Achtung: {1,2,2,1} ={1,2} ={2, 1},

mehrfache Nennung oder Reihenfolge sind also unerheblich.

Wie beweist man Mengengleichheit ?
(Zumeist) unter Verwendung der Tautologiep < q=(p = q) A (q = p).
~» Beweis in zwei Schritten (Richtungen)

Beispiel: “Die leere Menge” hangt nur scheinbar vom Universum ab.
Beweis: Betrachte (), und ()y,. Wahle a € U beliebig. Dann gilt a € 0y. Alsoist (x € fy = x €
0v) wahr. Die Rlckrichtung sieht man entsprechend; vertausche U und V.



Mengenkomplement

Es sei M eine Menge Uber dem Universum U (das auch als Menge angesehen
wird). Das Komplementvon M, i.Z. M, ist die Menge M = {x | x € M}.

Beispiel: U = 0, § = U.

Doppeltes Komplement (ahnlich doppelter Verneinung):
M={x[x¢gM={x|-(-xeM)}={x|xeM =M.

SeiM ={x | P(x)}
Mit P(x) ist auch —P(x) Aussageform.
Damit gilt: M = {x | —P(x)}.

M und M heiBBen auch komplementér zueinander.
Beispiel: Fur U = Z “sind” die ungeraden Zahlen das Komplement von {x : 2/x}.



Teilmengen und Obermengen

N hei3t Teilmenge von M (N C M) gdw. M heil3t Obermenge von N (M 2 N)
gdw. Vx(x € N = x € M).

Gilt Gberdies N # M, so sprechen wir von einer echien Teilmenge bzw. einer
echten Obermenge und notieren N C M bzw. M D N.

Beispiel NCZ CQCR

Satzz:N =Mgdw. (N C M)A (M C N).

Beweis: (elementweise Argumentation) N = M gdw. Vx(x € N < x € M) gdw.
Vx(x €N = xe M)A (xeM = x &€ N)) gdw.

Vx(x EN = x€ M)AVx(x e M = x € N) gdw.
(NC M)A (M C N).



Venn-Diagramme

°X

Problem: Uneinheitliche Beschriftung
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Potenzmengen

Zu jeder Menge M gibt es eine weitere Menge, die Potenzmenge von M, ge-
schrieben 2M (oder auch P(M)), die genau die Teilmengen von M als Elemente
enthalt.

Lemma: Die Potenzmenge 2M enthélt in Sonderheit die Elemente ® und M.
Beweis: Es bleibt zu zeigen: ¢ € 2M, also: ) C M.

Die Implikation (x € ) = x € M) ist stets wahr, da die Pramisse falsch ist.

Beispiel: 2153} = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2, 3}, {1},{2}, {3}, 0 }..
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Mengenalgebra: Vereinigung

Es seien A, B Mengen (mit Elementen desselben Universums). Die Gesamtheit
der Elemente, die zu A oder auch zu B gehoren, wird als Vereinigung von A und
B bezeichnet; Schreibweise: A UB

A

5

Venn-Diagramm:

Es gilt: AUB ={x | (x € A)V(x € B)}.
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Mengenalgebra: Durchschnitt

Es seien A, B Mengen (mit Elementen desselben Universums). Die Gesamtheit
der Elemente, die sowohl zu A als auch zu B gehéren, wird als Durchschnitt von
A und B bezeichnet; Schreibweise: A N B

A

b

Venn-Diagramm:

Esqilt: AnNB ={x| (x € A)/\(x € B)}.
A und B heiBBen disjunkt oder fremd gdw. A N B = 0.
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Mengenalgebra: Differenz

Es seien A, B Mengen (mit Elementen desselben Universums). Die Gesamtheit
der Elemente, die zwar zu A aber nicht zu B gehoren, wird als Differenz von A
und B bezeichnet; Schreibweise: A\ B, A — B

A 5

Venn-Diagramm:

Esqilt: AAB={x| (x € A)A~(x € B)} ={x| (x € A)A(x¢B)}.
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CSG: Constructive Solid Geometry:
Eine Beschreibungssprache flr komplexe Oberflachen, im Wesentlichen beru-
hend auf einfachen Punktmengenoperationen

~

/ A\ AN

/ v
f 0¢/U\
<0
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CSG: Constructive Solid Geometry:
Es gab jedenfalls auch einmal ein sourceforge-Projekt “unbboolean” fir JAVA
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Men
Satz
Satz
Satz
Satz
Satz
Satz
Satz

Satz

genalgebra: Aussagen
ANBCACAUB,ANBCBCAUB.
CAUA=ANA =A.

AUB=BUA;ANB=BNA.
:(AUB)UC=AUBUC);(AnB)NC=AnN(BnNC).

(AUB)NC=ANC)U(BNC); ANB)UC=(AUC)N(BUCQC).

*AUB=ANB:ANB=AUB:;
‘' (AUB=B) & ACB < (ANB=A).

(ACB) = ((AUCCBUC)A(ANC) C(BNCQ)).
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Mengenalgebra: Aussagen
Beweis elementweise fur ein Distributivgesetz als Beispiel:

Satz: (AUB)NC=(ANCJUBNCl (ANB)UC=(AUC)N(BUCQC)).

Beweis: Seix ¢ (AUB)NC.~ (1) x€ (AUB)und (2) x € C.

Wir unterscheiden wegen (1) zwei Félle, von denen einer zutreffen muss:
1. Fall: x € A: Mit (2) gilt x € AN C.

2. Fall: x € B: Mit (2) gilt x € BN C.

Da 1. oder 2. zutrifft, gilt: x € (AN C)uU (BN C).

Betrachte umgekehrt x ¢ (AN C)U (BN C).~ (1) x e AN Coder (2) x € BN C.

Sowohl aus (1) wie aus (2) folgt: x € C.

Zudem qilt: Wegen (1) liegt x in A oder wegen (2) liegt x in B.

Zusammen folgt: (x e C)A(x € AVx e B),also (x e C)A(x € (AUB)),d.h.xe (AUB)NC.
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Mengen aus Mengen || Potenzmengen

Zu jeder Menge M gibt es eine weitere Menge, die Potenzmenge von M, ge-

schrieben 2M (oder auch P(M)), die genau die Teilmengen von M als Elemente
enthalt.

Lemma: Die Potenzmenge 2M enthélt in Sonderheit die Elemente ® und M.
Beweis: Es bleibt zu zeigen: ¢ € 2M, also: ) C M.

Die Implikation (x € ) = x € M) ist stets wahr, da die Pramisse falsch ist.

Beispiel: 2153} = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2, 3}, {1},{2}, {3}, 0 }..

19



Hasse-Diagramme
(fir endliche Potenzmengen)

Stellt Mengen als Punkte dar.

Mengen mit gleichviel Elementen erscheinen auf einer Ebene.

Oben erscheinen die groBeren, unten die kleineren Mengen.

Durch einen (geraden) Strich werden solche Mengen A und B verbunden, far
die A C B gilt, sich aber kein C findet mit A C C C B.
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Mengen aus Mengen Il | Produktmenge: Ziel und Problem

Ziel: Die Produktmenge der Mengen M und N soll aus den geordneten Paaren
(x,y) von Elementen x € M und y € N bestehen.

Frage: Brauchen wir grundsatzlich neue Begriffe, oder kdonnen wir diesen Begriff
“ableiten” ?

Hinweis: geordnetes Paar # Zweiermenge, denn die Reihenfolge ist bei Zweiermengen uner-
heblich.

FUr geordnete Paare soll gelten: (a,b) = (¢,d) & (a=c/Ab=4d).

Far Zweitermengen gilt: {a,b} ={c,d} &< ((a=c/Ab=d)V (a=dAb=1c)).
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Produktmenge: Losung des Problems

Satz: Die Mengen M = {{a},{a, b}} und M, = {{c},{c, d}} sind gleich gdw. a = ¢
und b = d.

Beweis: =: Nach Def. der Mengengleichheit folgt (x) {a} = {c} und {a, b} = {c, d}, oder aber (xx)
{a} ={c,d} und {c} ={qa, b}.

Gilt (%), so folgt zunéchst a = ¢ und dann damit b = d.

Gilt (xx),soista=c=dsowiec=a=bundsomita=>b =c = d.

&:Mit a =cund b =d qilt: {a} = {c} und {b} = {d} und mithin {a, b} = {c, d}.

Wir kdnnen also (a, b) := {a, {a, b}} definieren.
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Produktmenge: Weitere Festlegungen
geordnetes n-Tupel (rekursiv furn > 2): (aq,...,an_1,an) := ((ag,...,an_1J), an).

Beispiel: Geometrie: Punkte der Ebene ~ geordnete Paare;
Punkte des dreidimensionalen Raumes ~ geordnete Tripel, also 3-Tupel

Allgemein definiere das Mengenprodukt von Mengen M und N durch:

M x N :={(x,y) | x e MAy € N}
Noch allgemeiner:
My X -+ X Mpi={(x1,...,%n) | X1 € My /A Axn € My}
oder rekursiv:

Mi X XxMyp=(Mj;Xx--- X Mp_1) X My,
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Mengenalgebra mit Produktmengen

Satz M x ) =0xM=0.

Satz: Fir beliebige Mengen M, N, P gilt: M x (NUP) = (M x N)U (M x P).
Satz: Fir beliebige Mengen M, N, P gilt: M x (NN P)=(M x N)N (M x P).

(Distributivgesetze wieder wegen elementweiser Distributivitat)
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Relationen

Erinnerung: Mengenprodukt

Es seien My, ..., Mn Mengen.
R heil3t n-stellige Relation zwischen My, ..., Mn gdw.

RC Mj X -+ X Mn.

M, hei3en auch Grundmengen von R.

Gilt M = M, fari € {1,...,n}, so hei3t R eine n-stellige Relation tber M.
Schreibweise: R(x1,...,xn) statt (xq,...,xn) € R
Spezialfall n = 2: bindre Relation Schreibweise: x1Rx, statt R(x1,x2) (/nfixnotation)

Relationen und Pradikate: “(x1,...,xn) € R” ist Aussageform mit Variablen xi, ..., xn
Umgekehrt definieren Aussageformen Relationen.
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Relationen: Beispiele

M) = M, = M3 = R: Zwischenrelation R:

R={(a,b,c) eR|(a<b)A(b<c)}

M; = M, ={g | g ist Gerade in der Ebene }. Parallelitatsrelation ||

g|lh &= gund h liegen parallel.
M, = M, = Z: Teilbarkeitsrelation |
alb & Jk:b=a-k.

M = M, = R: Kleinerrelation <.
M, = My = Z; Paritatsrelation P: (x,y) € P & 2| (x +y).
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Spezielle Relationen: Betrachte Relationen Gber Menge M.
Nullrelation: R = (.

Allrelation: R = M x M (evtl. auch far andere Stelligkeiten)
Gleichheitsrelation, auch Diagonale oder Identitatsrelation:

Am =1{(x,x) | x € MJ.

Hinweis: Nullrelation und Allrelation auch fur Relationen zwischen Mengen gebrauchlich.

27



Operationen auf Relationen: Mengenoperationen

Sind R und S Relationen zwischen denselben Grundmengen, so sind
R C S, d.h., Rist Teilrelation von S,

R Komplementrelation,

RU S und

R N S wohldefiniert.

Beispiel: Ay ist die Ungleichheitsrelation.
Beispiel: Betrachte < C R x R und Ag; definiere <:= < U Ag.

Beispiel: Betrachte | C Z x Z. | N Az beschreibt ... ??7?
Beispiel: Was haben Primzahlen zu tun mit: | N (A7 U{—1,1} x Z) ?
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Operationen auf Relationen: Inversenbildung

Es sei R C My x M,. Die Inverse von oder Transposition zu R ist gegeben durch:

R-=RT=RT={(y,x) | (x,y) € R}

Satz: (R7™)” =R.
Satz: (RUS)”" =R US™.
Satz:. (RNS)" =R~ NS
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Anwendung von Relationen: relationale Datenbanken

(endliche) Relationen als Tabellen: (1) Personliche Daten (PD)

Matrikel | Name Vorname | m/w | Geb.datum | Anschrift

4000124 | Kramer | Lutz m 03.06.85 Thebaerstr. 8, Trier

4001031 | Ludewig | Marianne | w 07.07.84 Am Weidengraben 95, Trier
4000327 | Muller Bernd m 06.08.84 Kirchstr. 84, Fell

4001234 | Meyer Manfred | m 13.11.84 M.-Erzberger-Str. 9, Schweich
4000222 | Schulz | Christian | m 22.12.84 H.-Reinholz-Str., Konz
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Anwendung von Relationen: relationale Datenbanken

(endliche) Relationen als Tabellen: (2) Kursergebnisse (Noten)

Matrikel | Analysis | Programmieren | DSL | AFS | Rechnersir.
4000124 | 1,3 2,3 1,7 [1,3 | 3,0
4001031 | 3,3 2,0 23 |20 | 1,0
4000327 | 2,0 2,0 1,7 120 |23
4001234 | 5,0 4,0 50 |— |40
4000228 | 2,3 5,0 23 | — |—
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Anwendung: Operationen auf relationalen Datenbanken

1. Projektion (project): Spaltenauswahl

2. select. Zeilenauswahl (gemaf3 gewisser Kriterien)

3. join: verbindet zwei Tabellen
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Anwendung: Projektion

Beispiel: Auswahl aller Matrikelnummern, Vornamen, Namen und Anschriften

aus PD liefert: R,

Matrikel | Vorname | Name Anschrift

4000124 | Lutz Kramer | Thebaerstr. 8, Trier

4001031 | Marianne | Ludewig | Am Weidengraben 95, Trier
4000327 | Bernd Muller Kirchstr. 84, Fell

4001234 | Manfred | Meyer M.-Erzberger-Str. 9, Schweich
4000222 | Christian | Schulz H.-Reinholz-Str., Konz
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Anwendung: Selektion

Beispiel: Auswahl aller Matrikelnummern von Studenten, die DSL mindestens
mit 2,0 bestanden haben (aus Tabelle Noten) liefert: R,

Matrikel | Analysis | Programmieren | DSL | AFS | Rechnerstr.
4000124 | 1,3 2,3 1,7 11,3 | 3,0
4000327 | 2,0 2,0 1,7 120 |23

Noch deutlicher wird das Ergebnis durch anschlieBende Projektion auf Matrikel
und DSL (R3):

Matrikel | DSL
4000124 | 1,7
4000327 | 1,7
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Anwendung: join

Beispiel: Samtliche Studenten, die DSL mit mindestens 2,0 bestanden haben,
sollten angeschrieben werden. Dazu bilde den Join von Ry und Rj3:

Matrikel | Vorname | Name | Anschrift DSL
4000124 || Lutz Kramer | Thebaerstr. 8, Trier | 1,7
4000327 || Bernd Muller | Kirchstr. 84, Fell 1,7

Vor dem ersten Doppelstrich stehen die gemeinsamen Attribute, dann folgen die
Attribute aus R; und dann die aus Rj.

Diskussion: Gemeinsamkeiten / Unterschiede der Relationenbegriffe bei den Da-
tenbanken und “bei uns” ?
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