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Nochmal: Organisatorische Hinweise 1

Abgabe in Gruppen zu 2-3 Leuten ist ausdricklich erwinscht.

Das sollte die Mitarbeit untereinander fordern.

Es ist also im Allgemeinen nicht n6tig (bei uns), dass dieselben Losungen zwei-
mal abgeschrieben werden.

Nur so schaffen wir es auch, die Aufgaben in zwei Tagen durchzukorrigieren.

Das hat beim letzten Mal schon besser geklappt.
AuBBerdem haben wir noch einen weiteren Korrektor eingestellt.
Tutorensprechstunde montags wird bislang nicht angenommen. Grinde?

Alternativ kdnnen Sie die Korrektoren erreichen unter folgender Email:
gtil@informatik.uni—-trier.de



Nochmal: Organisatorische Hinweise 2

B.Ed.-Studierende erfahren “andere Behandlung”.

Daher: Aussetzen der Montags-Ubungsgruppe fiir die nachsten drei Wochen?!
FUr die Lehramtsstudierenden wird es das erste Mal am 3.6. “interessant”.
Dann beginnen wir mit dem formalsprachlichen Teil.

Zwischenklausur am FR, 10.6. in der Vorlesungszeit.



Relationen

Erinnerung: Mengenprodukt

Es seien My, ..., Mn Mengen.
R heil3t n-stellige Relation zwischen My, ..., Mn gdw.

RC Mj X -+ X Mn.

M, hei3en auch Grundmengen von R.

Gilt M = M, fari € {1,...,n}, so hei3t R eine n-stellige Relation tber M.
Schreibweise: R(x1,...,xn) statt (xq,...,xn) € R
Spezialfall n = 2: bindre Relation Schreibweise: x1Rx, statt R(x1,x2) (/nfixnotation)

Relationen und Pradikate: “(x1,...,xn) € R” ist Aussageform mit Variablen xi, ..., xn
Umgekehrt definieren Aussageformen Relationen.



Relationen: Beispiele

M) = M, = M3 = R: Zwischenrelation R:
R={(a,b,c) eR|(a <b)A(b<c)h.
M; = M, ={g | g ist Gerade in der Ebene }. Parallelitatsrelation ||
g/lh < gund h liegen parallel.
M, = M, = Z: Teilbarkeitsrelation |
alb & Jk:b=a-k.

M = M, = R: Kleinerrelation <.
M, = My = Z; Paritatsrelation P: (x,y) € P & 2| (x +y).



Operationen auf Relationen: Relationenprodukt

ESSGiRgM] X MzundSQ MzX Mg.
Das Relationenprodukt (die Komposition) R o S ist wie folgt definiert:
x(Ro S)z &< Jy(xRy A ySz).

Beispiel: x(| oP)z < Fy(x [y A (2] (y+ z))).

)
Also: |oP={(x,z2) € Z X Z: (2| x = 2]|2z)}.

Gilt M = M; = My, = M3 und R = S, so kann man auch Potenzen einfuhren,
z.B.: R = R o R. Verwechslungsgefahr!



Anwendung: Wissensbasierte Systeme

Elternteil (georgel, george?2)
Elternteil (george3, georged)
Elternteil (george3,william4)
Elternteil (edward, victoria)
Elternteil (victoria, edward?)
Elternteil (edward’, georgeb)
Elternteil (georgeb5, edwards8)
Elternteil (georgeb5, georgeb)
Elternteil (george6,elizabeth?)
Elternteil (victoria,alice)
Elternteil (alice,victoriaalb)
Elternteil (victoriaalb,alicemb)

Elternteil (alicemob,philip)

Relation
Menge

Dies definiert uns
E auf der endlichen
X ={g9.1,9.2,9.3,9.4,w.4,...}.
Ein Ausschnitt der entsprechenden
Relationenmatrix Mg (mit X wie
angedeutet durchnummeriert):

O 1T 0 0O
0O 01T 00
0O 0 010
0 0 0 0 1
0 0 0 0 O

Fragen: Was “bedeutet” EZ ?

Wie sieht die dazugehorige Relatio-
nenmatrix Mg: aus ?

Wie kdnnte man Mg: aus Mg “direkt”
berechnen ?



Operationen auf Relationen: Relationenprodukt—Eigenschaften
Es sei M eine Menge und R, S, T C M x M.

Satz: (Assoziativitdt) (RoS)oT=Ro (SoT).

Satz: (Monotonie) (PC QARCS) = (PoR)C (QoS)
Satz: Gilt R C M x M, so ist: R = R o Ap = Apm © R (ldentitat).
Satz: (RoS)” =S  oR™.

Satz: ((Sub-)Distributivgesetze)

(RUS)oT = (R T)u (SoT)

To(RUS)=(T ) (ToS)
(RNS)oTC (RoT)N (SOT)
To(RNS)C (ToR)N (T oS). Warum nicht = ?

Die (Sub-)Distnbutlvgesetze gelten auch allgemein far unendliche Vereinigungen bzw. Durch-
schnitte.



Eigenschaften von binaren Relationen
Es sei R eine binare Relation Gber M.

R heil3e reflexiv gdw. Vx € M(xRx).

R heil3e symmetrisch gdw. ¥x,y € M(xRy = yRx).

R heil3e antisymmetrisch gdw. Vx,y € M((xRy AyRx) = x =1y).

R heil3e transitiv gdw. Vx,y,z € M((xRy AyRz) = xRz).

R heil3e nacheindeutig (oder rechtseindeutig) gdw. Vx,y,z € M((xRy/A\xRz) =
Yy = z).

R heil3e vortotal (oder linkstotal) gdw. Yx € M3y € M(xRy).

Beispiel: Die einzige Relation R, die alle soeben eingeflhrten Eigenschaften erfillt, ist die Gleich-
heitsrelation. Gilt namlich xRy, so auch yRx (Symm.) und somit x =y (Antisymm.)
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Eigenschaften von binaren Relationen—Weitere Beispiele

R ={(1,2),(2,3),(1,3)}?r,s,a,t,n,v

Teilerrelation | auf Z ? r, s, a, t, n, v (auch far 0!)

Geradeneigenschaft: R ={(x,y) € R x R |y = 3x}

Kreiseigenschaft: R = {(x,y) € R x R | xZ +y2 = 1}

Hinweis: “Nicht symmetrisch” ist nicht gleichbedeutend mit “antisymmetrisch”.

Hinweis: Entsprechend definierbar: voreindeutig, linkseindeutig, nachtotal, rechistotal; anstelle

von “total” spricht man auch von “vollstandig”.
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Eigenschaften von binaren Relationen—Einfache Aussagen

Es sei R eine Relation Gber M.

Satz: R ist reflexiv gdw. Ayq C R.

Satz: R ist symmetrisch gdw. R™ ist symmetrisch gdw. R~ C R gdw. R~ = R.
Satz: R ist transitiv gdw. Ro R C R.

Satz: R ist antisymmetrisch gdw. RN R™ C Ap.

12



Abschluss von binaren Relationen

Es sei R eine binare Relation tber M und P sei eine Eigenschaft von Relationen.
Die Relation Ry, Gber M heif3t Abschluss oder Hiille von R beziglich P, gdw.:

1. Rp besitzt die Eigenschaft P, kurz: P(Rp).

2. R C RS,

3. Fur alle Relationen S, R C S gilt: P(S) = Ry C S.

Hinweis: Alternative Schreibweise:

R: = M S.

SCMxM:RCSAP(S)
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Spezielle Abschlusse von R uber M
Satz: Die reflexive Hulle von R ist R U Apy.
Satz: Die symmetrische Hulle von Rist RU R™.

Schreibweise: transitive Hlille R™, reflexive transitive Hillle R* = (R U Apm) ™.
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Ein wichtiger Satz uber transitive Hullen

Die Potenz einer Relation R Gber M kann man rekursiv wie folgt festlegen:

Lemma: R* = RT U Ap,.

Satz: RT = UTLZ] R™: R* = Unzo R™,

15



Ein wichtiger Satz uber transitive Hullen

Satz: R™ = Un>1 R™; R* = Up>o R™

Beweis: Zeige: | J R™ ist transitiv (Ubung) ~» O v/

Wir fihren einen Widerspruchsbeweis:

Angenommen, es gabe ein (x,y) € [J,5; R" mit (x,y) & R". [+].

Dann gibt es ein n mit (x,y) € R™.

Wahle unter allen (x,y) mit [+] ein festes (x,y) mit minimalem n > 1, sodass (x,y) € R™.
Da R = R! C RT, gilt n > 2.

(x,y) € R™ bedeutet: es gibt z mit (x,z) € R*, (z,y) € R.

Da n minimal, gilt (x,z) € R*™ und wegen (z,y) € R C R* folgt (x,y) € R", da R* transitiv.
Widerspruch !

Hinweis: Fiir Relationen R Uber endliche M haben wir also Algorithmus zur Berechnung von R* !
16



Matrix-Darstellung von zweistellige Relationen

Sind M, N endliche Mengen mit m bzw. n Elementen, i.Z. [M| = m, [N| = n, und
noch genauer: M ={aj,...,am}und N ={bq,...,bn}sokannman R C M x N
eine Matrix (Tabelle) My mit Eintragen aus {0, 1} (bindre Matrix) zuordnen:
Bezeichnet My (i, j) den Eintrag der Matrix in Zeile i und Spalte j, mit 1 <i<m
und 1 <j < mn, so qilt:

Mg(i,j) = T gdw. (ai, b;) € Rund Mg(i,j) = 0 gdw. (aj, b;) € R.

My heil3t auch Relationenmatrix zu R.

Die Transponierte einer Matrix M entsteht durch Spiegelung an der Hauptdiago-
nalen und wird mit M.T bezeichnet.

Satz: M}, = M.
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Graphen und Relationen —Ubliche Definition:

Ein gerichteter Graph ist eine Struktur G = (V, E) mit zwei Bestandteilen:
e ciner Menge V von Knoten oder Punkten (vertices, nodes),
e einer Menge E C V x V von Kanten oder Bégen (edges, arcs)

~» Jede binare Relation R Uber M lasst sich als Kantenmenge des Graphen
G = (M, R) auffassen.

Spezielle Graphen: Nullgraph O, mit n Knoten und leerer Kantenmenge.
vollstandiger Graph Kn mit n Knoten und Allrelation als Kantenmenge.
FUr Informatiker besonders interessant: endliche Graphen
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Graphiken far Graphen

Zeichne Knoten u als (deutliche) Punkte p,, in der Ebene.

Zeichne Bogen (u,v) als Pfeile, d.h., einer (stetigen) Kurve von py nach p, mit
einer Pfeilspitze, die auf p, zeigt.

u heif3t auch Anfangsknoten, v Endknoten von (u,v).

Beispiel: an der Tafel

Problem: Auffinden einer guten graphischen Darstellung.
~» Graphenzeichnen als Teilgebiet der Informatik
in TR vertreten durch Diehl, F., Naher; z.B. durch Seminare
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Eigenschaften von Relationen als solche von Graphen

Ist die Kantenrelation reflexiv, so bedeutet dies: der Graph enthalt an jedem Kno-
ten x eine Schlinge (x, x).

Da Schlingen die Lesbarkeit von Graphen stéren und meist fir Anwendungen
nicht interessieren, betrachtet man meistens schlingenfreie Graphen, auch schlich-
fe Graphen genannt.

Ist die Kantenrelation symmetrisch, so bedeutet dies: zu jedem Pfeil von py, hach
pv gibt es einen entgegen gerichteten Pfeil von p, nach py,.

In solch einer Situation zeichnet man aus Lesbarkeitsgrinden oft nur eine Linie
und versieht diese entweder mit zwei Pfeilspitzen oder mit gar keiner.

~» Schlichte Graphen mit symmetrischer Kantenrelation kann man ganz ohne
Pfeile darstellen; sie heil3en daher auch ungerichtete Graphen.
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Ungerichtete Graphen—Ubliche Definition

Ein ungerichteter Graph ist eine Struktur G = (V, E) mit zwei Bestandteilen:

e einer Menge V von Knoten oder Punkten (vertices, nodes),

e einer Menge E C {{u,v} | u,v € V,u # v} von Kanten (edges)

Hinweis: geordnete versus ungeordnete Paare
Hinweis: Manchmal werden auch Schlingen zugelassen, d.h.: E C {{u,v} | u,v € V}.

Satz: Die Definitionen auf dieser und der vorigen Folie liefern “dasselbe”.
21



Hinweis: K, oft Notation flr ungerichteten vollstandigen Graphen.

2 3

Mehr schone Darstellungen von Graphen und Graphtheorie im Petersen-Projekt.


http://oneweb.utc.edu/~Christopher-Mawata/petersen/index.htm

Bipartite Graphen
Ein ungerichteter Graph G = (V, E) hei3t bipartit, paar oder zweifdrbbar gdw.
V in zwei fremde komplementare Mengen V; und V, zerfallt, sodass E weder

Kanten von V7 nach V; noch Kanten von V, nach V, enthalt.

Satz: Jeder gerichtete Graph (und damit jede Relation) lasst sich als paarer
ungerichteter Graph darstellen.

Der “Warfelgraph” ist paar:
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Graphische Darstellung von Relationen

(1) Interpretiere Relation als Kantenrelation eines Graphen
(2) “Bipartite Interpretation” (auch fur R € M x M, und M # M,)

[(3) (manchmal) Hasse-Diagramme]
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Relationen aus Graphen: Es gibt verschiedene Moglchkeiten, Relationen zu
einem gegebenen Graphen zu definieren.

Die Kantenrelation heil3t manchmal auch Adjazenzrelation oder(insbesondere
bei ungerichteten Graphen) Nachbarschaftsrelation. Ist {u,v} eine Kante in ei-
nem ungerichteten Graphen, so heif3t uw auch Nachbar von v (und umgekehrt).
N(v) = {u | uist Nachbar von v} hei3t auch (offene) Nachbarschaft von v;

N[v] = N(v) U{v} heil3t abgeschlossene Nachbarschaft von v.

Ist e eine Kante in einem ungerichteten Graphen G = (V,E) und gilt v € e far
einen Knoten v, so heif3t v auch inzident zu e. Dies definiert die Inzidenzrelation
ICV xE.

Mit einer Inzidenzrelation kann man auch Multigraphen (“Graphen mit Mehrfach-
kanten” beschreiben.

voriger Satz ~» Umgekehrt Iasst sich eine Inzidenzrelation (und damit ein Multi-
graph) als paarer Graph lesen.

24



Knotengrad

Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und v ein Knoten von G.

Der Ausgangsgrad oder kurz Ausgrad von v ist die Zahl der Bogen, die v als
Anfangsknoten besitzen; Schreibweise: 67 (v).

Der Eingangsgrad oder kurz Ingrad von v ist die Zahl der Bogen, die v als End-
knoten besitzen; Schreibweise: 6~ (v).

Der Gradvon v ist §(v) = 8§ (v) + 8 (v).

Ein Knoten vom Grad null heif3t auch isoliert.

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph und v ein Knoten von G.

Der Grad von v ist die Zahl der Kanten, zu denen v inzident ist;

Schreibweise: 6(v).

25



Operationen auf Graphen

Da ein Graph G durch zwei Mengen V und E spezifiert ist, lassen sich Verei-
nigung, Durchschnitt und Komplement leicht “komponentenweise” fur Graphen
definieren, z.B.: (V;,E1) U (V5,Ey) = (V1 UV, B U Ey).

Differenzschreibweise zum Entfernen einzelner Knoten oder Kanten aus vorlie-
gendem Graphen G = (V, E):

Istve V,s0istG—v=(V\{vLEN(V\{v} x V\{v})).

Iste € E,soist G —e = (V,E \ {e}).

26



Knotengrad—Wichtige Aussagen

Satz: Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit m Kanten. Dann gilt:

Z O (v) = Z 51 (v) = m.

veV veVv

Beweis: durch vollstandige Induktion tber die Kantenzahl m.
FUr m = 0 besteht der Graph offenbar nur aus isolierten Knoten. v/
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fir alle Graphen mit héchstens q Kanten.
Betrachte einen Graphen G = (V,E) mit m = q + 1 Kanten. Sei e € E beliebig. Auf G — e ist
die IV anwendbar. Durch das Entfernen eines Bogens haben sich aber sowohl die Summe der
Eingangsgrade, als auch die Summe der Ausgangsgrade und die Anzahl der Kanten um genau
Eins verringert, sodass aus der IV unmittelbar die Induktionsbehauptung folgt.
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Knotengrad—Wichtige Aussagen

Satz: Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph mit m Kanten. Dann gilt:

Z d(v) = 2m.

veV

Beweis: analog

Folgerung: In einem ungerichteten Graphen ist die Zahl der Knoten mit ungera-
dem Grad gerade.
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Pfade und Wege

Ein Pfad der Lange n, n € N, in einem gerichteten Graphen G = (V, E) ist eine
Folge von n + 1 Knoten p = vy, vy, ..., vn Mit (v;,vi;1) € Efur allei € N mit
1< n.

p hei3t auch Pfad von vy nach vs.

Alternativ kbnnen wir die Menge der Pfade der Lange n rekursiv beschreiben:
(a) Ein einzelner Knoten x heif3t auch Pfad der Lange null (von x nach x).

(b) Ist p ein Pfad der Lange n > 0 von x nach y und (y, z) ein Bogen, so ist p,v
ein Pfad der Lange n + 1 von x nach z.

Bei ungerichteten Graphen sprechen wir hingegen von Wegen der Lange n.
Gilt vo = vn, so spricht man auch von einem (gerichteten) Kreis der Lange n.
Ein Pfad / Weg / Kreis p = vy, v1, ..., vn heil3t einfach, falls die Knoten vy, ...,
vn alle paarweise verschieden sind mit der einzig moglichen Ausnahme vy = vn.
Beispiel: siehe Tafel
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Pfade und das Relationenprodukt

Satz: Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.
Es gibt einen Pfad der Lange n von u nach vin G gdw. (u,v) € E™.

Beweis: durch vollstandige Induktion:

Die Aussage ist richtig fir n = 0 (und auch firn =1). v

Wir nehmen an, die Aussage sei richtig fur x < n.

Betrachte einen Pfad der Lange n + 1. Gemalf3 der rekursiven Definition (!) gibt es einen Pfad p
der Lange n von u nach w und einen Bogen (w, v).

IV~ (u,w) € E"A (w,v) € El. ~ (u,v) € EPo E! = EMT,

Die Rackrichtung sieht man ebenso.

Folgerung: Es gibt einen Pfad von u nach vin G gdw. (u,v) € ET.
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Der Algorithmus von Warshall (Floyd 62 / Kleene 56 / Warshall 62 / Roy 59)
Es sei R eine Relation Gber M, und M enthalte die Elemente {x1,...,xn}.
Schubfachprinzip ~» Lemma: R™ C (RU Ap)™ !~ R* = (RU AV

(xi,%;) € Ry <= 3 Pfad von x; nach x; unter ausschlieB3licher Benutzung von
Zwischenknoten aus {x1, ..., xy}.

Lemma: R, = R*.

Lemma: Ry = RU Apq. FUr k > 0 gilt:
(xi,%5) € R gaw. ((x4,%5) € Re—1) V ({(x4, X )y (x5 X5)} € Rye—1).
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Der Algorithmus von Warshall (Floyd 62 / Kleene 56 / Warshall 62 / Roy 59)

Uberfiihrung in “kubischen Algorithmus”; dabei sei R als Boolesches n x n-Array
abgespeichert (quasi als Relationenmatrix mit Grenzen 1...n) und S enthalte
die Losung:

S Z:RUAM;
Fur k von 1 bis n:
Fur i von 1 bis n:
Fur j von 1 bis n:

Korrektheit folgt aus Schleifeninvariante R,_; € S C R* fur auBBere Schleife
sowie vorigen Lemmata.
Achtung: Bei Schleifeneintritt ist Ri,_1 C S moglich (in-place) !
Technik bekannt als dynamisches Programmieren.
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Der Algorithmus von Warshall (Floyd 62 / Kleene 56 / Warshall 62 / Roy 59)
eine in der Praxis schnellere Alternative:

S:=RU AM;
Fur k von 1 bis n:
Fur i von 1 bis n:
Wenn S(i, k) dann
Fur j von 1 bis n:
Sﬁ)ﬂ = S(%]) V S(k>])

Frage: Was hat das mit Relationenmatrizen zu tun ?
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Kurzer Exkurs: Robert W Floyd 1936-2001 Il
Highschoolabschluss mit 14, erster Bachelorabschluss mit 17
Floyd hat nie promoviert, ist aber einer der Pioniere der Algorithmik.

Auf ihn gehen z.B. Korrektheitsbeweise von Programmen (Schleifeninvarianten)
zurdck.

Mit 27 wird Floyd auBBerordentlicher Professor an der Carnegie Mellon Universitat.
Mit 32 wird er ordentlicher Professor in Stanford.
Dort rege Zusammenarbeit mit Donald Knuth.

34



