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e Organisatorisches; Einfihrung
e Ersetzungsverfahren: Grammatiken und Automaten
e Rekursionstheorie-Einfihrung

e Komplexitatstheorie-Einfihrung

Gesamtubersicht



Der intuitive Berechenbarkeitsbegriff

Eine (partielle) Funktion f : N*—o—N heiBt berechenbar, wenn es einen Algo-
rithmus, z.B. ein JaAVA-Programm, gibt, der bei der Eingabe (n1, ..., ny)
entweder nach endlich vielen Schritten f(nq, ..., ny) als Ausgabe berechnet und
dann anhalt

(dann ist f bei der Eingabe (ny, ..., ny ) definiert)

oder nie anhalt (f ist nunmehr undefiniert an der Stelle (nq, ..., ny)).



Berechenbarkeitsbeispiele

a) Berechnung der Summe zweier nattrlicher Zahlen m und n
als Funktion f : N2 — N mit f(m,n) = n + m:

import java.util.Vector;
import jJava.math.BigInteger;
class Addition {
public static void main (String args[]) {
BigInteger m=new BigInteger (args[0]);
BigInteger n=new BigInteger (args[1l])
while (n.compareTo (BigInteger.ZERO)
n = n.subtract (BigInteger.ONE) ;
m = m.add (BigInteger.ONE) ;
}
System.out.println(m.toString());

> 0) |

}



Berechenbarkeitsbeispiele
b) Berechnung einer partiellen Funktion f : N—o—N durch folgenden Algorith-
mus:

import java.math.BiglInteger;
class Addition {
public static void main () {
BigInteger n=BiglInteger.ONE;
while (n.compareTo (BigInteger.ZERO) > 0) {
n = n.add(BigInteger.ONE) ;

Was geschieht hier?



Berechenbarkeitsbeispiele
c) Berechnung einer totalen Funktion f : N — N mit

e f(n) =1, falls die Dezimaldarstellung von n ein Anfangsabschnitt der Dezi-
malbruchentwicklung von .t = 3, 1415... ist,

e f(n) = 0 sonst.

z.B.:

f(3) =1 f(314) =1 f(31415) =1 {(31416) =0
£(3141592653589793238462643383279502884197169399) =1
f(3141592653589793238462643383279502884197269399) = 0

Dezimalbruchentwicklung von 7t mit beliebiger Stellenzahl berechenbar:
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Berechenbarkeitsbeispiele
d) Berechnung einer totalen Funktion g : N — N mit

e g(n) =1, falls die Dezimaldarstellung von n als Teilwort in der Dezimalbru-
chentwicklung von 7t = 3, 1415... vorkommt,

e 0 sonst.

Ob diese Funktion berechenbar ist oder nicht, ist nicht bekannt!

Dazu weil3 man heute zu wenig Uber die Zahl 7. Moglich, dass jedes aus den De-
zimalziffern gebildete Wort in der Dezimalbruchentwicklung von 7t vorkommt. . . Wenn
das stimmt, dann ist g die Funktion, die Gberall den Wert 1T annimmt.



Berechenbarkeitsbeispiele
e) Berechnung einer totalen Funktion h : N — N mit

e h(n) = 1, falls die 7 mindestens n mal hintereinander in der Dezimalbruch-
entwicklung von 7t vorkommt,

e ( sonst.

Klar: Entweder ist h konstant Eins oder es gibt ein ny, sodass die Sieben zwar
ngy-mal hintereinander vorkommt, aber nicht ny + 1-mal.

FUr jede dieser Moglichkeiten ist h berechenbar.

Welche Moglichkeit die Richtige ist, ist unbekannt.



Anmerkung: analog zu Teil c) setze fUrr € R

e fr(n) =1, falls n Anfangsabschnitt der Dezimalbruchentwicklung von r ist,

o fr(n) =0, sonst.
Aber:

e Es gibt Uberabzahlbar viele reelle Zahlen...

e Es qgibt nur abzahlbar viele (Java-)Algorithmen...

= Die Dezimalbruchentwicklungen fast aller Zahlen kann man nicht berechnen!

fr ist im Allgemeinen nicht berechenbar!



Churchsche These

Die durch Turingmaschinen berechenbaren Funktionen
(gleichbedeutend: WHILE-/GOTO-berechenbar oder u-rekursiv)
sind genau die im intuitiven Sinn berechenbaren (partiellen) Funktionen auf N.

Beweisbar schwachere Berechenbarkeitsbegriffe liefern sog. LOOP-Programme
(aquivalenter Begriff: primitiv-rekursiv).
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Nochmals: Turingmaschinen
Bisher: Turingmaschinen als Akzeptoren fir Typ-0-Sprachen

Jetzt: Turingmaschinen zur Berechnung von Funktionen
f: E*—o—E* bzw. f : N—0—N
Notwendig: Notation der Zahleneingaben...

e Binarnotation bin(n), z.B. bin(13) = 1101 und bin(0) = 0 oder
Unarnotation: n durch n Zeichen, z.B. 13 durch 1111111111111
Eingabe von Vektoren: mit Trennsymbol (z.B. Blank oder #) zwischen den Zahlen

zu Beginn: Lese-Kopf steht Gber dem ersten Eingabe-Zeichen (von links)
am Ende: Ausgabe steht auf dem Band, Kopf steht links Gber dem ersten Zeichen

11



Der formalisierte Berechenbarkeitsbegriff

Eine Funktion f : E*—o—E™* heil3t Turing-berechenbar, falls es eine determini-
stische Turingmaschine TM gibt derart, dass fir x,y € E* genau dann f(x) =y
gilt, wenn es einen Endzustand s’ € F und Worte u, v gibt mit

sox Fhy  us'v

und y das langste Prafix von v Uber E ist.

Eine Funktion f : Nk—o—N heift Turing-berechenbar, falls es eine deterministi-
sche Turingmaschine TM gibt derart, dass fir nq, ..., N, m aus N genau dann
f(nq,...,n) = mgilt, wenn es einen Endzustand s’ € F und Worte u, v gibt mit

sobin(ng)Obin(n,)0...Obin(ry) Fhpq us'v

und bin(m) das langste Prafix von v tber {0, 1} ist. Dabei sei bin(n) die Binar-
darstellung von n.
12



Beispiele

a) Wir haben bereits friher gesehen, dass die folgende Nachfolger-Funktion S
(bezuglich der Binardarstellung) berechenbar ist:

fn) =SM) =n+1

b) Die nirgends definierte Funktion f : Nc—o—N ist ebenfalls berechenbar.
Passende Turingmaschine:

— Startzustand sy,

— Endzustand s; # sy,

— Ubergange 6(sg, a) = (sp,a,N) fliralle a € A
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Nachtrag Formale Sprachen 1

e Typ-0-Sprachen = Sprachen, die von n.det. TM erkannt werden.
e n.det. TM durch det. TM simulierbar
e d.h. List vom Typ 0, wenn es eine det. TM gibt mit L = L(TM)

Dabei: x € L(TM) & von spx ist us¢v mit s¢ € F erreichbar.

Verhalten der TM nach Erreichen von s fir Akzeptieren unwichtig!

Daher: Turingmaschinen so definiert, dass sie nach Erreichen eines Endzustandes nicht weiter-
rechnen (kGnnen).

Jede TM ist so modifizierbar, dass sie nur mit ...Os¢O... akzeptiert...

~» Satz: Eine Sprache L ist genau dann vom Typ 0,

wenn die folgende Funktion g : E* — E* berechenbar ist:

(x) = A firx € L
9= undefiniert fiir x ZL
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Nachtrag Formale Sprachen 2
Bei x ¢ L(TM) wird nie ein Endzustand s erreicht, mégliche Griinde:

1. Die Maschine rechnet endlos oder

2. die Maschine ‘bleibt stecken’
(d.h. zu s und a kein Ubergang 6(s, a) definiert)

Fall (2) vermeidbar mit Modifikation &’ von &:

e neuer Zustand sy mit &’(s, a) = (s, a,N) firalle a € A
e 0/(s,a) = (s, a,N), falls 6(s, a) nicht definiert (fliir s € S\ F)

~» Satz: Eine Sprache L ist genau dann vom Typ O,
wenn es eine deterministische Turingmaschine gibt,
die genau bei den Wértern aus L (als Eingabe) anhdlt.
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Mehrband-Turingmaschine M TM

e mit k > 1 Bandern und Schreibkdpfen
e alle Schreibkdpfe kdnnen unabhangig voneinander operieren
e Ubergangsfunktion 5: S x Ak — S x Ak x {L, R, N}k

e Definition von Konfiguration und Ubergangsrelation passend dazu...

Satz: Zu jeder Mehrbandmaschine M TM gibt es eine Einbandmaschine TM,
die dieselbe Sprache akzeptiert, bzw. dieselbe Funktion berechnet.
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Beweisidee fur die Simulation von Mehrbandmaschinen
Gegeben: Mehrbandmaschine MTM mit k Bandern (1 bis k) und Arbeitsalphabet A.
Aufgabe: Konstruiere Turingmaschine TM, die M TM simuliert:

Schreib-Leseband der TM in 2k Spuren (1 bis 2k ) unterteilt
Spur 2i—1 enthélt Inhalt von Band i der MTM
Spur 21 hat an genau einer Stelle das Zeichen x, ansonsten nur Blanks.

Das Zeichen x zeigt an, dass der Lese-Schreibkopf des i-ten Bandes der
MTM gerade an dieser Stelle steht.

Kopf der TM testet alle Kopfpositionen der MTM nacheinander

Neues Arbeitsalphabet A’ = A U (A U {x})2k.

17



Arbeitsweise der Einband-TM

e Gestartet wird mit der Eingabe aq...an € E*.

e Zunachst erzeugt TM die Startkonfiguration von M TM.:
— Eingabewort aq...an auf Spur 1
— alle anderen ungeraden Spuren sind leer
— alle geraden Spuren haben x unter dem Lese-Schreibkopf

e In Spuren unterteilter Bereich des Bandes ist in Blanks eingeschlossen
= TM kann stets durch Lauf Uber alle beschriebenen Zellen Information
uber den nadchsten Schritt den MTM sammeln und ihn simulieren

e jeder Einzelschritt der MTM wird durch mehrere (=viele) Schritte der TM
simuliert.
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Vorteile von Mehrbandmaschinen

e Jedes Band stellt ein unendlich langes Register dar.

e Besitzt eine Maschine nur eines dieser Bander, ist sie meist damit beschaf-
tigt, auf diesem Band hin- und herzufahren...

e Mehrbandmaschine: Daten auf Bander verteilt, mit leichterem Zugriff

Z.B.: Simulation einer Einbandmaschine mit k-Band-TM auf Band i ohne Ande-
rung der anderen Bander:

Ubergangsfunktion dazu z.B. statt 6(s,c) = (s’, d, R) jetzt
5'(s,aq, ., Cy ooy ay) = (s, aq, ..., d,y ooy @, Ny oy Ry N
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Programmieren mit Turingmaschinen

Erinnerung: Inkrementieren von Zahlen mit Einbandmaschine

e Analog M TM, die Inhalt von Band 1 inkrementiert
Schreibweise: Band i := Band i + 1

e Analog: M TM, die Zahlen dekrementiert,
d.h. aus n>0 wird n—1, Dekrement von 0 sei wieder 0
Schreibweise: Band 1 :=Band 1 — 1

e Weitere naheliegende Abkirzungen: Band 1 := 0 und Band 1 := Band j

Hier Verzicht auf Angabe der Turingtabellen!

20



Programmieren mit Turingmaschinen
Hintereinanderschaltung von Turingmaschinen:
Gegeben

M] — (S1>E>A]>61>SO1>D>F])

MZ — (SZ) E) AZ) 62) S02) D) FZ)

O.B.d.A. S] M SZ =
Schreibweise: M1; M, flr

M = (S] U Sz,E,A] UAz,é,SO],D,Fz)
mit
0 =01 UdyU{((s,a),(sp2,a,N))[sf€Fy,aec Ay}

(Hier: Ubergangsfunktionen als Relationen iber kartesischen Produkten)
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Beispiel: Die durch

Bandi:=Band i+ 1;
Band i:=Band1i+ 1;
Bandi:=Band 1+ 1

beschriebene Maschine realisiert die Operation ‘Band i := Band 1 4 3’.

Alternative Darstellung durch gerichteten Graphen, der Befehle wie “Band i :=
Band 1 + 1”7 als Knotenbeschriftungen tragt.

Hiermit lassen sich auch bedingte Verzweigungen leicht notieren, wenn man
Endzustande als Kantenbeschriftungen zulasst.

22



Bedingte Verzweigungen

Beispiel: Test, ob 0 (als Zahl) auf dem Band steht, und bedingte Verzweigung
Band = 0?

Zustandsmenge S := {sy, s1,ja, nein}
Endzustande ja und nein
Arbeitsalphabet A = {0, 1, 0O}.
Ubergangsfunktion:

d 1 0 O
SO (ﬂ@iﬂ,],N) (S]>O>R) (j(l,D,N)
ST (Tl@i.Tl,],L) (31)O>R) (ja>D)L)

Analog: Band i = 0?
23



Schleifen

Simulation einer WHILE-Schleife:

WHILE Bandi #0 DO M

kann man durch wie soeben beschriebenes Testen realisieren,
gefolgt von moglichen Ausfihrungen von M
und nochmaligem Testen der Bedingung.

Somit haben wir die Grundbestandteile des imperativen Programmmierparadig-

mas beisammen:
Zuweisungen, Hintereinanderausfihrung, bedingtes Verzweigen und Schleifen
~» starkt Gefuhl, dass TM Berechenbarkeit “richtig” modellieren
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LOOP-Berechenbarkeit

Syntaktische Grundbausteine von LOOP-Programmen:

e Variablen: xo x1 x2 ...

e Konstanten:012...
(also fUr jede naturliche Zahl eine Konstante)

e Trennsymbole und Operationszeichen: ; = + —
e SchlUsselwdrter: 1LOOP DO END

LOOP-Programme sind dann:
e Jede Wertzuweisung x; := x; + c und x; := x; — c ist ein LOOP-Programm.

(Achtung: kleinste Zahl ist die Null, also modifizierte Subtraktion)

e Sind P; und P, LOOP-Programme,
dann auch Py; P

e |Ist x; Variable und P LOOP-Programm,
dann auch LOOP x; DO P END

e Weitere Konstruktionen sind nicht zugelassen.
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Semantik von LOOP-Programmen

e Die Werte der Variablen x; sind (beliebig) aus N.

e Bei x; := x5 + c erhalt x; den Wert x; + ¢
analog zu Ublichen Programmiersprachen...

e Bei x; := x; — c erhalt x; den Wert x;—c, falls x; > c,

ansonsten den Wert 0. (Damit bleiben alle Werte in N.)
e Bei Py; P, wird erst Py ausgefuhrt, dann P,.

e Bei LoOP x; DO P END wird das Programm P so oft ausgefuhrt, wie der
Wert von x; zu Beginn, also beim vor dem ersten Schleifeneintritt, angibt.
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LOOP-Berechenbarkeit

Eine Funktion f : N — N heiBt LOOP-berechenbar, falls

es ein LOOP-Programm P gibt, so dass P,
gestartet mit nq,...,ny aus N in den Variablen x, ..., xy
und O in allen anderen Variablen

mit dem Wert f(nq,...,ny) in der Variablen x stoppt.
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LOOP-Berechenbarkeit: Beispiele 1

e Zuweisung 'x; := x3. durch 'x; := x; + 0’ mit der Konstanten ¢ = 0
e Zuweisung 'x; := ¢’ durch 'x; :=xy + ¢’

far eine Variable x;., die immer Wert 0 hat.
e Bedingte Ausfihrung 'IF x, =0 THEN Q END’ durch

y:=1;
LOOP X DO y:=0 END;
LOOP y DO Q END

mit einer ansonsten nicht benutzten Variablen y.

e Bedingte Ausflhrung 'TF x, =0 THEN Q ELSE R END’
als Ubungsaufgabe...

28



LOOP-Berechenbarkeit: Beispiele 2

e Additionen 'x; := x; + x’ Miti # j:
Xi = Xk

LOOP xj DO xi:=x;+ 1 END

Spezialfall xy :=x7 + %"
berechnet Addition als Funktion + : N? — N.

e Der Fall i =j, d.h. 'x; := x; + %y, ist sogar noch einfacher:

LOOP X DO xj:=x%;+ 1 END

Subtraktion "x; := x; — xy: @hnlich...
(wieder mit Wert 0 bei x; < xy)
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LOOP-Berechenbarkeit: Beispiele 3

e Multiplikationen "x; := x; - X}

X{ = 0;

LOOP Xj DO Xj:=Xi+ Xy END

was wiederum nur eine Abklrzung ist fur

X{ = 0;

LOOP X; DO

LOOP X DO xi:=x{+ 1 END
END
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LOOP-Berechenbarkeit: Beispiele 4

e Die Signum-Funktion sg : N — N mit

sq(x) = 1 falls x > 0
9= 0fallsx = 0

xo = 1;

ist realisierbar tber:
IF x1 =0 THEN xp:=0 END

e Inverse Signum-Funktion sg(x) := 1 — sg(x) ahnlich ...

e Die Gleichheits-Funktion se(x,y) mit

se(x,y) = I fallsx =y
YT Ofalls x # y

kann tber die Funktionen sg und sg realisiert werden.



LOOP-Berechenbarkeit: Beispiele 5

e Ganzzahldivision x; := x; DIV xj mit xj > O:
Dazu zunachst 'IF xx < x; THEN Q END’ Uber

X0 = Xk — Xjs
X1 = 5g(xo);
LOOP X; do Q END

Damit erhalten wir *x; := x; DIV %y durch:

Xi = 0;

LOOP x; DO
IF Xk <Xj; THEN Xxq:=X;+ 1 END;
X5 =Xy — Xks

END

e Zur Ubung realisieren Sie z.B. die Modulo-Funktion MOD als LOOP-Programm (wird spéater
noch benotigt...).
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