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LOOP-Berechenbarkeit; Nachtrag 1

Anmerkungen:

1. alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total:
Jedes LOOP-Programm halt auf jeder Eingabe!
(Beweis: Induktion Uber den Aufbau der LOOP-Programme...)

2. Es qgibt also Turing-berechenbare Funktionen,
die nicht LOOP-berechenbar sind...

3. Sogar: Nicht einmal jede fotale Turing berechenbare Funktion
ist LOOP-berechenbar...



LOOP-Berechenbarkeit; Nachtrag 2

Weitere Ubung: Cantor’sche Bijektion (Paarfunktion)

Sowohl die Bijektion von Nx N — N als auch die
Uy = y+ Y i = y+(x+y)(x+y +1)  einzelnen Komponenten (Projektionen) p1, 1, :

2 N — Nmitz = (pi(z),p2(z)) sind LOOP-
1<x+y
berechenbar:
() [0 T 123 14]5]... Berechnung von y + Zi§x+yi benotigt i.W.
0 0] 259 14]720]... LOOP-Schleife mit Additionen;
T T4 8 [13[19[26]... i di ilt:
5 L AR A flr die Komponenten p;(z), p2(z) qilt:
3 6 (1T [ 17 [24[32[4T|...
q T0 [T6 231314050 ... e Suche (von k = 0,...,z) nach gréBtem k
5_ 15 2_2 3_0 3_9 4_9 6_0 mit 3 ;. 1 <z (also: k = pi(z) + pa(z)).
| e Dannpy(z) =z—) ;i
Folg.: Es gibt nur abzahlbar viele ration. Zahlen. und pi1(z) = k —p2(z).



Erweiterung der LOOP-Programme zu WHILE-Programmen:

e Jedes LOOP-Programm ist ein WHILE-Programm.

e FUr jede Variable x; und jedes WHILE-Programm P ist auch
WHILE x; #0 DO P END
ein WHILE-Programm.

Semantik der WHILE-Schleife:
P wird so oft ausgefuhrt, bis der (sich andernde!) Inhalt von x;
zu Beginn des Schleifenrumpfes P den Wert 0 hat.



WHILE-Berechenbarkeit

Eine Funktion f : N—o—N heiBt WHILE-berechenbar, falls

e es ein WHILE-Programm P gibt, so dass P

e gestartet mit nq,...,ny aus N in den Variablen x1, ..., Xy

e und 0 in allen anderen Variablen

e mit f(nq,...,ny) in xp stoppt, falls f(ny, ..., ny ) definiert ist,

e und nie stoppt, falls f(ny, ..., ny) nicht definiert ist.



WHILE vs. LOOP

Bei WHILE-Programmen kann man auf die LOOP-Anweisung sogar komplett

verzichten, 'LOOP Xj DO P END’ wird simuliert durch

Xk = Xj;

WHILE X #0 DO X :=x,—1; P END
Dabei sei x;. eine Variable, die im Programm P nicht verwendet wird.
Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind WHILE-berechenbar.
Die Umkehrung gilt nicht, z.B. fir die partielle Funktion f mit

f(x) = 42 fallsx =0
"] undefiniert fallsx >0

f ist sicher nicht LOOP-, aber WHILE-berechenbar:

WHILE X1 #0 DO x1:=%1+1 END; xo:=42



WHILE vs. LOOP

Es gibt sogar totale Funktionen, die nicht LOOP-, aber WHILE-berechenbar sind,
z.B. die Ackermann-Funktion. Vereinfachte Definition:

a(0,m) = m+1
am+1,0) = a(n,1)
am+1,m+1) = a(n,an+1,m))
Werte von a(n, m):
n/m|o0] 1 | 2 | 3 | 4 | -
1 2 3 4 5 6 m+2
2 3 > / ? 11 2m+3
3 5 13 29 61 125 8. 2m—3
4 13| 65533 | 269536 —3 & 2. 1017728 | a(3,2%53¢ —3) | a(3,a(4,3)) 273
(m + 3 Terme im Turm)

a(n, n) wachst schneller als jede LOOP-berechenbare Funktion.
Die Inverse « hiervon ist “praktisch konstant”, z.B. fir UNION/FIND-Algorithmus Abschatzung.
Originalarbeit von W. Ackermann siehe doi:10.1007/BF01459088.



Vergleich WHILE-Programm mit Mehrband-Turingmaschinen 1

e Per Induktion Uber Aufbau von WHILE-Programmen und unter Benutzung
der Grundprogrammierbausteine fur MTMs folgt:
FUr jedes WHILE-Programm gibt es eine MTM, die die gleiche Funktion
berechnet.

e Hierbei: Verwende pro benutzter Variable x; ein eigenes Band 1 der MTM,
nutze die bereits betrachteten MTM-Konstruktionen

~» Satz: Jede WHILE-berechenbare Zahlenfunktion ist Turing-berechenbar.



Vergleich WHILE-Programm mit Mehrband-Turingmaschinen 2
Zu zeigen: Satz: Turing-berechenbare Zahlenfunktionen sind WHILE-berechenbar.

Gegeben Turingmaschine
™ = (S) E>A) 6) S0, D>F)
zur Berechnung einer Zahlenfunktion f.

TM wird durch WHILE-Programm aus drei Teilen simuliert:

1. Eingabe ny,...,n fr f wird in drei Zahlen x,y, z umgerechnet, die die Startkonfiguration

der TM darstellen,
X, Y, z werden dabei in Variablen gespeichert!

2. Die Berechnung durch TM wird Schritt fiir Schritt durch entsprechende Anderung der drei
Zahlen x,y, z nachvollzogen.

3. Aus den Zahlen x,y, z, die die Endkonfiguration beschreiben, wird der Ausgabewert extra-
hiert und in x gespeichert.
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Vergleich WHILE-Programm mit Mehrband-Turingmaschinen 3 Details
Essei S ={sp,..., sy und A ={ay, ..., am}.

Wahle b € Nmitb > m.
Beschreibe eine Konfiguration

Cli ...Clip Sl ah...a]-

1
durch drei Zahlen x, y, z:

q

x=11..plp Y=~0q-d1)p z=1

P
(1. dp)p =Y ip-bP!
=1

~» Notiere Worte als Zahlen zur Basis b.

Wichtig: Bei y ist die Reihenfolge der
Ziffern vertauscht!
e x: Bandinschrift links des Lese-

Schreibkopfes

e y: Bandinschrift rechts des Lese-
Schreibkopfes,
inklusive dem Zeichen unter dem
Kopf

e z: aktueller Zustand der TM
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Vergleich WHILE-Programm mit Mehrband-Turingmaschinen 4 Details

Simulation der Schritte der TM durch Wiederholung einer grof3en Verzweigung:

WHILE Zustand s ist kein Endzustand DO
Bestimme Zeichen a unter dem Kopf;
IF (s=sSp) und (a=aj):
simuliere 8(sp,a1) in x,y,z;
ELSE IF...

ELSE IF (S =S8x) und (a=dam):
simuliere 8(sy,am) in x,y,z;
END WHILE;
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Vergleich WHILE-Programm mit Mehrband-Turingmaschinen 5 Details

e Bestimmung des Zeichens a durch Berechnung der Zah/ 'y MOD b’
e Vergleich ‘a = a;’ entspricht Test 'y MOD b =j’

e \ergleich ‘s = s;” entspricht Test 'z =1'.

Insgesamt (k+1) - m verschiedene Falle:

e fur k+1 Zustande s und

e fUr m Symbole a im Arbeitsalphabet A (unter dem Kopf).
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Simulation der Ubergangsfunktion 5(s;, a;) = (s;/, a;j, B)

Erstellung der Folgekonfiguration in den Variablen x, z, y

e Variable fur z direkt passend fur Zustand s;; andern,

Hier nur B = L bei x # 0 als e a; als neues letztes Zeichen in y vermerken (statt a;) und

Beispiel:

e letztes Zeichen aus x in y Ubertragen (Kopf nach links!)
z:=1; e beix=0statty:=b*xy+ (x MOD b) nuny :=bxy+jo
y:=y DIV b; (bei a5 = O)
y:=bxy+j’
y:=bxy+(xMODD); | Ergter Teil (Kodierung der Eingabe)
x:=x DIV b; und dritter Teil (Extraktion der Ausgabe):

i.W. analog...

Als Folgerung aus der Konstruktion ergibt sich:

Satz: (Kleenesche Normalform fur WHILE-Programme)

Jedes Turing-Programm kann durch ein WHILE-Programm mit nur einer einzigen
WHILE-Schleife berechnet werden.
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Worter und Zahlen

Sei E ={eq,ey,...,en} ein endliches Alphabet.

Definiere Bijektion v : N — E* durch Sortieren (liefert Langenlexikographische
Ordnung).

e Worter in E* nach Lange sortiert

e Worter gleicher Lange alphabetisch sortiert

T2|...|n |ntl|n+2 | ... | n°4n | n“+n+l
e1 | €| ... | en | €1€ eijex | ... €nén €1€1€1

2
=
> O
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Wort- und Zahlfunktionen

e Ist f : N—o—N einstellige Zahlfunktion,
so ist I'(f) :=v o f ov—! eine Wortfunktion:

.
M) =vofov ' :E* Y N—b— N s E*

e Ist g: E*—o—E™* eine Wortfunktion,
so ist A(f) =~v—! o g o v einstellige Zahlfunktion

e EsistAol(f)=v 1o (Vofov_]) ov =fundanalog "o A(g) = g.

= A und I" definieren Bijektion zwischen:
Menge aller Zahlenfunktionen f : N—o—N und
Menge aller Wortfunktionen g : E*—o—FE*.
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Berechenbare Wort- und Zahlfunktionen

Satz:

1. Ist f : N—o—N eine (Turing-)berechenbare Zahlfunktion, so ist vo f o v
eine (Turing-)berechenbare Wortfunktion.

2. Ist g : E*—o—E* eine (Turing-)berechenbare Wortfunktion, soistv—1 o go-v
eine (Turing-)berechenbare Zahlfunktion.

17



Beweis von (1):

e Sei f : N—o—N berechenbare Zahlfunktion.

e Betrachte entsprechende Turingmaschine TM.:

TM berechne aus bin(n) den Wert bin(f(n))
(fGr n aus dem Definitionsbereich von f)

e Aufgabe: konstruiere Turingmaschine TM,
die aus w das Wort v o f o v—1(w) berechnet,
(fir w im Definitionsbereich von v o f o v~ 1)

18



Vorgehensweise von TM':

e Erst aus Wort w das Wort bin(v—'(w)) bestimmen
e Auf bin(v~'(w)) die Turingmaschine TM anwenden.

e Auf (binar kodiertes) f(v~'(w)) wiederum v anwenden,
mit Resultat v(f(v~"(w))).

e Das Ganze geht mit Turingmaschinen, da die Funktion, die Wérter w auf bin(v='(w))
abbildet, sicher berechenbar ist, ebenso ihre Umkehrung.

Beweis von (2): analog...

~» Berechenbarkeitsbegriffe fir Zahlen / fur Worter gleichwertig.
~» Church(-Turing) These fir Wortfunktionen

Im Folgenden auch analog Funktionen N—o—E* und E*—o—N verwendet...
19



Wieviele berechenbare Funktionen gibt es?

Satz: Die Menge aller von Turingmaschinen berechneten Funktionen Uber einem
gegebenen Alphabet E ist abzahlbar, es gibt zu jedem E eine totale Funktion h
mit Definitionsbereich {0, 1}*, deren Bild alle(!) berechenbaren Funktionen g :
E*—o—E* umfasst.

Konstruiere dazu Liste aller Turing-berechenbaren Funktionen, beispielsweise wie folgt:

e Beschrankung auf deterministische Turingmaschinen TM. = (S, E, A, 8, sp, O, F)
e Festes Alphabet E mit {0, 1,#} C E

e (s, a) undefiniert fir alle a € A und Endzustande s € F

d(s, a) definiert flir alle a € A und Nicht-Endzustande s ¢ F

e Falls bei Eingabe w mit Konfiguration ussv halt:

frm(w) := das lingste Prifix € E* vonv

20



Fortsetzung der Konstruktion O.B.d.A.:

e S —={sg,s1,...,sn} mit Startzustand s,
e Endzustande am Listenende: F = {s_c11,...,Sn} Mit e = |F|
o A:{(l(),(l],...,(lk}

° ECAmitE:{ao,a1,...,a1_1}f0r1:\El
e O—=aqayfireind

Ubergange der Form *5(s;, a;) enthilt (s¢, am, B)" beschreibbar durch
Aij = ##bin(i)#bin(j )#bin(t)#bin(m)#bin(b)
mtb=0,wennB=L,b=1,wennB=Nundb =2, wenn B = R.

= TM beschreibbar durch n, e, k, 1, d und Angabe der &(s;, a;),
d.h. als Wort Gber {0, 1, #} in folgender Form:

bin(n)#bin(e)#bin(k)#bin(l)#bin(d)#Ago...An—cx

Codiere z.B. 0 — 00, 1 +— 01 und # +— 11
= jede Turingmaschine durch ein w € {0, 1}* beschreibbar.

21



Ziel: Aufzahlung aller berechenbaren Wortfunktionen, dazu

e Zujedemw € {0, 1}* definiere M,, durch

M. M, falls w eine Beschreibung der Maschine M ist .
W M sonst

e Dabei sei M"4 beliebig gewahlt, z.B.
Mud = ({SO) 81}3 E) EU {D}> 6) 0, {81})
mit 5(sg, a) = (sp, a, N) fur a € A (d.h. M4 halt nie an...)

e h,, seidie von M,, berechnete Wortfunktion.

= w ist 'Programm’ fir die Funktion h,, : E*—o—FE*

— Abbildung w — h,, ist 'Programmiersprache’

22



Notationen

Sei E ein Alphabet.
Eine Notation (Programmierspracheninterpretation) fur die berechenbaren Funk-
tionen g : E*—o—E* ist eine surjektive Funktion

h':{0,11* — { berechenbare Wortfunktionen iiber E*}

e Jedem w € {0,1}* (also jedem Programmtext) wird eine berechenbare
Wortfunktion zuordnet.

e Zu jeder berechenbaren Wortfunktion g gibt es ein Wort w € {0, 1}* der-
art, dass h'/(w) gerade die Funktion g ist. Jedes solche g lasst sich also
programmieren.

Wir schreiben oft auch h/, fir die Funktion h/(w).
23



Zwei wichtige Eigenschaften von Notationen

utm-Eigenschaft (universelle Turingmaschine)
Die Wortfunktion, die Woérter wix fiir w € {0, 1}* und x € E* auf h/,(x) abbildet,
ist berechenbar.

smn-Eigenschaft (Projektion)
Ist g : E*—o—E* eine berechenbare Wortfunktion, so gibt es eine totale bere-
chenbare Wortfunktion r derart, dass fir alle x € {0, 1}* und alle y € E* qilt:

g(x#y) = h;(x) (y)

Beachte: Paare von Woértern x#y lassen sich bijektiv mit der Cantorschen Paar-
funktion und v bzw. v—1 auf Wérter bzw. Zahlen abbilden.
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Satz: Die von uns oben definierte Funktion h, die jedes Wort w aus {0, 1}* auf eine berechenbare
Funktion h,, : E*—o—E* abbildet, ist eine Notation der berechenbaren Wortfunktionen.

h hat zudem die utm-Eigenschaft und die smn-Eigenschatft.

Beweis: Nach Konstruktion ist h Notation der berechenbaren Wortfunktionen:
e h,, ist berechenbare Funktion flr jedes w.
e Jede (normierte) Turingmaschine wird durch ein w kodiert.

Zur utm-Eigenschaft: Bilde universelle Turingmaschine U wie folgt:

e Bei Eingabe w#x bestimmt U die von w codierte Maschine M (d.h. direkt M = M,, oder
aber M = M+d)

e Danach simuliert U die Maschine M auf der Eingabe x

fy ist dann die fur die utm-Eigenschaft notwendige Funktion!

25



Zur smn-Eigenschaft
Zur berechenbaren Wortfunktion g : E*—o—LE* sei M, fixierte TM, die g berechnet.
Betrachte eine Turingmaschine R, die wie folgt arbeitet:

e R liest ihre Eingabe x und modifiziert dann (eine Codierung von) My zu (der Codierung
einer TM) M} mit folgender Arbeitsweise:

Bei einer Eingabe y schreibt M zunachst das Wort x# links vor das Wort y und
arbeitet dann weiter wie M.

e x wird dabei in der Zustandsmenge von Mj codiert.
e R erzeugt dann als Ausgabe eine Codierung von M.
e M, wird in der Zustandsmenge von R codiert.

R erzeugt also aus einer Eingabe x (die Codierung von) My mit

Mt (Y) = Tm: (y) = fm, (xify) = glx#y)
fr ist also das in der smn-Eigenschaft geforderte (totale!) r.
26



Erinnerung

Berechnung der Summe zweier nattrlicher Zahlen m und n
als Funktion f : N2 — N mit f(m,n) = m + n:

import java.util.Vector;
import jJava.math.BigInteger;
class Addition {
public static void main (String args[]) {
BigInteger m=new BigInteger (args[0]);
BigInteger n=new BigInteger (args[1l]);
while (n.compareTo (BigInteger.ZERO)
n = n.subtract (BigInteger.ONE) ;
m = m.add (BigInteger.ONE) ;
}
System.out.println(m.toString());

> 0) |

27



Anwendung der smn-Eigenschaft in JAVA

Betrachte Funktion zu Addition zweier Zahlen in JAVA (s.0.),
wende smn-Eigenschaft flr ersten Parameter m an:

class SMN {
public static void main(String args[]) {
System.out.println ( import java.util.Vector; );
System.out.println ( "import java.math.BigInteger; );
System.out.println("class Addition {)
System.out.println (
System.out.println(”BigInteger m=new BigInteger (\”"

+ args[0] + “\”);" );
System.out.println ("BigInteger n=new BigInteger (args[0]); "~
System.out.println ("while (n.compareTo (BigInteger. ZERO)>0){
System.out.println("n = n.subtract (BigInteger. ONE),
System.out.println("m = m.add (BigInteger.ONE); "~
System.out.println(7}7);
System.out.println (’ Sy m.out.println(m.toString());");
System.out.println ("}~
System.out.println("}"

I

"public static void main(String args[]){")
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Veranschaulichungen der Eigenschaften

Universelle Turingmaschinen sind Interpreter, die bei Eingabe einer Notation ei-
ner berechenbaren Funktion f (also z.B. einem JAVA- oder Turingmaschinenpro-
grammtext fir f) und dessen Argument x den Wert von f(x) ausrechnet.

Die smn-Eigenschaft hat eher was mit Compilern zu tun:

Bei Eingabe der Notation einer berechenbaren Funktion f wird ein JAVA-Programm
erzeugt, das bei Eingabe von x den Wert f(x) ausrechnet.

Das vorige “Anwendungsbeispiel” funktioniert sogar etwas wortlicher!

Dies entspricht dem “Currying” in funktionalen Programmiersprachen wie ML
oder Haskell.
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Eine typische Aufgabe

Zu zeigen ist: Es existiert eine totale und berechenbare Funktion g: N? 5 N, so
dass flri,j,x € N gilt: hg(i,j)(x) = hy(x) + hy(x).

Erinnnere Cantorsche Paarfunktion (-, -).

Definiere U((i,]), x) = hi(x) + hy(x).

1 ist berechenbar wegen utm-Eigenschatt.

Nach dem smn-Theorem gilt: h@(ﬁ,i})(x) = 1 ((i,j), x) flr totale und berechen-
bare Funktion §: N — N,

aus der das gesuchte g sich mit der Inversen der Cantorschen Bijektion ergibt.
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Vergleichbarkeit von Notationen
Eine Notation h'/ ist in eine Notation h' (ibersetzbar, wenn es eine totale(!) be-
rechenbare Wortfunktion (Ubersetzungsfunktion) w : {0,1}* — {0, 1}* gibt mit
h/l(x) = hﬁ(w)(x) fir alle w € {0,1}* und x € E*, d.h. h/}, = hﬁ(w)'

Jedes 'Programm’ w der 'Programmiersprache’ h’/ kann also dann automatisch
in ein 'Programm’ der 'Sprache’ h/ (ibersetzt werden.

Notationen h/ und h'/' heiBen dquivalent, wenn man jede in die andere Uberset-
zen kann.

Satz: (Aquivalenzsatz von Rogers) Eine Notation h’ fir die berechenbaren Wort-
funktionen ist genau dann zu der von uns definierten Notation h aquivalent, wenn
sie die utm-Eigenschaft und die smn-Eigenschaft hat.
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Beweisrichtung =
Sei h wie oben und sei h' weitere aquivalente Notation fir berechenbaren Wortfunktionen.

(a) utm-Eigenschaft fir h: f;, mit f;,(w#x) := h,,(x) ist berechenbar.
Definiere f/ durch f/(w#x) := fi,(u/(w)#x)
~» f’ berechenbar und

M (%) = My (x) = fr(u'(w)tx) = f'(wix)

D.h. f/ zeigt utm-Eigenschaft fir h'.

(b) Sei g : E*—o—E* irgendeine berechenbare Wortfunktion.
smn-Eigenschaft fir h: r mit h, ) (y) := g(x#y) ist berechenbar
Dann ist u o r berechenbar (und total) mit

g0#Y) = My (Y) = higr0 (Y)

D.h. h/ hat auch die smn-Eigenschaft.

32



Beweisrichtung <:
h' besitze ebenfalls die utm- und die smn-Eigenschaft:

utm-Eigenschaft fir h: f;, mit fy, (w#x) = hw(x) berechenbar

Wende smn-Eigenschaft fir h' auf f}, an, mit entsprechendem r':

hw(x) = fr(wix) = h{,,(w)(x)

Damit Ubersetzung von h nach h’/ mit r’
Analog: utm-E. fiir h/ und smn-E. fir h = h'in h Ubersetzbar.

Damit: h und h' &quivalent!
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Ein Ersatz fur smn

Satz: Eine Notation h' fir die berechenbaren Wortfunktionen ist genau dann zu der von uns
definierten Notation h aquivalent, wenn sie die utm-Eigenschaft und die folgende Eigenschaft
(effektive Komposition) hat:

Es gibt eine totale berechenbare Wortfunktion r : {0, 1}*#{0, 1}* — {0, 1}* derart,
dass fir alle v,w aus {0, 1}* und alle x aus E* gilt:

(R (%)) = i (x)

T bestimmt also aus zwei 'Programmen’ v, w ein 'Programm’ r(v#w) flr die Komposition der
Funktionen h), und h/,.

(Ohne Beweis.)

e Alle 'verninftigen’ Notationen der berechenbaren Wortfunktionen sind aquivalent
(mit 'vernlnftig’ = 'utm+smn’ = "'utm+effKomp’ )

e Jede zu h aquivalente Notation heil3t Standardnotation.
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