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Organisatorisches

Vorlesungen FR 12.15-13.45 im F59
Vorschlag: 12.25-13.55 ab 2. Semesterwoche

Ubungsbetrieb in Form von einer Ubungsgruppe

BEGINN: als Sprechstunde in der ersten Semesterwoche

FR 14.00-15.30, F 59

Dozentensprechstunde DO 13-14 in meinem Blro H 410 (4. Stock)

Mitarbeitersprechstunde (Stefan Gulan) DO 13-14 H 413

Tutorensprechstunde (Martin Puppe) DO 13-14 H 407



Benotung

Die Note ergibt sich ausschlief3lich aus der gezeigten Leistung bei der Abschluss-
prufung.

Die Abschlussprifung erfolgt mundlich (n.V.); unterschiedlicher Umfang fur BEd
bzw. BSc.-Studenten.



Zulassungskriterien
Um an der Abschlussprifung teilnehmen zu dirfen, wird vorausgesetzt:

(1) Mindestens zweimaliges erfolgreiches Vorrechnen von Hausaufgaben sowie
(2) 40% der Hausaufgabenpunkte (Zweier-/ Dreiergruppenabgabe mdglich) so-
wie

(3) Bestehen der Zwischenklausur.



Abgabe von Hausaufgaben
Diese sollte in Gruppen zu 2-3 Personen erfolgen.

Abgabeschluss ist Ml 14 Uhr, im mit GTI 2 beschrifteten Kasten im 4. Stock vor dem gemeinsa-
men Sekretariat von Prof. Naher.

Verspatete Abgaben gelten als nicht abgegeben und werden dementsprechend mit 0 Punkten
bewertet

In der darauffolgenden Ubung (am Freitag) werden die korrigierten Ldsungen zuriickgegeben.
Wir nutzen die Zeit (i.d.R. zwei Tage) auch dazu, uns die Namen derjenigen herauszusuchen,
die gewisse Aufgaben dann vorzurechnen haben.

Wer die Aufgaben auf Aufforderung nicht erlauternd vorrechnen kann, bekommt die durch
Hausaufgabenabgabe erzielten Punkte flr das gesamte Aufgabenblatt abgezogen.
Selbstverstandlich gilt das Vorrechnen dann nicht als “erfolgreich” im Sinne der vorigen Folie.
Sollte ein Vorrechnen nicht erfolgreich sein, wird i.d.R. ein weiterer Studierender Gelegenheit
zum Vorrechnen bekommen.

Die Losungen sind handschriftlich anzufertigen; weder Schreibmaschinen- noch Computeraus-
drucke werden akzeptiert, erst recht keine Kopien.



Probleme ? Fragen ?

Klaren Sie bitte Schwierigkeiten mit Vorlesungen oder Ubungen méglichst um-
gehend in den zur Verfigung gestellten Sprechzeiten.

In der Tutorensprechstunde stehen lhnen (alternierend) Studenten hoherer Se-
mester zu Ruckfragen bereit.

Wir helfen Ihnen gerne!
... wir sind aber keine Hellseher, die Ihnen |hre Schwierigkeiten an der Nasenspitze ansehen. ..



Chomsky-Hierarchie | Eine Chomsky-Grammatik G = (N, T, P, S) heiBt

e Typ-3-Grammatik oder rechtslinear,
wenn alle Produktionen von einer der Formen A — w oder A — wB sind
(weT*A,B € N).

o Typ-2-Grammatik oder kontextfrel,
wenn alle Produktionen von der Form A — y sind (mity € (NUT)*, A € N).

o Typ-1-Grammatik oder kontextsensitiv,
wenn alle Produktionen von der Form «Ap — «yp sind (mit A € N,

o, B,y € (NUT)*, v # A).
S — A nur dann gelten, falls S auf keiner rechten Seite einer Regel auftritt.

e Typ-0-Grammatik oder allgemeine Chomsky-Grammatik,
wenn die Form der Produktionen nicht weiter eingeschrankt ist.



Chomsky-Hierarchie

Eine Sprache heil3t Typ-i-Sprache (i = 0,1, 2, 3), wenn es eine Typ-i-Grammatik
gibt, die diese Sprache erzeugt.

Die Menge aller Typ-i-Sprachen bezeichnen wir mit ;.
o Typ-3-Grammatik = Typ-2-Grammatik
e Typ-3-Sprachen C Typ-2-Sprachen

e Wegen der Bedingung vy # A offen:
Wie verhalten sich Typ-2- zu Typ-1-Sprachen?



Warum gilt £, C £,? Elimination von A-Regeln!

Satz: Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Es gibt eine kontextfreie
Grammatik G’ = (N, T, P/,S) mit L(G’) = L(G)\{A}, die keine Produktion der
Form A — A mit A € N enthalt.

Anmerkung: G’ ist damit nicht nur kontextfrei, sondern sogar vom Typ-1 |

Beweis |: Bestimme N; C Nmit A =5 A& A € Ny.
Rekursive Konstruktion von Nj:

1. NY.={AeN|ASAeP.

2. A wird in N%U aufgenommen, wenn A € Ngi_” oder es eine Regel A — Aj... Ay gibt mit
{A1> s )Ak} - Ngl_”

Wiederhole Teil 2) der Konstruktion, bis Ngi_” = Ng”.
Da N C N} C - -- ~» Konstruktion ist nach endlicher Zeit abgeschlossen!

Dann ist Ny = NI
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Beweis |l: Erweitere Regelmenge P iterativ:

1. PO .=p
2. PU .= pi- U{A 5 xy| A — xBy € P-1, B e Nyl

Konstruktion liefert nach endlicher Zeit P(Y) = p(i=1) —. p

Beweis |ll: Entferne alle Regeln der Form A — A mit A € N aus P,
P’ sei dabei entstehende Menge von Regeln.

Mit vollstédndiger Induktion kann man zeigen: L(G’) = L(G) \ {A}.
11



Folgerung: Zu jedem kontextfreien G gibt es kontextfreies G’ so dass:

e L(G)=L(G"

e G’ ist nicht nur kontextfrei, sondern sogar kontextsensitiv!

Beweis: Falls A € L(G):

e Wahle G” = G’ aus obigem Satz.
Falls A € L(G):

e Bestimme P’ wie oben,

e Wéhle neues Symbol S’ ¢ N U T und

o setze G”:= (NU{S},T,P'U{S’ = S,S" — AL S/).

12



Grammatiken hei3en (schwach) dquivalent, wenn sie die gleiche Sprache erzeu-
gen.

Damit gilt:

e Zu jeder kontextfreien Grammatik gibt es eine aquivalente kontextsensitive
Grammatik.

e Die Chomsky-Klassen Ly, L1, £, L3 bilden eine durch Inklusion geordnete
Hierarchie:

e Spater werden wir sogar die Echtheit aller Inklusionen zeigen.
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Eine Grammatik G = (N, T, P, S) ist in rechtslinearer Normalform, wenn alle Pro-
duktionen von einer der Formen A — A,A — aB (mita € T, A, B € N) sind.

Satz: Eine Sprache ist genau dann vom Typ 3 oder rechtslinear, wenn sie von
einer Grammatik in rechtslinearer Normalform erzeugt wird.

Zu zeigen: Beweis durch Konstruktion einer rechtslinearen Normalform-Grammatik aus beliebi-
ger rechtslinearer Grammatik

Schritt 1: Eliminination aller Regeln der Form A — wmitw € TT , A € N. Dazu:

e neues Nichtterminalsymbol E
e neue Regel E — A
e ersetze alle Regeln A — w (mitw € T™, A € N) durch A — wkE.

Neue Grammatik ist rechtslinear und erzeugt die gleiche Sprache.

Nur noch Regeln der Formen A - AA — wB mitw € T*, A, B € N.
14



Schritt 2: Elimination aller Regeln der Form A — wB mit [w| > 1. Dazu:

e fiirjede Regelder Form A — avBmita € T,v € TH, A;B € N, neues Nichtterminal C,
e ersetze A — avB durch A — aC und C — VB,
e iteriere die Ersetzung so lange wie moglich.

Neue Grammatik ist immer noch rechtslinear und erzeugt immer noch die gleiche Sprache.
Nur noch Regeln der Formen A - A,A — aB,A - Bmita e T, A,B € N.

Schritt 3: Elimination aller Regeln der Form A — B (Kettenregeln). Dazu:
e FUr jedes Regelpaar der Form A — B, B — w fige Regel A — w hinzu
e iteriere das Hinzufligen so lange, wie neue Regeln entstehen.
e Entferne alle Regeln A — B.

Neue Grammatik ist in rechtslinearer Normalform und erzeugt immer noch die gleiche Sprache.



Beispiel: Wir betrachten die rechtslineare Grammatik G = ({S, T}, {a, b}, P, S) mit den folgenden
Produktionen: P ={S - al,S - TS - A, T — bbb, T — al.

Wir konstruieren nach dem Verfahren aus dem Beweis des Satzes eine Grammatik G’ in rechts-
linearer Normalform, die die gleiche Sprache erzeugt.

Schritt 1: Wir erhalten neues Nichtterminalzeichen E und die Regeln

{§ — aT|TIA, T — bbbT|aE, E — A}

Schritt 2: Ersetze (a) Regel T — bbbT durch zwei neue Regeln T — bU und U — bbT (mit
einem neuen Nichtterminalsymbol U) und dann (b) Regel U — bbT durch zwei neue Regeln
U—bvundV — bT.

~{S — aT|TI\, T — bUJaE,E - A, U — bV, V — bT}
Schritt 3: Eliminiere Kettenregel S — T durch S — bU und S — aE.
P’ ={S — aT[bU|aEA\,T — bUJaE,E = A, U — bV,V — bT}

Die Grammatik G’ = ({S, T, U, V, E}, {a, b}, P/, S) ist in rechtslinearer Normalform und erzeugt die
gleiche Sprache wie die Grammatik G.
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Endliche Automaten als Ersetzungssysteme

Ersetzungssysteme sind allgemeiner als Grammatiken.

So kann man endliche Automaten wie folgt beschreiben:

Ein Ersetzungssystem E = (X, P) heil3t endlicher Automat, falls
Y=ZUT,ZNnT=0,PC ZT x Z.

Z: Zustande; T: Eingabezeichen

Sei zy € Z Anfangszustand und Z; C Z Endzustande, so akzeptiert (E, zy, Z¢)
die Sprache:

La(E,zg,Z¢) ={w € T" | Fz¢ € Zg : zgw =™ z¢}

Aufgaben: 1. Geben Sie in diesem Formalismus einen endlichen Automaten an,
der die Sprache {a}*{b{b}*{c}* beschreibt.

2. Wie kann man in diesem Formalismus einen deterministischen endlichen Au-
tomaten beschreiben?
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Typ-3: Endliche Automaten und rechtslineare Grammatiken.

Satz: Die Typ-3-Sprachen sind genau die von endlichen Automaten akzeptierten
Sprachen.

Hinweis: Der Ableitung

S=c a1A] =g a1aA; =G a7+ AnAn =g a1 - - - Qn

einer rechtslinearen Grammatik G in rechtslinearer Normalform entspricht die (akzeptierende)
Ableitung

Sajaz---an = Ajaz- - an =4 An.
S ist also Startzustand, A, Endzustand, falls A, — A Grammatik-Regel.

Der Regel S —¢ a;1A; (z.B.) entspricht die Automaten-Ersetzung Sa; —a Aj.

Ganz entsprechend sieht man die andere Simulation ein.
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Zur Echtheit der Chomsky-Hierarchie

Wir geben im Folgenden Beispiele an, weshalb £3 C £, gilt.

Elementares Hilfsmittel: Das Pumping-Lemma (auch Ilterationslemma genannt).
Notation: Die Ldnge eines Wortes werde {(w) oder |jw| geschrieben.

Rekursive Definition fir w € Z*: {(w) = 0, falls w = A, und £{(w) = 1 + £(v), falls
da € X:w=av.

18



Das Pumping-Lemma fur regulare Sprachen

Satz: Zu jeder regularen Sprache L gibt es eine Zahl n > 0, sodass jedes Wort
w € L mit {(w) > n als Konkatenation w = xyz dargestellt werden kann mit
geeigneten x, y, z mit folgenden Eigenschaften:

1. y) > 0;
2. lixy) < nj
3. Vi>0:xy'z e L.

Hinweis: Die Umkehrung gilt nicht !
19



Zur Anwendung des Pumping-Lemmas (schematisch)

1. Wir vermuten, eine vorgegebene Sprache L ist nicht regular.

2. Im Widerspruch zu unserer Annahme nehmen wir an, L ware doch regular.
Dann gibt es die im Pumping-Lemma genannte Pumping-Konstante n.

3. Wir wahlen ein geeignetes, hinreichend langes Wortw € L (d.h., {(w) > n).
Dies ist der Schritt, wo man leicht “gut” oder “schlecht” wahlt !
Bemerkung: Da wir ja vermuten, L ist nicht regular, ist L insbesondere un-
endlich, d.h., zu jedem n finden wir ein w € L mit {(w) > n.

4. Wir diskutieren alle moglichen Zerlegungen w = xyz mit £(y) > 0 und
f(xy) < n und zeigen fur jede solche Zerlegung, dass es ein i > 0 gibt,

sodass xy'z ¢ L gilt.
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Zur Anwendung des Pumping-Lemmas (ein geschickter Einsatz)
Betrachte L = {a*b* | k € N}
Ware L regular, so gabe es Pumping-Konstante n.

Betrachte a™b™ € L; denn: {(a™b™) = 2n > n und Prafix der Lange n ist a™
(sehr schon).

Diskutiere ab™ = xyz mit £{(xy) < n und {(y) > O:
Offenbar ist xy € {a}* und damity = a™ fiir ein m > 0.
~> Nullpumpen liefert a™~™b™" &€ L, /4 zur Annahme, L ware regular.
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Zur Anwendung des Pumping-Lemmas (ein ungeschickter Einsatz)
Betrachte L = {akb* | k € N

Ware L regular, so gabe es Pumping-Konstante n. Da L nur Worter gerader
Lange enthalt, kbnnen wir annehmen, n ist gerade.

Betrachte w = a™2b™/2 € L mit {(w) = n.

Diskutiere w = xyz mit £(xy) < n und {(y) > O:
Fall 1: xy € {a}" (Nullpumpen ahnlich wie letzte Folie)
Fall 2: xy = a™2b™ mit m > 0.
Fall 2a: y € {b}" (Nullpumpen ahnlich wie letzte Folie)
Fall 2b: y = a™™ mit r, m > 0. Dann liegt auch xy%z = a™%v™a"v™2 € L 4 zur
Struktur von L.
22



...und noch eine. ...

Betrachte L = {akz | k € N}

Ware L regular, so gabe es Pumping-Konstante n fur L.
Betrachte w = a(n+1)? € L mit {(w) > n.

Widerspruch ergibt sich durch Nullpumpen:

Genauer haben wir, dass fur ein 0 < i < n stimmen muss, dass a(“JFUZ_i eL
gilt, im Widerspruch zu folgender Abschatzung, die a™+1)*~t = ™ annimmt:

r2§n2<n2+n+(n—i)+1 —n?+2n+1 —i:(n+1)2—i.
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Der Beweis des Pumping-Lemmas
Ist L endlich, so ist die Aussage trivial mit n := max{{(w) |w € L} + 1.

Ist L unendlich aber regular, so wird L von einem endlichen Automaten A mit n Zustanden
akzeptiert mit Anfangszustand z,.

Betrachte ein Terminalwortw = a;...am € L, a; € £, m > n.
Es gibt also Ableitung

ZOW = Z1G2 ... Qm = -+ = Znlnyl -+ Am = Z € Ze

Unter den Zustanden zy, ..., z, muss nach dem Schubfachprinzip ein Zustand zweimal erreicht
werden, d.h. 0 <r<s<n:z = z,.

Also gilt: zra,1...as = Zs = Zr.
Wegenr < sist ayy1...as # A
Mitw=a;---ara;11...0as0547...am wWerden daher alle Worter

aj---ar(argq ...as)iasﬂ o Om

(mit 1 € N beliebig) akzeptiert.
Mitx =aj...arund z = as1...an folgt die Behauptung.
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Ein Pumping-Lemma fur Typ-2

Satz: Zu jeder kfS L gibt es eine Konstante n > 0, sodass jedes Wort w € L mit
{(w) > n als Konkatenation w = uvxyz dargestellt werden kann mit geeigneten
u, v, X, Yy, z mit folgenden Eigenschaften:

1. £(v) > 0 oder £(y) > 0;
2. Llvxy) <m;

3. Vi>0:uvixy'z € L.

Der Beweis wird in der nachsten VL nachgereicht.
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Ein Beispiel zur Anwendung des Pumping-Lemmas:

L ={a*b*c* |k e N} ¢ £,

Ware L kontextfrei, so gabe es Pumping-Konstante n.

Wahle w = a™b"c™ als gentigend langes Wort.

Diskutiere Zerlegungen w = uvxyz.

L(vxy) < n~» vxy enthalt hochstens a’s gefolgt von b’s oder b’s gefolgt von c’s.
Beide Falle sind analog; diskutiere also den ersten.

“Nullpumpen” liefert ein Wort, in dem alle a- und b-Vorkommen zusammen we-
niger als die doppelte Anzahl von ¢’s ausmachen: 4 Wortstruktur.
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Schlusswort zur Chomsky-Hierarchie fur diese Vorlesung:

Dank der Pumping-Lemmata fur Typ-3 bzw. Typ-2 konnten wir Trennsprachen
far L3 C Ly und far £, C L4 angeben.

Spater sehen wir die Echtheit der Inklusion £; C L.

Zusammenfassend folgt dann:

L3C Ly C Ly C Ly
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