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e Zur Behandlung NP-schwerer Probleme: Ausblicke

e (Randomisierte Algorithmen und ihre Analyse)

Gesamtubersicht



Realistischere While-Programme | Syntax

Das Grundalphabet A besteht aus:

Schlisselwortern: S = {skip, <, ;, if, then, else, fi, while, do, od}
Booleschen Variablen: Vg

Booleschen Operatoren: Og = {—,/\, V, true, false, . .. }
Zahlvariablen: Vy

Zahlenoperatoren: O =1{0, 1,4+, —y %, /,...}

Zahlenpradikaten: Py ={=,<,>, <, >, ...}

Klammern: K ={(, )}.

Mit Hilfe einer kontextfreien Grammatik konnte man die Sprachen

WBA C (Vg U O U K)* der wohlgeformten Booleschen Ausdricke und

WAA C (VyUONUK)* der wohlgeformten arithmetischen Ausdricke definieren.
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Mogliche rekursive Definition von WBAs

Hinweis: Jedem Operator o kann man seine Stelligkeit (o) zuordnen. Wir betrachten im Folgen-
den nur nullstellige Operatoren (Konstanten, hier true und false), einstellige Operatoren (hier:
die Negation —) und zweistellige Operatoren.

1. Boolesche Variablen und Konstanten sind WBAs.

2. Istw ein WBA, so auch —w.
3. Sind wy und wy WBASs, so auch (w7 Aw,) und (w1 V w,).

4. Nichts anderes sind WBAs.

Ganz entsprechend kann man WAAs definieren.



Wohlgeformte Boolesche Terme WBT

1. WBASs sind WBTs.

2. Sind uqy und uy WAAs, so sind (11 = wy), (11 < w), (U > wy), (11 < wy),
(u1 > uz) WBTs.

3. Istw ein WBT, so auch —w.
4. Sind wy und wy WBTSs, so auch (w; Aw,) und (wy V ws).

5. Nichts anderes sind WBTs.



Semantik von Ausdrucken

Ist w ein WBA mit (hochstens) den Booleschen Variablen xq, ..., xn, so definiert
w eine Boolesche Funktion fy, : B™ — B, B = {0, 1}, definiert “entlang” der rek.
Def. von WBAs.

1. Boolesche Variablen v und Konstanten ¢ sind WBAs mit natlrlicher Seman-
tik fy, bzw. f..

2. Ist w ein WBA, so auch —-w, wobei f—, = 1 — .

3. Sind w; und wy WBAS, so auch A = (w; Awy) und B = (wy V wy) mit
fA = min{fw1 y fWZ} und fB = maX{fW] y fWZ}

Entsprechend lassen sich WAAs w mit Zahlvariablen yy,...,ymn als Zahlfunktionen f,, : N™ —
N deuten und WBTs w mit Zahlvariablen yi,...,ym und Booleschen Variablen x;,...,xn als
Funktionen f,, : N™ x B™ — B.
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Syntax von WHILE-Programmen definiert formale Sprache Lhjle € A*:

(1) Leere Anweisung: skip € Lyhile-

(2) Wertzuweisung: Gilt v € Vg und ist e ein WBT, so gilt: v < e € Lyile-

Ist x € Vi und ist w ein WAA, so gilt: x < w € Lyile-

(3) Anweisungsfolge: Mit S1 und S, aus Lyile folgt auch Sq1; S, € Liyhile-

(4) Verzweigung: Mit WBT e und Sy und S, aus Lyp;e folgt auch

if e then Sq else SH fi € Lwhile-

(5) Schleife: Mit WBT e und S € Lhile folgt auch while e do S od € L ije-

Nur Worter Uber A, die wie in (1) bis (5) beschrieben konstruiert werden kbnnen,
gehc’iren ZU I—while-

Ist p € Lyhile €N WHILE-Programm mit vorkommenden Booleschen Variablen
Vg, und vorkommenden Zahlvariablen Vi, so lasst sich der Berechnungs-
stand in einer Konfiguration (S, og, o) festhalten, mit S € Lyhile U {A}, o €
B U {THVEP, on € (NU{THVvel) 1+ meint undef.



Konfigurationsubergange definieren die Semantik von WHILE-Programmen

Hinweis: Dies ist ein einfacher Spezialfall fur die Definition einer operationellen Semantik.
Mehr zu diesem Thema bieten Spezialvorlesungen.

Es seien (S, o, on) und (T, tg, Try) Zwei Konfigurationen.
(S, o, o) = (T, T, Ty) gelte, wenn eine der nachstehenden Bedingungen er-
fallt ist.

Ziel: Daraus kann man sofort die Semantik fg eines WHILE-Programms S defi-
nieren als Ausgabewert p = (pg, py) bei Eingabe vonn = (ng,ny), falls namlich

(S,m) =* (A, p) gilt. Hinweis: Ahnlichkeit mit Automaten und Grammatiken!

(1) (S = skip; T oder (S =skipund T =A))und t =0



Konfigurationsubergange definieren die Semantik von WHILE-Programmen
(Forts.)

Ist w ein Ausdruck, so liefert f,, seine Semantik als Funktion.

Ist 0 = (o, o) eine konkrete Variablenbelegung, so liefert fi,(o) einen konkre-
ten Wert (evil. 7).

Vereinfachende Notationen:

o(x) far Variable x liest den richtigen Wert im Tupel (op, o) aus.

olx/fw(0o)] ersetzt (nur) den Wert von x in o durch den Wert (o).

(2)S=x«t;Toder(S=x««tundT =A)) und t = o[x/ft(o)].
Hierbei ist t WAA oder WBT und x vom passenden Typ B bzw. N.



Konfigurationsubergange definieren die Semantik von WHILE-Programmen
(Forts.)

(3a) S = if e then S, else S, fi; S3; mit Tt = o und

T _ S1;S3 falls fe(o) =1
| S$3;S3 falls fe(o) =0
(3b) S = if e then S else S, fi mit T = o und
T_ S falls fe(o) =1
1 S, falls fe(o) =0
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Konfigurationsubergange definieren die Semantik von WHILE-Programmen
(Forts.)

(4a) S = while edo S; od; S, mit T = o und

T_ S1;S falls fe(o) =1
1 Sy, falls fe(o) =0
(4b) S = while e do S; od mit T = o und
T _ S1;S falls fe(o) =1
1A falls fe(o) =0
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Beispiel einer Konfigurationsfolge

Betrachte das folgende Programm: 0) = (a ¢ 0;b —xS1,0 = (T, T, 14,5))

(S,

a « 0; = (b« x;51,(0,7,14,5))
b « x; = (51,(0,14,14,5))
while b > y do \ = (b boya e at1;S, (0,14, 14,5)

b by = (a« a+1;51,(0,9,14,5))

9> L = S S (81,(1,9,14,5)

a—a+l ~ (beb-yaea+:S,(1,914,5))
od ) ~ (ae—a+1:5,(1,4,14,5))
a,b,x,y € V. = (S1,(2,4,14,5))
Betrachte o(x) = 14, o(y) = 5. = (A (2,4,14,5))

Was aber liefert das Programm als Ausgabe ((a, b)-Werte) far bel. (x,y)-Eingaben??
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Funktionale Interpretation von WHILE-Programmen

Mit der Schreibweise M (S) anstelle von fg fur WHILE-Programme S kdnnen wir
formulieren:

Satz: Fir alle Variablenbelegungen o gilt:
(1) M (skip) (o ) 0.

(2) M (x + t) — o[x/ft(o)] fur alle WBT oder WAA t.
(3) M (S;T) (o M<T> (M(S) (o). s
| M(S§y) (o) falls fe(o) =1
(4) M (if e then S1 else S, fi) (o) = { M (Sl) (o) falls fo(o) = 0
(5) M (while edo S od) (o) = { G \while ¢ do 5 od) (M {3) {0)) IZ::; ;ZEZ% i (])



Anmerkungen

— M betrachtet Programme als Variablenbelegungstransformation.

— Dies entspricht im Wesentlichen unserer alten Deutung von WHILE-berechen-
baren Funktionen.

— Dadurch sollte auch der Bezug zu Registermaschinen klarer sein, da die Va-
riablenbelegungen (Registerinhalte) immer explizit benannt werden.

— Die in den Konfigurationen genannten Programmstickchen entsprechen da-
bei dem Befehlszahler.

— Konfigurationsfolgen definieren eine Art Interpreter fr WHILE-Programme.
— Unsere Darstellung vereinfacht manche abstrakteren Darstellungen aus der
Literatur, da wir uns auf das “Universum” B UN beschranken und auch die unter-
liegende Logik deutlich einschranken.Das erschwert auch die formale Unterscheidung
zwischen syntaktischem und Modell-basiertem Ableitungsbegriff in der Logik.
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Die Hoaresche Logik

Ein Hoarescher Ausdruck ist eine Zeichenkette der Form

{p} S{q}

Dabei ist p ein WBT (die Vorbedingung von S), S € Lyhile Und q ein WBT (die
Nachbedingung von S). Das Paar (p, q) heil3t auch Spezifikation.

Bedeutung: Fur alle Variablenbelegungen o soll gelten:
Ist fp(o) = 1 oder terminiert S auf o nicht, so gilt auch fq(M (S) (o)) = 1.
Wir schreiben dann auch: M ({p}S{q}) (o) = 1.

15



Die Hoaresche Logik Beispiele

Gilt M ({x >5}x « 2xx{x>20}) =17

Dann musste fur alle x € N gelten:

Aus x > 5 folgt 2 « x > 20.

Das ist logisch aquivalent zu (x < 5) VV (x > 10) und lasst somit eine “Lucke” fur
Gegenbeispiele, z.B. x = 5.

Hingegen gilt: M ({x > 10} x « 2 xx {x > 20}) =1,

denn das ist logisch aquivalent zur Tautologie (x < 10) V (x > 10).

Formaler ist zu zeigen:

Far alle Variablenbelegungen o mit o(x) > 10 gilt:

fx>20(M (x < 2 * x) (0)) = 1 (da Terminierung klar).

Die letzte Bedingung gilt nach vorigem Satz gdw.:

fx>20(00x/f2:x(0)]) = fx>20(0[x/2 * o(x])]) = 1.

Da o beliebig aber fest, kbnnen wir in den WBT x > 20 einsetzen und erhalten als dquivalente
Bedingung:

2 x o(x) > 20, was aus der Bedingung o(x) > 10 folgt.
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Die Hoaresche Logik Beispiele

Es qilt: {true} x — y + 1 {x > y}.

Formal zu zeigen ist (da Terminierung klar):

fx>y(M (x <~y +1) (o)) = 1 fUr alle Variablenbelegungen o.

Nach vorigem Satz ist diese Bedingung gleichwertig mit:

fx>ylolx/fy11(0)]) = fxsylolx/(oly) + T)]) = 1.

Da o beliebig aber fest, konnen wir in den WBT x > y einsetzen und erhalten
als aquivalente Bedingung:

o(y) + 1 > o(y). Dies qilt fir beliebige Zahlen o(y).
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Die Hoaresche Logik Beispiele

Es gilt: {true} a «+ 0;b «— x{a =0/Ab = x}.

Formal ist zu zeigen fUr beliebige Variablenbelegungen o:
fa—onb=x(M (a « 0;b « x) (o)) =T.

Nach dem Satz gilt:

M{(a+ 0;b—x)(0c) = M(b+x)(M{(a+ 0)(o))

= M (b « x) (ola/0])

= ola/0][b/ola/0](x)]

= ola/0l[b/o(x)]
Da die Variablenbelegungsanderungen einander nicht beeinflussen, gilt fur die
sich ergebene Belegung o[a/0][b/o(x)] die behauptete Eigenschaft
ola/0][b/o(x)](a) = 0 A ola/0][b/o(x)](b) = ola/0l[b/o(x)](x)
(fGr jede Bel. o!), was zu zeigen war.
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Die Hoaresche Logik Beispiele
Es gilt: b := M ({true} while x #10do x «+— x+ T od {x = 10}) = 1.

FUr eine bel. Variablenbelegung o gilt anfangs sicher o(x) < 10 oder o(x) > 10.
Im zweiten Fall terminiert die Schleife nicht, da die Bedeutung der Hoareschen
Logik aber nur die partielle Korrektheit einfordert, gilt b = 1.

Im ersten Fall zeigt ein einfacher Induktionsbeweis die Behauptung. Dazu be-
haupten wir: Gilt o(x) = 10 —1i fir ein i € N fur eine Anfangsbelegung o, so wird
der Schleifenrumpfx « x + 1 genau i-mal ausgefthrt, und beim Verlassen der
Schleife gilt: x = 10.

Induktionsanfang: Fur i = 0 qilt: o(x) = 10, also zu zeigen:

fx=10(M (while x #£ 10 do x «+— x+ 1 od) (o)) = 1 fUr obiges o.

Natdrlich ist fy410(0) = 0, wenn o(x) = 10 gilt, denn o(x) # 10 ist falsch.
Offensichtlich wird der Schleifenrumpf gar nicht ausgeftihrt.
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Induktionsschritt: Es sei die Beh. bewiesen furi =0,...,1, I > 0. Betrachte sie fUri =1+1.
Jetzt gilt: fy_0(0) =1 gdw. o(x) # 10 gdw. 10 — (I + 1) # 10 gdw. I + 1 # 0.
Die letzte Bedingung ist klar wegen der Voraussetzung I > 0.

Also wird der Schleifenrumpf wenigstens einmal ausgefihrt, und es gilt:
fx=10(M (while x £ 10 do x «— x + 1 od) (o)) = 1 flr obiges o gdw.
fx=10(M (while x 210dox «— x+T1od) (M (x «— x+ 1) (0))) = 1. (%)

Esgilt: (x —x+1,10—(I+1) = (A10—(I4+1)+1)=(A,10-1)

(Erinnere Konfigurationsibergangsnotation).

Also lasst sich auf o’ = o[x/(o(x) 4+ 1)] die Induktionsvoraussetzung anwenden.

(*) ist gleichwertig mit: fy_1o(M (while x # 10 do x «— x + 1 od) (¢’)) = 1.

Dies ist nach IV richtig, und auBerdem wurde der Schleifenrumpf I + 1-mal ausgefihrt.



Die Uberlegungen aus dem letzten Beispiel lassen sich verallgemeinern zu:

Lemma: Es sei e WBT, S € Liyhile, f = M (while e do S od) und g = M (S).
Dann gilt far beliebige Belegungen o:

1. f(o) = g¥(0), falls es ein k > 0 gibt mit fe(g¥(o)) = 0 und fe(g'(o)) = 1 fir
alle 0 <1< k.

2. f(o) ist ansonsten undefiniert.
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Die Hoaresche Logik Ein letztes Beispiel

Betrachte das folgende Programm:
a+— O;

b« x;
while b > y do )
b b—vu;
F Y > =: 51
a+—a-+1
od y,
a,b,x,y € Vy.

Wir wissen bereits:
{truet a — 0;b —x{a=0Ab =xL

Gilt o(x) < o(y), SO auch
(M{a+0bex)(0)(b) < oly) =
(M {(a « 0;b « x)(0))(y), also wird der
Schleifenrumpf nie betreten, und die “Ausgabe”
liefert fUr das Variablenpaar (a, b): (0, o(x)).
Wie oben sieht man durch Induktion Uber die
Anzahl i von Schleifenrumpfdurchlaufen fir eine
Belegung o; am Ende des i-ten Durchlaufs:

1. 0i(a) =1und

2. 0i(b) = o(x) —1i* o(y).

Also gilt das auch bei Schleifenabbruch, wobei
dann zusatzlich oi(b) < oi(y) = o(y) qgilt. Das
gewahrt, dass schlieBlich das Variablenpaar
(a,b) den Wert

(o(x) DIV o(y), o(x) mod o(y))
enthalt.
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