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Komplexitatstheorie | Gesamtiibersicht

e Organisatorisches / Einflhrung
Motivation / Erinnerung / Fragestellungen

e Diskussion verschiedener Komplexitatsklassen:
Zeitkomplexitat
Platzkomplexitat

e zugehorige Reduktionsbegriffe
e vollstidndige Probleme

e Anpassung von Klassenbegriffen und Reduktionen



Reduktionen—Motivation

Oft: Exakte Komplexitat eines Problems unbekannt

Gesucht: (grobe) Einordnung durch Vergleich mit anderen Problemen
Grundidee: Transformation zwischen verschiedenen Problemen:
Gegeben: Probleme A C W(X), B C W(A)

Funktion f: W(X) — W(A) transformiert A in B,
wenn fir alle x € W(X) gilt

x €A & f(x) €B



Many-one: die Idee

Untersuchung von x € A durch:
(1) Bestimmung von f(x)
(2) Untersuchung der Frage f(x) € B

Offensichtlich: Falls

(a) Problem B leicht |6sbar und

(b) f nicht zu kompliziert auszurechnen
= A leicht |6sbar

Andere Formulierung:
Gibt es einfache Transformation f von A in B,
so ist Problem A nicht (viel) schwerer zu |6sen als Problem B.

Man hat die Aufgabe darauf reduziert, (nur) noch B zu I6sen...

~» Transformation ermoglicht



Zwei konkrete (many-one) Reduktionen

Gegeben A C W(X), B C W(A)

e A heil3t Polynomzeit-reduzierbar auf B (in Zeichen A <, B), wenn flr ein
k € N eine Funktion mit

vx € W(X)(x € A& f(x) € B)
existiert.

e A heiB3t logspace-reduzierbar auf B (in Zeichen A <., B), wenn eine Funk-
tion mit
Vx € W(X) (x € A& f(x) € B)
existiert.



Beispiel: X = A ={0,1}
A={xeWZX)|x=x"} B={xx|xeW(ZX)}

Betrachte f mit f(x) := xx"
= f € FSPACE(logn) (sogar f € FSPACE(1) ).

Dann:
xEAEx=x"&xx"=xx & xx"=f(x) €B

also A <0 B.



Beispiel: Problem CLIQUE (k) (zu fest vorgegebenem k € N, also k ist nicht
Teil der Eingabe) definiert als:

e Gegeben ungerichteter Graph G = (V, E) (durch Adjazenzmatrix)

e Frage: Gibt es in G eine Menge B C V von k Knoten,
die jeweils paarweise benachbart sind,
d.h. wo zu x,y € B mit x #£ y stets {x, y} € B qilt?
(Eine solche Menge B in G heif3t eine k-Clique.)



Beispiel: fur alle k € N qilt
CLIQUE (k) <jog CLIQUE (k+ 1)

Konstruktion:

Gegeben G = (V, E) ungerichteter Graph, setze G’ := (V/, E/)
mit V =VU{x}undE/ = E U {{x,y} |y € V}

fir einen neuen Knoten x ¢ V, etwa:

Go G}
1 2 1 2

RS-

3 4 3 4



Beispiel (Forts.): flr alle k € N qilt

CLIQUE (k) <jog CLIQUE (k+ 1)

fiy,- - i) k-Clique in G=> {iy,- - - , iy, x} k+1-Clique in G’

Andererseits:
{i1, -+, k1) k+1-Clique in G’ = B k-Clique in G mit
B :— {i])"' ,ik_|_]}\{X}, fa”SXE{i],"' )ik—|—1})
' i, il sonst

Also: G hat k-Clique & G’ hat k+1-Clique.



Beispiel (Forts.): fir alle k € N gilt

CLIQUE (k) <jog CLIQUE (k+ 1)

Komplexitat der Konstruktion von G’ aus G:
Transformation auf Adjazenzmatrizen tber £ ={0,1, (, )}
Dazu f : W(X) — W(ZX) wie folgt:

—Fir Argument w ist f(w) i.W. Kopie von w, jedoch:

—Uberall in w wird )’ durch ‘1)’ ersetzt.
—An das Ende wird ‘(J1---10)" angeflgt,

n
mit n = Abstand zwischen ersten ‘(’ und erstem ‘)’ in w

(bzw. n=0 falls kein Klammerpaar in w existiert).
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Bsp. (Forts.):

Adjazenzmatrix von Gy:

wo = (0101)(1010)(0100)(1000)

Adjazenzmatrix von G:

f(wg) = (01011)(10101)(01001)(10001)

Damit w € CLIQUE(k) < f(w) € CLIQUE(k+1)

Da f € FSPACE (logn) (wir benétigen logarithmischen Platz zur Generierung der Darstel-
lung der letzten Zeile der Adjazenzmatrix), gilt

CLIQUE(k) <jog CLIQUE(k+1)

11



Lemma 1
<p und <o sind reflexiv und transitiv, d.h. Vorordnungen; solche Relationen
werden auch Quasiordnungen oder Praordnungen genannt.

Beweis: Die Identitat ist (sogar) mit konstantem Platz und linearer Zeit berechenbar, was sofort
die Reflexivitat liefert.

Betrachte A C 2* B C I'™*, C C A*. Seien M, N det. TM mit fp, : Z* — '™ und fn : ™* — A*.
Gitx e A & fm(x) € Bsowiey € B < fn(y) € C, so gilt fir die Komposition g von f,
und fy:x € A & g(x) = fn(fm(x)) € C.

Betrachte M: M simuliert zunachst M auf der Eingabe x, schreibt deren Ausgabe aber auf ein
spezielles Arbeitsband. Danach simuliert M die TM N auf der Eingabe fam(x).

Offenbar gilt: g = .

T (x) < cTm(x) +cTn(fm(x)). Dalg(fm(x)) < Tm(x), folgt, dass M Polynomzeit benétigt, falls
M und N dies tun.

Siou(x) <ESm(x) + Snlfm(x)) + Lg(fm(x)).

Problem: lg(fm(x)) > Sm(x) moglich, z.B. fir fy = idy !
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Logspace-Tricks

Grundidee: Vermeide Speichern des Ergebnisses fa(x), indem ggf. immer wie-
der angestol3en werden.

Konkret: Will man das p-te Bit der Ausgabe von Ty, (x) lesen, so simuliert die
konstruierte det. TM M’ M solange, bis das p-te Bit ausgegeben wiirde.
Die Ausgabe von M wird dabei nicht explizit aufgeschrieben, es wird lediglich

(mit Hilfe eines Z&hlers p’) mitprotokolliert, um zu entdecken, wann M das p-te
Zeichen auf das Ausgabeband schriebe.

~» Zwei Zahler p,p’ sind nétig, die bis max. lg(fy(x)) zéhlen kdnnen missen.
Damit gilt: Sm(x) < ¢’Sm(x) + Sn(fmlx)) + 21og(lg(fm(x))).

Wegen lg(fm(x)) < Tm(x) < dS) (Zusammenraum Zeit und Platz) folgt:
log(lg(fm(x))) < dSm(x). ~ Sn(fm(x)) < enlog(lg(fm(x)) < cn - d - Sm(x)
Aus Sm(x) < cslog(lg(x)) folgt somit:

Sm(x) < ¢'Sm(x) +en-d-Smix) + dSm(x) < cglog(lg(x)); g.e.d.
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Beispiel: A ={x e W(X) | x =x"}, B={xx | x € W(X)} wie oben.
Definiere g: W(X) — W(X) durch

g(xy) ==xy’
fir Worte w = xy mit gerader Lange, d.h. lg(x) = lg(y), bzw.
g(w) =10

fir Worte w mit ungerader Lange lg(w)

Dann gilt g € FsPACE(logn) und
weB&S (Ix)w=xx& (Ix)glw) =xx" & glw) € A
Also B <o A.

D.h. A <jog B und B <oz A, obwohl A = B ist.

= <log ISt nicht antisymmetrisch, d.h. keine (Halb-)Ordnungsrelation.

14



Zusammenhang der Reduktionsbegriffe

Erinnerung

Lemma 2 SeiM eine (nichtdeterministische) k-Band-Turingmaschine. Dann gibt
es Konstanten cq, ¢y, sodass fur alle x € Ly, gilt:

Tm(x) < MM 1g(x) + ¢

Mit Beweis von Lemma £ folgt fir Reduktionen:

Lemma 3

Offene Frage: Umkehrung dieses Ergebnisses?
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Lemma4 Sei K € {P,NP,PSPACE}. Dann gilt:

Sei ' € {L,NL, P,NP,PSPACE}. Dann gilt:

A< BABEK = AcK

Beweisidee: Ahnlich wie Nachweis der Transitivitdt der Reduktionen.

~» Abschluss der Komplexitatsklassen nach unten

.d.R. Nachweis von A € K Uber A <5, B bzw. A <, B firein B € K.
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Beispiel: INDEPENDENT SET(k) (zu festem k € N):

e Gegeben: ungerichteter Graph G = (V, E) (durch Adjazenzmatrix)

e Frage: Gibt es eine Menge von k Knoten in G , von denen keine zwei be-
nachbart sind?

Reduktion auf CLIQUE (k)-Problem: Betrachte Funktion f mit: f invertiert alle Oen

und Ten mit Ausnahme der Diagonalen ~»
—x Adj.-matrix eines unger. Graphen G g.d.w. f(x) Adj.-matrix eines unger. Graphen G’

—Kante {z, z'} existiert in G g.d.w. Kante {z, z’} existiert nicht in G’.

= Knoten {z;, ..., z¢} in G paarweise nicht benachbart
g.d.w. sie bilden in G’ eine k-Clique.
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Mitgliedschaft in Logspace

X € INDEPENDENT_SET(k) < f(x) € CLIQUE(k)

Mit f € FSPACE(logn):

INDEPENDENT SET(k) <joq CLTIQUE(k)

Mit CLIQUE(k) € L folgt aus vorigem Lemma:

INDEPENDENT_SET(k) € L
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Komplexitatsklassen und Reduktionen

Mit Lemma [1] (also flr geeignete Klassen und Reduktionen) gilt:

BcK={A|A<BICK
far IC und < aus Lemma @4. Trivialerweise:

BckK<{A|A<BICK

~BeK&S{A|ALSBICK

Per Definition: B ist schwerstes (hartestes) Problem fiir {A | A < B}.

~» Frage: Gibt es zu den genannten Komplexitatsklassen K und Relationen <
“schwerste Elemente” / harteste Probleme, und wenn ja, wie sehen sie aus?
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Hart vs. vollstandig
Sei K eine Klasse von Problemen. Ein Problem B heif3t

e /C-hartin Bezug auf Polynomzeit-Reduktionen, wenn L C {A | A <y B} gilt.
[C-hart in Bezug auf logspace-Reduktionen, wenn K C {A | A <o, B} gilt.

e /C-vollstandig in Bezug auf Polynomzeit-Reduktionen, wenn B C-hart far
Polynomzeit-Reduktionen ist und zudem B € KC qilt.

JC-vollstandig in Bezug auf logspace-Reduktionen, wenn B KC-hart fur logspace-
Reduktionen ist und zudem B € K gilt.

Reduktionsrelation <, bzw. <, oft aus Kontext ersichtlich!
Im Zweifelsfalle starkere Relation <;,, gemeint!
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Bsp.: B sei beliebiges NP-vollstandiges Problem (fur <,) Dann gilt:

NP C {A| A <p B)
Andererseits folgt mit B € NP aus Lemma |4 auch:

{A|A<p, BJCNP
~> FUr jedes NP-vollstandiges Problem B gilt:

{A | A <p B} =NP,

~ durch B und <y, ist die (nichtdet.!) Klasse NP eindeutig festgelegt.
Zudem:

Beispiel: NL. C P Uber NL-Vollstandigkeit (bzgl. <j,,) von GAP.
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Seien X~ und L C W(X) gegeben. Dann ist die charakteristische Funktion x :
>* — {0, 1} von L definiert durch:

. I, xel
XL (x) = 0 x¢L

Zunachst als einfacher Fall: P-vollstandige Mengen bzgl. <,

Lemma5 SeienX undl C W(X), L € P, gegeben. Es sei A .= {0, 1}. Dann gibt
eseink mitx; € FTIME (nk) fur die charakteristische Funktion von L, aufgefasst
als xp: W(X) - W(A).
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Beweis von Lemma B

LeP= 3TM M3c, kvx € L: Tm(x) < (lg(x))* + c.

Problem: Unklar, was bei x ¢ L passiert (Endlosschleife).

Losung: Richte Binarzahler in simulierender TM M’ ein.

M’ schreibt zunachst Wort 10™ mit m = klog(lg(x) + 1) + log ¢ auf ein Arbeitsband.
M’ simuliert M ohne Beachtung der méglichen Ausgabe von M.

Bei jedem Simulationsschritt wird der Zahler dekrementiert.

Wird der Zahler auf Null heruntergezahlt oder bricht die Berechnung von M vorher ohne Ergeb-
nis ab, so gibt die simulierende Maschine eine Null aus und halt,
andernfalls (d.h., M erreicht eine Endkonfiguration), wird Eins ausgegeben und gehalten.

Halt M’ unter Ausgabe einer Eins auf Eingabe x, so benétigt sie O(Twm(x)) Zeit fir die eigentli-
che Simluation und (amortisiert, s. Analyse oben) O((1g(x)* + c)klog(lg(x) + 1) +logc) Zeit fur
die Verwaltung des Binarzahlers. ~» Ty:(x) < c¢1(lg(x))* + ¢ fur geeignetes c;.

Andernfalls, d.h., wenn x ¢ L, werden schlimmstenfalls (1g(x) + 1) + ¢ Simulationsschritte
durchgefthrt.

Zusammen mit Bindrzdhlerverwaltung ~ T/ (x) < c2(lg(x))* + c; fUr geeignetes c,.

Also gilt: X1 = fpm € FTIME(nX).
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Mit analogem Beweis:
Folgerung 6 Seien > und L C W(X) gegeben. Dann gilt:

e Ausl € L folgtx; € FSPACE(logn).

e AusL € PSPACE folgtx: € FSPACE(NX) fir ein geeignetes k.

Aus diesen Resultaten folgt leicht

Satz 7 Jede nichtleere, endliche Menge ist
—P-vollstandig fir <, und

—L-vollsténdig fir <j,g

\dee: Die Reduktionsmaschine kann die gesamte Arbeit Gbernehmen aufgrund
der vorigen Aussagen.
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Offene Frage: Sind endliche Mengen in weiteren Klassen vollstandig?

—Annahme: endliche Menge E bzgl. <., P-vollstandig
= P C{A | A <o E} € DSPACE(logn)
= P = DSPACE(logn) (was vermutlich nicht gilt...)

—Annahme: endliche Menge E bzgl. <, PSPACE-vollstandig
— PSPACEC{A|A<HEJICP
= PSPACE = P (was vermutlich ebenfalls nicht gilt...)
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Weitere Folgerungen | bei L und P:

Aus Akzeptanz der Sprache folgt Entscheidbarkeit der Sprache
in gleicher Komplexitatsklasse
Daher oft:

bei det. TM wird Entscheidbarkeit statt Akzeptanz betrachtet!
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Weitere Folgerungen li

Abgeschlossenheitseigenschaften bei Komplementbildung
Uber die charakteristischen Funktionen:
FirL C W(ZX) sei
co-L:=W(X)\L
FUr eine Klasse IC von Problemen sei

co-K :={co-L|L € K}
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Lemma 8

—offene Frage:

—Nachfolgend:

P=co-P
PSPACE = co-PSPACE
L = co-L

NP = co-NP

NL = co-NL
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Hilfsbegriff fur das Grapherreichbarkeitsproblem GAP
G = (V, E) gerichteter Graph:

—Pfadvonx € Vnachy € V:
Knoten-Folge xg, ..., x; mitx =%y, y =x und (x;_1,%;) € E

—Insbesondere: x ist Pfad von x nach x mit k =0
—EXxistiert Pfad von x nach y = y von x aus erreichbar

—G ist stark zusammenhangend, wenn jeder Knoten von jedem anderen Knoten
erreichbar ist.
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Das Grapherreichbarkeitsproblem GAP(Graph Accessibility Problem)
e Gegeben gerichteter Graph G = (V,E) mit V ={1,...,n} und zwei Knoten x,y € V.
e Frage: Isty in G von x aus erreichbar?

Andere Bezeichnung: REACHABILITY

Formal mit £ :={0,1,(, )}

GAP besteht aus allen Worten (g)(x)(y) € W(Z) mit
—qg Adjazenzmatrix eines Graphen G = ({1,...,n}, E)
—x, Yy binare Darstellungen zweier Knoten von G

—in G gibt es einen Pfad von x nach y.
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Lemma 9 GAP € NL sowie GAP € P.

Einschub:

Komplexitit von Gar (als Ubung)

(nachste Vorlesung) Vollstandigkeit von GAP:
Satz 10 GAP ist NL-vollstandig (bzgl. <o)
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