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Komplexitatstheorie | Gesamtiibersicht

e Organisatorisches / Einflhrung
Motivation / Erinnerung / Fragestellungen

e Diskussion verschiedener Komplexitatsklassen:
Zeitkomplexitat
Platzkomplexitat

e zugehorige Reduktionsbegriffe
e vollstidndige Probleme

e Anpassung von Klassenbegriffen und Reduktionen



Umfangreiche Liste NP-vollstandiger Probleme

e Garey, M.R., Johnson, D.S., Computers and Intractability:
A Guide to the Theory of NP-Completeness, Freeman, San Francisco 1979
sowie als Fortsetzung davon:

e Johnson, D.S., The NP-completeness column: an ongoing guide,
seit 1981 in der Zeitschrift “Journal of Algorithms”,
spater in “ACM Transactions on Algorithms”

Noch einmal als Merksatz:



Im Folgenden NP-vollstandige Probleme aus verschiedenen Problembereichen:

Logik, Graphentheorie, Mengentheorie und Zahlentheorie

Logik: ~» Letzte Vorlesung
Graphentheorie / Mengentheorie: heute



Probleme aus Graphentheorie:
Satz 1 NP-vollstandig (bzgl. <o) sind:

SIMPLE MAX CUT

VERTEX COVER

CLIQUE

INDEPENDENT SET
3-FARBBARKEIT

GERICHTETER HAMILTON-KREIS
UNGERICHTETER HAMILTON-KREIS
TRAVELING SALESMAN

SUBGRAPH ISOMORPHISM



SIMPLE MAX CUT:
Gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natirliche Zahl k.
Frage: Kann man die Knotenmenge V so in zwei disjunkte Teilmengen Vq, V4,
aufteilen, dass die Zahl der Kanten, die ein Ende in Vq und ein Ende in V4,
haben, mindestens k ist?

Anwendung z.B.:

—G Netz von elektrischen Widerstanden

—jede Kante aus E ist Widerstand (z.B. 200 Ohm)

—jeder Knoten mit Spannungsquelle (0V oder 5V) verbunden

—Zwischen benachbarten Knoten: 1 mA Strom, wenn sie mit dem verschiede-
nen Polen verbunden sind.

—Frage: Kann man die Knoten so anschlieBen, dass der Gesamtstrom k mA

uberschreitet?



Sei G = (V, E) ungerichteter Graph:
V! C Vist Knotenliberdeckung, wenn jede Kante aus E mindestens einen End-
punkt in V/ hat.

= VERTEX COVER als graphentheoretisches Uberdeckungsproblem:

VERTEX COVER:

Gegeben: ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine natlrliche Zahl k.
Frage: Gibt es eine Menge V/ C V aus hochstens k Knoten, die eine Knoten-
Uberdeckung bildet?



Beispiel fur die Begriffe: Betrachte folgenden Graphen:




Beispiel: LOsung zu VERTEX COVER mitk > 8




Beispiel: LOsung zu SIMPLE MAX CUT mitk =19

Graph enthalt 7 kantendisjunkte Dreiecke
~» hochstens zwei Kanten jedes dieser Dreiecke kommt in den Schnitt
~» k = 19 ist maximal, da 26 Kanten insgesamt
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Sei G = (V, E) ungerichteter Graph.
unabhangige Knotenmenge: Menge V7 von Knoten, von denen keine zwei durch
eine Kante verbunden sind.

Cligue in G: Menge V, von Knoten, von denen je zwei durch eine Kante verbun-
den sind

(vgl. frihere Vorlesung: CLIQUE (k) und INDEPENDENT SET (k))

e CLIQUE: Gegeben: ungerichteter Graph G = (V,E) und k > 0.
Frage: Gibt es in G eine Cligue mit mindestens k Elementen?

e INDEPENDENT SET: Gegeben: ungerichteter Graph G = (V,E) und k > 0.
Frage: Gibt es in G eine unabhangige Knotenmenge mit mindestens k Ele-
menten?
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3-FARBBARKEIT: Gegeben: ungerichteter Graph G = (V, E).

Frage: Gibt es eine Farbung der Knotenmenge V mit drei Farben, sodass keine
benachbarten Knoten die gleiche Farbe erhalten?

Farbung: Abbildung Fb : V — {0, 1,2}

Verallgemeinerung auf k Farben:

k-FARBBARKEIT NP-vollstandig fir k > 3

k = 2: schnell deterministisch Idsbar ist, in co — NL.
Umformulierung von 2-FARBBARKEIT:

Gibt es keinen Kreis mit ungerader Lange im Graphen?
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Kreise im Graphen:

—Pfad, der in dem Knoten endet, in dem er auch beginnt

—Knoten xq, ... xm Mitxm = x7 und (x;, x;1) € Efur 1<i<m (bzw. {x{, X1} €
E bei ungerichteten Graphen).

¢ GERICHTETER HAMILTON-KREIS:
Gegeben: gerichteter Graph G = (V, E).
Frage: Gibt es in G Kreis, der alle Knoten genau einmal berthrt, d.h. gibt es
Permutation (xq,...,xn) von V, fir die xq, ..., xn, x1 ein Kreis ist?

e UNGERICHTETER HAMILTON-KREIS:
Gegeben:ungerichteter Graph G = (V, E).
Frage: Gibt es in G Kreis, der alle Knoten genau einmal berthrt?
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Einschub: Mathematische Spiele; Gelderwerb fir Hamilton
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e TRAVELING SALESMAN:
Gegeben: ungerichteter Graph G = (V, E), Funktion f : E — N, Zahl k € N.
Frage: Gibt es in G Kreis x1,...xm,x1, der alle Knoten mindestens einmal
berlihrt, sodass die Summe aller f(e) fir die Kanten e im Kreis héchstens k

ergibt, d.h. folgender Ungleichung gentgt?

Z f(xiaxi—i—]) S k
1<i<m

Anmerkungen:
—oft ‘Kreis’ so definiert: kein Knoten mehrfach durchlaufen (einfacher Kreis)!

—im Pfad nur Anfangs- und Endknoten identisch

—unwichtig bei HAMI L TON-Problemen
—wichtig bei TRAVELING SALESMAN (in Literatur ohnehin unterschiedlich definiert!)
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G = (V,E) ist ein Teilgraph von G’ = (V/,E/), wenn V C V/und E C E/, E
enthalt nur Endpunkte aus V.

G ist isomorph zu G” = (V" E"), wenn Bijektion f: V — V" mit
(x,y) € E & (f(x),f(y)) € E” existiert.

e SUBGRAPH ISOMORPHISM:
Gegeben: zwei gerichtete (oder ungerichtete) Graphen G/, G”
Frage: Gibt es einen Teilgraphen G von G’, der zu G isomorph ist?

Hier nur Teil der Vollstandigkeitsbeweise, Rest: Ubungen
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3-SAT <{og GERICHTETER HAMILTON-KREIS (GHK)

Seiw = (Cy A--- A Cnm) ein 3-CNF-Ausdruck mit Variablen x1, ..., xn.
Konstruiere Graph G = (V,E) mitw € 3 — SAT & G € GHK.
Insbesondere: Variable sind Knoten von G.

Erwlnschte Eigenschaften:

—Es gibt von x; nach x(; 04 n)+1 Stets zwei mogliche Pfade, einer fir “x; ist
wahr” und einer far “x; ist falsch”.

—Fir jede Klausel C; enthalt G Teilgraph (“Gadget”) H;, sodass bei “richtiger
Wahl der Pfade fur x; (wahr/falsch gemaf der Interpretation ¢) alle Knoten in
H; genau dann im Kreis x; — --- — xy durchlaufen werden kdnnen, wenn

C; = (a; V b; V ¢;) ein bzgl. ¢ wahres Literal enthalt.
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Der Teilgraph H; fur C; = (a; V b; V ¢;)

Hinweis: Auf der nachsten Folie andere Variablenbezeichnungen wie x;(j).
Je zwei Knoten A;, Aj’ je Literal a; etc.

Drei Arten gerichteter Kanten:

(2) Cj’ — Bj’ — Aj’ — C].’

Auf3erdem Anbindungen von / nach “auf3en” uber “a; wahr’-Pfade etc.

Erwlnschte Eigenschaften:

—H; muss bei jeder nichtleeren Teilmenge L von {q;, b;, ¢;} ganz durchlaufen
werden, wobei: ¢ weist (genau) jedem £ € L “wahr” zu.

—Die “Schnittstelle” zu den anderen Teilgraphen muss stimmen:

Nach Durchlauf durch H; mlssen die gleichen x;-Belegungspfade aus H; her-
ausfuhren, wie sie hineingelaufen sind.
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Umsetzung der Eigenschaften von H;:

Eingang Durchlauf Ausgang

a; wahr | A; — By — Cj — C].’ — B].’ — Aj’ Aj’ wahr
bjwahr | B; — C; — Aj — Aj’ — C].’ — Bj’ Bj’ wahr
c; wahr | C; — A; — By — Bj’ — A].’ — Cj’ Cj’ wahr

aj, by wahr | A; — A].’; B; = G — Cj’ — Bj’ Aj’,Bj’ wahr

aj,c; wahr | Cj — Cj’; A; — By — Bj’ — A].’ Aj’, Cj’ wahr

)

b;,c; wahr | B — Bj’; G — Ay — Aj’ — C].’ Bj’, Cj’ wahr

aj, bj, c; wahr Aj — A).’;Bj — Bj’; G — Cj’ Aj’,Bj’, Cj’ wahr
Man mache sich klar: Es gibt keine anderen Moglichkeiten, durchlaufende “wahr-

Pfade” zu konstruieren.
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Gesamtkonstruktion

Knotenmenge enthalt: (1) {x,...,Xxn}
(2) (), x{(G) [ T<1i<n, T <) <m, x4 € G}
(3) x:(),%/(G) 11 <i<n,1<j<mxeC)
Kantenmenge enthalt:
(1) H;-Gadget-Kanten fir C; (das betrifft Verbindungen zwischen x;(j), x!(j),
xi(3), %' (3))
(2) (x4,x4(j)), falls C; die erste Klausel in w ist, die x; als Literal enthalt (also:
x; € C; )
(Xw%( )), falls C; die erste Klausel in w ist mit x; € C;

(3) (x{(3),%;(k)), faIIs Cy die erste Klausel in w nach C; |st mit x; € Cy,
(X '(3),%1(k)), falls ...

(4) (x{( ), X(i mod n)+1)» falls C; die letzte Klausel in w ist mit x; € Cj;,
(X_l (), x X(i mod Tl)—|—1) falls ...
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Ein Beispiel fur die Konstruktion w = (xVyVz) A(xVyVz)A(xVyVz))
y I

o L
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Eine weitere Losung fir das Beispiel ¢(x) = p(y) =1; d(z) = 0.

H |

i |

o |

B

23



Ein kleines Eingestandnis

Wie oft, wird bei der Konstruktion ein wenig “geschludert”:
Implizit wird bei der Kantenangabe in (2) und (4) davon ausgegangen, dass die
erwahnten “ersten” bzw. “letzten” Klauseln mit x; Uberhaupt existieren.

Wie kann man die Konstruktion “retten” ?

Moglichkeit 1: Genauere Beschreibung der Kantenmenge, die “wirklich” ge-
meint ist.

Moglichkeit 2: Was bedeutet es auf der logischen (SAT) Ebene, wenn es gar
keine Klauseln mit x; gibt ?

Gibt es vielleicht eine Normalform fur 3-SAT, die diesen Fall ausschlief3t ?

Gibt es ein Polynomzeitverfahren, das diese Normalform herstellt ?

In welchem Sinne kdnnte man dies als Reduktion auffassen ?

Welche weiteren Mangel an der beschriebenen Reduktion (und der Beweisskiz-
ze) sind Ihnen aufgefallen ?
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GHK <{oq UNGERICHTETER HAMILTON-KREIS (UHK)

Sei G = (V, E) gerichteter Graph.

Konstruiere ungerichteten Graphen G’ = (V/, E/) wie folgt:
—V’' = {xa,xm, xe | x € V},

—E" = {{xa, xm}, (xm, xe} | x € VI U{{xe,vya} | (x,y) € E}.

Gilt G € GHK, so gibt es Kreis x1,...,Xn,x1 iIN G MitV ={x1,...,xn
Dann ist x14, X1m, X1e, X2a, - - - , Xna, Xnm, Xne, X1« Kreis in V', der alle Knoten von V' durchlauft,
d.h., G’ € UHK.

Fir jeden Kreis in G’, der alle Knoten durchlauft, gilt:

xm Wird entweder Uber xq, Xm, Xe 0der tber xe, Xm, Xq erreicht.

Nach Konstruktion gibt es von x4 nur Verbindungen zu y. und von x. nur Verbindungen zu z,.
Also werden alle x;, in gleicher Weise durchlaufen. O.E. hat der Kreis in G’ die folgende Bauart:

Z1ay Z1my Z1ey Z2ay + « - y Zney Z1q-
Dann ist z1, 2y, . .., zn, z1 €in Hamilton-Kreis in G.
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Mengentheoretische Probleme

Satz 2 NP-vollstandig (bzgl. <j.s) sind:

e TRIPARTITE MATCHING
e SET COVERING
e SET PACKING

e EXACT COVER BY 3 SETS



e TRIPARTITE MATCHING:
Gegeben: drei Mengen M, F, H mit gleicher Kardinalitat

n = #M = #F = #H

und eine Menge T von Tripeln T C M x F x H.

Frage: Gibt es eine Teilmenge T/ C T von n Tripeln, so dass keine zwei
Tripel eine gemeinsame Komponente haben?

So eine Teilmenge heil3t auch (tripartites) / (dreidimensionales) Matching.
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e SET COVERING: Gegeben: Familie F ={S4,...,Sn} von Mengen mit S; C U
far ein endliches Universum U sowie eine Zahl k € N.
Frage: Gibt es k Mengen S, ..., S mit

k
S;. =Uu

—1 )

)

e SET PACKING: Gegeben: Familie F = {Sq, ..., Sn} von Mengen mit S; C U
far ein endliches Universum U sowie eine Zahl k € N.
Frage: Gibt es k paarweise disjunkie Mengen Sﬁ e Sik mit

.

k
S, =U
)
j=1
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e EXACT COVER BY 3 SETS: Gegeben: Familie F = {Sq, ..., Sn} von Men-
gen mit S; C U mit #5; = 3 und #U = 3Kk.
Frage: Gibt es k paaarweise disjunkte Mengen Siyy ey Sqy Mt

Die Reduktionen

TRIPARTITE MATCHING <jos EXACT COVER BY 3 SETS
EXACT COVER BY 3 SETS <jog SET COVERING

EXACT COVER BY 3 SETS <jog SET PACKING

sind (fast) offensichtlich....
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Das Offensichtliche formaler...

TRIPARTITE MATCHING ist ein Spezialfall von EXACT COVER BY 3 SETS:
Das Universum U hat die besondere Eigenschaft, in drei gleich gro3e Men-
gen M, F H zerlegt werden zu kdnnen, sodass jede Menge aus F jeweils ein

Element dieser drei Mengen enthalt.

EXACT COVER BY 3 SETS ist ein Spezialfall von SET COVERING mit |U| =
3m, |S;| =3 flralle S; € Fund k = m.

Entsprechendes gilt fir SET PACKING.
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3-SAT < TRIPARTITE MATCHING
Betrachte CNF-Formelw = (C; ACy A -+ - A Cy) mit
Klauseln C; = (y;1 V yj2 V y;3) und Variablen {xj, ..., xn}.

Konstruiere 3 Mengen W, X, Y gleicher Machtigkeit 2Znm und

Tripelmenge T C W x X X Y, .

W = {u‘fj 1 <i<n,1 <5 <m,k =0,1}): Wahrheitswerte der Variablen x;
bzgl. Klausel C; (sollte harmonisiert sein, s.u.).

T beinhaltet drei Arten von Tripeln:

H; (Harmonisierung) Hat Variable x; in allen (simulierten) Klauseln denselben

Wert?
E; (Erfallungstest) Sind alle Klauseln C; erfallt?
G (Garbage Collection) Syntaktischer Mull, damit das Matching aufgenht.

31



Hi Zu X kommen Elemente a;; und zu Y Elemente by; hinzu (1 <i<n,1 <j <m),
die in keinen Tripeln aul3er den Folgenden enthalten sind:
H! :{(ulj»aijybij) 1<) <m}.

HY = {(U%» i (j mod m)+1, 035) [ 1 <j <ml.
H; = H U HY.

Jedes H; entspricht einem solchen “Stern” (hier j = 4).
Da aij, by (braun / magenta) sonst nicht vorkommen,

ist bei einem Matching M’ entweder H? oder H! enthalten
(blaue bzw. schwarze Dreiecke), aber niemals “gemischt”.
Die Wahrheitswertzuweisung kann z.B. mit

x; wahr gdw. M/ N H; = H!
“abgelesen” werden (s. rot/gran-Farbung der Sternstrahlen)
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i zu G5 = (yj1 Vuj2 Vs
Zu X kommen Elemente sy; und zu Y Elemente $2; hinzu.
Ist x; das k-te Literal in C;, so liegt ( Wi, 815 sp;) In T.

Ist x; das k-te Literal C;, so liegt (u] Wi, 815 sz)) inT.

Jedes Matching M enthalt hdchstens eines der drei Tripel (77, 515, s2;).
Ist so ein Tripel enthalten, so entsprlcht dies der Erfallung der Klausel C;.

Genauer: Wurde durch H; u i ausgewahlt (also x; auf wahr gesetzt),

SO ist u) noch “frei” und kann zur “Erflllung” von C; verwendet werden.

Mull G Durch U H; und U E; sind von W genau mn + m Elemente abgedeckt.
G muss die restlichen (m — 1)n Elemente abdecken:
G ={(u, 010,020 [ 1 <1<, 1<j<m0<k <1, 1 << (m—T)n.
Achtung: Konstruktion klappt nur, falls Variable nicht zweimal in irgendeiner Klau-
sel vorkommit.
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