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Komplexitatstheorie

e Diskussion verschiedener Komplexitatsklassen:
parameterisierte (Zeit-)Komplexitat

e zugehorige Reduktionsbegriffe
e vollstidndige Probleme

e Anpassung von Klassenbegriffen und Reduktionen



Was macht gute Komplexitatstheorie aus ?

e Eine schone Klasse K “guter Probleme”:
Bsp.: FPT.

e Eine entsprechend passende Reduktion, unter der KC abgeschlossen ist:
Bsp.: FPT-Reduktion f = (fy, fy); ist (P, k) “gut”, so auch (f{(P), f>(P)).

e Reduktionsbegriff ist kompositionsstabil
e Eine groBere, bose Klasse K’, z.B. NP.

e Reduktionsbegriff ist schwéacher als K/, K’ ist aber abgeschlossen gegen-
Uber den betrachteten Reduktionen..

e Die Echtheit der (bekannten) Inklusion I C K ist unbekannt.



Parameterisierte Algorithmik

Die Klasse FPT (fixed parameter tractable) enthalt Sprachen L C X* x N, far
die es einen Algorithmus gibt, der die Frage “(x, k) € L?” in Zeit

f(k) - p(xl)
entscheidet (f bel., p Polynom).
Satz. Gleichwertig hiermit ist: Es gibt einen Problemkern (x/, k’) zu Instanz (x, k)
mit k’, [x’| € O(g(k)) fir g beliebig.

Die zugehdorige Problemkernreduktion ist in Polynomzeit berechenbar.

~» Spezialvorlesung Parameterisierte Algorithmen



Reduktionen

Es seien (P, k) und (P’, k') parameterisierte Probleme (formal gegeben als Spra-
chen Uber den Alphabeten X bzw. X’).

Eine FPT-(many-one)-Reduktion von (P, k) auf (P’ ,k’) ist eine Abbildung R :
(Z* x N) = ((Z)* x N) mit:

(1) V(x,k) € Z* x N: ((x,k) € L(P) & R(x,k) € L(P'))

(2) Ristin Zeit f(k) - p(|x|) berechenbar fur bel. f und Polynom p.

(3) Es gibt Funktion g : N — N, sodass Vk € N : k/ < g(k) fur alle x, sodass
R(x, k) = (x/, k').

Schreibweise: (P, k) <gpt (P/, k).



Das Halteproblem auf Turing-Maschinen ~» Klasse W[1]

ist einer der natUrlichen Kandidaten, um “harte Probleme” zu definieren.

In der “klassischen Berechenbarkeit” ist das allgemeine Halteproblem das typi-
sche Beispiel flr ein unentscheidbares Problem.

Schrankt man die Schrittzahl, die eine Turing-Maschine machen darf, geeignet
ein, so gelangt man in der “klassischen Komplexitatstheorie” zu typischen NP-
harten Problemen.

Man kann hierbei sowohl Ein- als auch Mehrband-Turing-Maschinen betrachten.
Die einfachste Variante ist vielleicht:

KURZE NTM-AKZEPTANZ

Eingabe: Einband-NTM M, Eingabe x
Parameter: k € N
Frage: Gibt es Berechnung von M auf x, die in < k Schritten akzeptiert?



Die A-Hierarchie: Das parameterisierte Analogon zur Polynomzeithierarchie

Es sei ® eine Menge von Formeln.
MODEL-CHECKING(D)

Eingabe: Struktur S, Formel ¢ € @
Parameter: Gro3e von ¢
Frage: Gilt $(S) # 0?

Sei A[t] die Klasse aller Probleme, die sich auf MODEL-CHECKING(XZ¢) FPT-
reduzieren lassen.

Beispiel far £1-Formel Gber der Struktur “Graph” G = (V, E):

iSk = E|X] coo E|Xk (/\1§i<j§k(xi 75 Xj N\ _‘EXin)).

Die Abbildung (G, k) — (G, isy) ist eine FPT-Reduktion vom natlrlich parame-
terisierten Cliqguenproblem auf MODEL-CHECKING(Z1).



| bezeichnet £;-Logik ohne Negation.

Lemma 1 MODEL-CHECKING(Z1) <ppT MODEL-CHECKING(ZT).

Sei (S, ¢) eine Instanz von MODEL-CHECKING(Z1).

O.E.: ¢ istin Literalnormalform (Negationen stehen nur vor Atomen).

Sei p das relationale Alphabet von S und U das Universum.

Wir konstruieren negationsfreie Instanz (S’, ¢’) mit S’ = (U, p’).

o’ D p enthalt eine neue binare Relation < sowie, fir alle R € p, drei Relationen R¢, R; und Ry

mit o(R¢) = «(R¢) = «(R) und «(Rs) = 2(R).

Rt enthalt das <-lexikographisch kleinste Element aus R.

R¢ enthalt das <-lexikographisch letzte Element aus R.

Rs(a, b) gilt gdw. R(a) und R(b) gelten, a < b, und es gibt kein ¢ mit a < ¢ und ¢ < b sodass

R(c) gilt.

Eine Negation in (S, ¢) kann wie folgt Gbersetzt werden:

a ¢ R gdw. entweder a < x mit R¢(x) oder (x < a und a < y und Rs(x,y)) oder x < a mit Ry(x).
~» Ubungsaufgabe !



ZT[Z] bezeichnet X{-Logik ohne Negation, mit lauter zweistelligen Relationen

Lemma 2 MODEL-CHECKING(Z]") <ppp MODEL-CHECKING (£][2]).

Sei (S, ¢) eine Instanz von MODEL-CHECKING(Z7).

Sei S = (U, p).

Konstruiere S’ = (U, p/) mit U’ = J, U" U p.

Vereinigt wird Uber alle U", sodass r = 1 oder r = (R) fir ein R € p.
o’ enthalt fiir R € p Relation Py sowie Projektionen 7; flir solche r mit i < «(R).
Ersetze Rxq...xr (Mit r = «(R)) in (S8’, ¢’) durch:
Fy(Pry A mixiy A\ - - - A mtrxry).

(S’, ') heiBBt auch bipartite Struktur oder Inzidenzstruktur zu (S, ¢). Warum ?
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Satz 3 Das parameterisierte Clique-Problem ist A[1]-vollstandig.

Erinnerung: Beispiel fur £{-Formel Gber der Struktur “Graph” G = (V, E):
is, = Ixq ... Ixg (/\1§i<j§k(xi 7 X5 /\ ﬂExixj)).

Entsprechend:
Clk = HX] .« E|Xk (/\1§i<)-§k(xi 75 Xj A\ EXin)).

~» Das parameterisierte Clique-Problem liegt in A[1].
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Cliquen und Logik |

ZT[Z]’—Formeln: Sei zunachst ¢ eine Formel der Form Ix;3x; ... Ix Aic1 A
mit A; atomar und zweistellig; k > 2. Sei U das Universum.

Definiere Graphen Gy = (V,E) mit V = U x {1,...,k}.

E enthalt Kante zwischen (a,r) und (b, s) gdw. fur alle i € I, sodass xr und xs
die Variablen von A; sind, d.h., A; = R;(xr, xs), gilt: $(R;(a, b)).

Wir kdnnen x; = a; (mit a; € U) als glltige Belegung von ¢ wahlen, gdw. G,
enthalt Clique (ay, 1), ..., (ay, k).

Bsp.: ¢ = (x1 Ax2) V (x2/Ax3) G, enthalt z.B. Kante {(x3, 3), (x1, 1)}, da es KEIN
“A;” gibt mit x3 UND x; als Variablen.

~» MODEL-CHECKING (X [2]") <gpy CLIQUE.
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Cliquen und Logik Il

Uberfiihre eine allgemeine ZT[Z]-FormeI ¢ in disjunktive Normalform, d.h. o.E.:
& = Ix;Ixg ... Ixi Ve Aier Aqj» Mit Ay ; atomar und zweistellig.

Konstruiere zu ¢; = Ix13x; ... Ixx Aje1 Aq; Graphinstanz Gd))..

Die disjunkte Vereinigung G = | Gq)j enthalt Clique der Gro3e k gdw. ¢ wahr in
der vorgelegten Struktur.

~» MODEL-CHECKING(Z7 [2]) <ppr CLIQUE.

vorige Lemmata ~» Das parameterisierte Clique-Problem ist A[1]-hart.
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Folgerungen

Aus den bereits gezeigten parameterisierten Reduktionen ergibt sich:

Folgerung 4 Das parameterisierte Problem, eine unabhangige Menge der Gro-
Be k in einem Graphen zu finden, ist A[1]-vollstandig.

Folgerung 5 KURzE NTM-AKZEPTANZ ist A[1]-hart.

Wir werden im Folgenden sogar die A[1]-Vollstandigkeit dieses Problems zeigen.

N>

Satz 6 A[1]=W[1].
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Nochmals ein Rechenteppich

Ziel: Beschreibe Berechnung einer NTM durch Formel Uber geeigneter Struktur.

Hier nur grobe Skizze (siehe Flum / Grohe S. 115f.).

Das Universum beinhaltet u.a. das Zustands- und Eingabealphabet der NTM
sowie ein Zahleralphabet bis k + 1.

Das Turingband wird mit gentgend vielen Variablen dargestellt.

So konnte die Anfangskonfiguration beschrieben werden durch:

init(z, t,x1, ..., x41) = INITZ A P1t A A1<i<ir1 BLANKx;.

z ist hierbei die Zustandsangabe, t der Schrittzahler (Zeit),

x; der Bandinhalt des i-ten Felds.

Die Lange der Formel ist schlie3lich quadratisch in k.
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Mogliche Aufgabe

Zeigen Sie, dass das folgende Problem W/[1]-vollstandig ist.

SET PACKING

Eingabe: Mengensystem M (ber Universum X, d.h., M C 2X

Parameter: k € N

Frage: Gibt es Teilsystem M’ von M, IM/| > k, sodass Vp,q € M’ : pnq #
0 = p=4q?

Ist Ihnnen das obige Problem unter anderem Namen bekannt, falls fur allep € M
gelten sollte: |p| = 2? Wie schwierig ist dieses eingeschrankte Problem?
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Schwierigere Probleme ?

Die Klasse W[2] kann durch das k-Schritt-Halteproblem auf nichtdeterministi-
schen Mehrband-TM charakterisiert werden.
Wichtig ist der “Einschrittzugriff” auf mehrere Bander parallel.

Lemma 7 DOMINATING SET liegt in W[2].

Betrachte zu gegebenem Graph G = (V, E) und Parameter k eine Turingmaschine mit |V| 4 1
Bandern und einem Bandalphabet, das u.a. V umfasst.

Eingangs schreibt die TM ein #-Symbol auf alle Bander und geht einen Schritt nach rechts.
Dann rat es k Zeichen aus V auf sein nulltes Band.

SchlieBlich Gberprift die TM, ob die geratene Knotenmenge eine dominierende Menge ist, indem
(durch Linksbewegung auf dem nullten Band) beim Einlesen des Zeichens v auf allen Bandern
w mit w € Nv] eine Linksbewegung vollzogen wird (sofern moglich).

Die TM akzeptiert, wenn alle Kopfe wieder am linken Rand angekommen sind.

Hinweis: Das Problem ist sogar W[2]-vollstandig.
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Mogliche Aufgabe

Zeigen Sie, dass das folgende Problem W{2]-vollstandig ist.

HITTING SET

Eingabe: Mengensystem M (ber Universum X, d.h., M C 2X
Parameter: k € N

Frage: Gibt es Teilmenge h C X, |h| < k, sodass Vp € M : p N h £ (?

Ist Ihnen das obige Problem unter anderem Namen bekannt, falls fir alle p € M
gelten sollte: |p| = 2? Wie schwierig ist dieses eingeschrankte Problem?
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Alternierung im Feinen

Das Problem, das leere Wort in hochstens k Schritten zu akzeptieren, kann man
auch far alternierende Turingmaschinen formulieren.

Genauer bekommen wir eine ganze Familie von Problemen: KURzE (-ATM-
AKZEPTANZ, wobei { die Anzahl der Alternierungen (auf akzeptierenden Kon-
figurationspfaden) beschrankt.

Satz 8 Firjedes{ > 1 ist KURZE {-ATM-AKZEPTANZ Al[{]-vollstandig.

Dies sieht man wieder durch eine geeignete Analyse des Rechenteppichs.
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Alternierung im Allgemeinen

Ist die Zahl der Alternierungen unbeschrankt, gelingt eine Kennzeichnung der
Klasse AW/[x], die Glber MODEL-CHECKING(FO) beschrieben werden kann.

Satz 9 KURzE ATM-AKZEPTANZ ist AW [x]-vollstdndig.

Fragt man bei GEOGRAPHY, ob es einen Gewinn des Anziehenden in héchstens
k Schritten gibt, hat man ein weiteres AW[x]-vollstandiges Problem.
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AbschlieBend

Ist alles unbekannt, was Komplexitatsklassen angeht?
Muss man sich stets mit Aussagen abspeisen, die bestenfalls “Vollstandigkeit”
zeigen?

Durch Diagonalisierung kann man z.B. zeigen, dass L # PSPACE qilt.
Ebenso kann man z.B. P von Exponentialzeit trennen.
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Das Polynomialzeit Halte-Problem

HALT p = {(M) $ (w) | TM M halt auf w und liefert 1 in héchstens 2" Schritten }
Satz 10 HALTy ist in Exponentialzeit entscheidbar, liegt aber nicht in P.

Die Entscheidbarkeit in Exponentialzeit ist trivial.
Z.z.: HALTp ¢ P. Andernfalls golte:

Ho = {(M) | (M)$ (M) € HALTp} € P

Also lage das Komplement H, ebenfalls in P.
Sei M, eine TM, die Hy in pol. Zeit p entscheidet, mit p(x) < 2* fur alle x > | (My) |.

Wenn M, das Wort (M,) akzeptiert, dann (M) € L(M;y) = Ho, was der Annahme widerspricht,
Ho enthalte alle TMs, die hdchstens 2Mel Schritte machen, wenn sie ihre eigene Beschreibung
als Eingabe bekommen. B

~ My akzeptiert (M) nicht. ~» (My) ¢ L(M,y) = Hyp, d.h., (My) € Ho.

Nach Definition von H, bedeutet dies: My macht 2M! Schritte auf (M,), Widerspruch!

Daher liegen H, (und folglich ebensowenig HALTp) nicht in P.
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Motivation

siehe http://max.cs.kzoo.edu/~kschultz/CS510/ClassPresentations/NPCartoons.
html wiederum aus Garey / Johnson

Sorry Chef, aber ich kann fir das Problem keinen guten Algorithmus finden. ..
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http://max.cs.kzoo.edu/~kschultz/CS510/ClassPresentations/NPCartoons.html
http://max.cs.kzoo.edu/~kschultz/CS510/ClassPresentations/NPCartoons.html

Die beste Antwort ware hier aber...

... lch kann aber beweisen, dass es flr das Problem keinen guten Algorithmus
geben kann !
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Was die Komplexitatstheorie statt dessen liefert...

... lch kann aber beweisen, dass das alle anderen auch nicht kbnnen |

24



Das Credo: P C NP

Folgerung: FUr NP-harte Probleme “glaubt man” nicht an Polynomzeitalgorith-
men zu ihrer LOosung.

“Ergo” (?) Exponentialzeitalgorithmen sind unvermeidlich flr exakte Losungen
NP-harter Probleme.

Ahnliche Zusammenhénge und Folgerungen sind in anderen Bereichen der KT
moglich und ublich.

Nochmals Hinweise:
Vorlesungen zu Approximationsalgorithmen / Parameterisierten Algorithmen.
Klassischer Theorie-Kanon ebenfalls moglich: Vorlesung zu Formalen Sprachen.
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