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Definition [PAC-Lernbarkeit]
Eine Begriffsklasse C ist PAC-lernbar durch einen Hypothesenraum H aus einer

Menge von Beispielen X mit x € X, wenn es einen Algorithmus L(6, €) gibt, der
—Dbei allen beliebigen aber festen Wahrscheinlichkeitsverteilungen tber X
—farallec € C

—in einer Zeit, die durch ein Polynom tber 1/€,1/9, |c|, |x| begrenzt ist

—mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 6

eine Hypothese h € H ausgibt, deren Fehler nicht gro3er ist als €.

L(d, €) hat Zugriff auf Orakel EXAMPLE.



Hierarchie der Lernbarkeit versus Beschreibungsfahigkeit

Definition [k-KNF] Eine Formel C; A ... A Cy, bei der jedes C; eine Disjunk-
tion von hochstens k Literalen Uber Boolsche Variablen ist, ist in k-konjunktiver
Normalform (k-KNF).

Definition [k-Term-DNF] Eine Formel T; V ...V Ty, bei der jeder Term T; eine
Konjunktion Gber hochstens n Boolsche Variablen ist, ist in k-Term disjunktiver
Normalform (k-Term-DNF).

Natdrlich ist k-KNF ausdrucksstarker als k-Term-DNF, denn man kann jeden Ausdruck in k-
Term-DNF in k-KNF schreiben, aber nicht umgekehrt.

Die Reprasentationsklasse C = k-KNF ist lernbar durch H = k-KNF.

Die Reprasentationsklasse C = k-Term-DNF ist nicht lernbar durch H = k-Term-DNF, wohl aber
lernbar durch H = k-KNF.



NUtzliche Formeln

Vx> 0:(1T4+x 1) <e

vx >0:(1—x N*<e
Daraus folgt insbesondere:

Vx >0:(1—x)<e ™



Definition [PAC-Lernen von Formeln] Es sei eine Familie von Klassen Bool-
scher Funktionen, die in Anhangigkeit von einem Parameter n die Eingaben

{0, 1} nach {0, 1} abbilden. S hei3t PAC-lernbar, wenn es einen Algorithmus
M sowie Polynome p, q gibt, mit folgenden Eigenschaften:

e M lernt in Abhangigkeit des Parameters n, 0, € jede Funktion f € S.

e M erhalt als Eingabe die Parameter n, 8, e sowie m = [p(n, 1,1)] Beispiele (x;,f(x1)),
..., (xm, f(xm)), wobei die Vektoren x,, € {0, 1}" zufallig gemaf einer unbekannten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P gewahlt werden.

e M berechnet aus den Daten in Zeit q(n, 6, €) eine Formel g.

e Mit Wahrscheinlichkeit T — 6 (“probably”) gilt, dass P({x : f(x) # g(x)}) < e ist (“approxima-
tely correct”).



Satz: Die Klasse Smon = {fa : (VX)[fa(x) = 0 & x <oy al} aller monotonen
Funktionen ist PAC-lernbar.

Beweis Der Lernalgorithmus bestimmt unter den Beispielen das lexikographisch
groBte b mit f(b) = 0 und wahlt die Funktion fy,.

Falls kein solches Beispiel existiert, wird b = 0™ gewabhlt.

Zu bestimmen bleibt die notwendige Anzahl m der Beispiele, damit der Algorith-
mus seinen Spezifikationen gentgt.

Es sei ¢ der lexikographisch erste Vektor mit P({d : ¢ <{ex X <tex a}) < E.

Es gibt zwei Falle:

e c = 0™: Dann ist stets ¢ <y b <ie @ und mit Wahrscheinlichkeit 1 wird
eine Formel gelernt, die der Bedingung P({x : f(x) # g(x)}) < € genigt.
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o c # 0™ Dannist P({x : ¢ <{ox X <i{ex a}) > €.~ Mit Wahrscheinlichkeit
1 —(1—¢€)™ist 1 aus m Beisp. in diesem Intervall.
m muss so grol3 gewahlt werden, dass 1 — (1 —e)™ > 1 — b ist.

Also ist die Bedingung 1T — (1 — €)™ > 1 — & hinreichend. Forme um:

1—5 1—(1—¢e)™
(1T—e)™ 5
m-log(1— €) log(d)
log()
log(1 — €)

VANVANRVA

m

I

Nun beno6tigt man am Ende nur ein hinreichend grof3es m, dieses muss aber
nicht optimal sein.
Man kann den Term |log(1—e€)| = e+e2+€3+. .. nach unten durch e abschatzen



und |log(6)| nach oben durch % abschéatzen.

Dadurch erhalt man m > 61—6
Dieses m ist ein Polynom in n, % und %
Die Rechenzeit ist ebenfalls polynomial in n und der Beispielanzahl m, also

polynomial in den drei Parametern von p. Zusammenfassend gilt:

Zu gegebenem n, 6 und € liest M dann (é} Beispiele (x, f(x)) ein und
bestimmt unter ihnen das lexikographisch gré3te b mit f(b) = 0. Falls
es ein solches nicht gibt, ist b = 0™. Dann gilt mit Wahrscheinlichkeit
1 — 0, dass der Fehler von g bezlglich P durch € begrenzt ist, d.h.:

Plix: glx) # f(x)}) < e.

Um z.B. mit 99% Wahrscheinlichkeit einen Fehler von nur 1% zu haben, benotigt
man 10000 Beispiele.



Satz: Die Klasse Sy._knr aller Formeln in konjunktiver Normalform aus Termen
mit hochstens k Variablen ist PAC-lernbar.

Beweis Man betrachte folgenden Lernalgorithmus:

g wird initialisiert als eine Konjunktion Uber alle Terme in bis zu k Variablen, d.h. g = t; At; A
LA mMitt = (xiVxo Voo VX, ...

(*) Lies die nachsten m = [L] Beispiele ein.

Falls g alle richtig klassifiziert, gib g aus und terminiere.

Sonst ist g(x) = 0 fir einige Beispiele (x, 1).

Entferne alle Terme t von g mit t(x) = O fir ein Beispiel (x, 1).
Durchlaufe erneut die Schleife (*).

g besteht zu Beginn aus h = (2n)* Termen.

Bei jedem Durchlauf der Schleife wird mindestens ein Term gel6scht oder die Schleife verlassen.
Daher kommt man mit (2n)* + 1 Durchlaufen der Schleife aus.

Beim Verlassen der Schleife stimmt g mit der zu lernenden Funktion f auf m = (5‘—61 neu ge-
zogenen Beispielen Uberein, die von denjenigen stochastisch unabhangig sind, aus welchen g
berechnet wurde.



g enthalt dann alle Terme, die nicht den Daten widersprechen, d.h. g ist die Konjunktion aller
Terme t, die flr jedes der Beispiele (x, 1) die Bedingung t(x) = 1 erflllen.

f dagegen enthalt nur einige dieser Terme, also gilt g(x) < f(x) fir alle Vektoren x.

Zu zeigen bleibt, dass die Menge der Unterschiede klein ist, d.h. P({x : g(x) = 0OAf(x) = 1}) < e.

Wie im Beweis des vorigen Satzes kann man auch hier Folgendes zeigen:

Wenn es genug Unterschiede gibt, d.h. wenn P({x : f(x) # g(x)}) > € ist, dann ist mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — & mindestens eines der letzten m Beispiele in dieser Menge {x : f(x) # g(x)}.
Da aber g und f auf den zuletzt gezogenen m Beispielen Gbereinstimmen, gilt im Umkehrschluss,
dass g und f mit Wahrscheinlichkeit 1 — 6 hinreichend &hnlich sind, d.h. mit Wahrscheinlichkeit
1 —0ist P({x:f(x) # g(x)}) <e.

Also ist Sy_xknF PAC-lernbar mit der Schranke

1

11 ‘
5 €

pin,~ 1y = gy L]
O €

auf die Gesamtzahl der Beispiele.



Vapnik-Chervonenkis-Dimension

Definition [Stichprobenkomplexitat] Die Stichprobenkomplexitat eines Algo-
rithmus flr gegebenes H, C, € und ¢ ist die Anzahl von Beispielen m(e€, 6, H),
nach denen der Algorithmus spatestens ein beliebiges ¢ € C mit Wahrschein-
lichkeit 6 bis auf einen Fehler von e approximiert (PAC-gelernt) hat.

Zunachst benutzen wir einen Hypothesenraum mit endlicher Grée [H|.

Satz: [Stichprobenkomplexitat] Die Stichprobenkomplexitat m eines endlichen
Hypothesenraums H mit H = C ist begrenzt durch

]

E(ln H| 4+ In(1/8));
das kleinste m, fur das die Ungleichung gilt, gibt die Anzahl von Beispielen an,
nach denen spatestens jedes ¢ € C PAC-gelernt werden kann.

m(e,d,H) >
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Beweis (nach Haussler) Der Versionenraum zu H enthalt zu jedem Zeitpunkt nur mit den bisher
gesehenen Beispielen konsistente Hypothesen.

Der Hypothesenraum ist endlich.

Wir betrachten den schlimmsten Fall: bezlglich der bisher gesehenen Beispiele ist eine Hypo-
these im Versionenraum zwar korrekt, tatsachlich ist ihr Fehler aber gro3er als €.

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 eine beliebige Hypothese mit Fehler groBer als € ein zufallig gezo-
genes Beispiel richtig klassifiziert, ist also héchstens (1 — €)™,

Bei k Hypothesen ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine von ihnen schlecht ist (d.h. einen Fehler
gréBer als € hat), héchstens k(1 —e)™.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine der Hypothesen im Versionenraum einen Fehler gro-
Ber als € hat, hOchstens

[HI(T—¢e)™

Dies beschrankt die Wahrscheinlichkeit, dass m Beispiele nicht ausreichen, um die schlechten
Hypothesen aus dem Versionenraum zu tilgen.

Da e zwischen 0 und 1 liegt, kbnnen wir sie ganz grob abschatzen als |H|e~¢™. Damit ein Begriff
PAC-gelernt wird, muss diese Wahrscheinlichkeit kleiner sein als 6:

Hle ™ < 6.
Eine Umformung dieser Gleichung ergibt das Gewlnschte.
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Sei H der Hypothesenraum Uber X und S eine m-elementige Teilmenge von X.
S wird von H zerschmettert (shattered), falls es firr alle S’ C S eine Hypothese
hg, € H gibt, die S” abdeckt, d.h. SN hg, = S".

MaW.:2>={hNnS|heH.

Alle Teilmengen von S werden also durch Hypothesen in H erkannt.

Die Vapnik-Chervonenkis-Dimension von H, VCdim(H), ist die Anzahl der Ele-
mente von der groBten Menge S, wobei S von H zerschmettert wird.

VCdim(H) = max{m : 3S C X, |S| = m, H zerschmettert S}.

Sie gibt also an, wieviele Unterschiede H machen kann. Wenn es kein Maximum
der Kardinalitat von S gibt, ist VCdim unendlich.

Mitteilung[Blumer] C ist PAC-lernbar gdw. VCdim(C) < oo.
12



Satz: [VC-Dimension endlicher Hypothesenraume] Wenn der Hypothesenraum
H endlich ist, dann ist VCdim(H) < log,(|H|).

Beweis Um eine Menge der Grdl3e m zu zerschmettern, sind mindestens 2™
verschiedene Hypothesen noétig, weil es ja 2™ verschiedene Teilmengen gibt. O

Umgekehrt kann man fiir H C 2X per Induktion zeigen:

H| < (1X] 4 1)YPdim(H),

Mitteilung Die Ermittlung der genauen Vapnik-Chervonenkis-Dimension ist NP-
hart.
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VC Dimension und PAC-Lernen

Begriffserweiterung fur H C X*:
VCdim(H): N = N, VCdim(H)(n) = VCdAim({h N Z=" | h € H)).

Mitteilung: Dann gibt es einen Lernalgorithmus flr H mit Stichprobenkomplexitat

m(e,o,n) = % (n+1)VCdim(H)(n)log2 —logd)).

Dabei wird einfach irgendeine mit der gezogenen Beispielmenge konsistente
Hypothese ausgegeben.

Folgerung: Eine Konzeptmenge ist mit polynomieller Stichprobenkomplexitat lern-
bar gdw. ihre VC-Dimension ist polynomiell.
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PAC-artiges Lernen regularer Sprachen

Es gebe eine beliebige aber fixierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf der
Menge aller Worter Gber dem Alphabet 2. Dem Lerner sei diese Verteilung un-
bekannt.

R C X* seidie zu lernende Sprache. Der Lerner kann Informationen durch Aufruf
zweier Orakel gewinnen:

e IN(x) liefert 1 gdw. x € R (sonst 0);

e EXliefert geman der Wahrscheinlichkeitsverteilung P ein Paar (x, d) € * x
{0,1} mit x € R gdw. d = 1. Aufeinanderfolgende Aufrufe von EX seien
statistisch unabhangig.

15



Der (zu konstruierende) Lernalgorithmus L} bekommt bei seinem Aufruf zwei
Parameter Ubergeben, die Genauigkeit € und die Konfidenz & (beide in (0,1)
gelegen).

Ziel ist es, eine e-Ndherung von R zu inferieren, d.i., einen Automaten A zu
finden, so dass die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis “symmetrische Differenz
von R und L(A)” héchstens gleich € ist, also

) Px)<e

XERAL(A)

gilt.
Ist A eine e-Naherung von R, so ist die Wahrscheinlichkeit daftr, durch einen
Aufruf von EX einen Unterschied von R und L(A) zu finden, hdchstens gleich e.

16



L7 ist eine Modifikation von L*.

Eine Elementanfrage wird durch einen Aufruf von IN simuliert.

Jede Hypothese wird durch eine Anzahl von Aufrufen von EX getestet, was in
diesem stochastischen Modell die Aquivalenzanfragen an den Lehrer ersetzt.
Liefert namlich irgendein Aufruf von EX ein Paar (x,d), so dass d = 1, aber
M(S,E, T) lehnt x ab (oder umgekehrt), so fungiert x als ein Gegenbeispiel flr
die Hypothese M (S, E, T) von LY, und L}, modifiziert seine Hypothese wie vor-
dem L*.

Liefert keiner der Aufrufe von EX ein Gegenbeispiel, so halt L] mit der Ausgabe
M(S,E, T).

17



Frage: Wieviele Aufrufe —in Abhangigkeit von 6 und e— muss L} machen, um
eine Hypothese “genigend” zu testen?

Wir lassen eine Abhangigkeit von der Zahl der bisher getesteten Hypothesen zu.

Sei

1 1
T = - <logg—|— (log2)(1 + 1)) .

Sind bislang 1 Hypothesen getestet worden, so macht Lj, [r;| Aufrufe von EX.
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Satz: Es sei n die Anzahl der Zustdnde des minimalen DEAs fur die unbekannte,
zu lernende regulare Sprache R C L*.

Dann terminiert Ly nach
1 1 )
Oln+—-[nlog-+n
€ d

vielen Aufrufen des EX Orakels. Die Wahrscheinlichkeit daflir, dass der dabei
von L} ausgegebene Automat eine e-Naherung von R ist, betragt mindestens
1 —20.

Die Laufzeit von L7 ist polynomiell in n und der Lange der durch die EX-Aufrufe
erhaltenen Beispiele.
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Beweis Wie wir schon bei der Analyse des Algorithmus L* gesehen hatten, wer-
den hochstens n — 1 Gegenbeispiele verarbeitet, bis der Algorithmus terminiert.
Daher betragt die Zahl der Aufrufe von EX bis zur Terminierung hochstens:

n—2

Z(Ti—l—ﬂ = (n])—l—l(( —1)10g + logZZO )

1=1
(v (e oo?))
e Oln+—(nlog=+n :
€ d

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dass L7 mit einer Hypothese termi-
niert, die keine e-Naherung von R darstellt, nachdem bislang 1 Hypothesen ge-
testet wurden?

Diese betragt (sozusagen in “Runde i”) héchstens (1 — ¢)Ti.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit daftr, dass der dabei von L7 ausgegebene Au-
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tomat keine e-Naherung von R ist, hochstens:

n—2 n—2
Si-en < Y e
1=0 1=0

n—2 5

Z 2i+1 < o.

1=0

IA




