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Lernalgorithmen | Gesamtiibersicht

0. EinfUhrung

1. ldentifikation (aus positiven Beispielen)

2. Zur ldentifikation regularer Sprachen, mit XML-Anwendung
3. HMM — Hidden Markov Models

4. Lernen mittels Anfragen & zur Roboterorientierung

5. Lernen mit negativen Beispielen

6. PAC-Lernen



Organisatorisches

Vorlesung MO 8.25-9.55, F55
Publikum Hauptdiplomsstudierende und Masterstudierende

Ubungsbetrieb in Form von einer “GroBen Ubungsgruppe”
MI 8.25-9.55, F55; BEGINN: in der zweiten Semesterwoche

Dozentensprechstunde DO, 13-14 in meinem Blro H 410 (4. Stock)
Mitarbeitersprechstunde (Stefan Gulan) DO 13-14 H 413

Scheinkriterien Es wird ein benoteter Schein vergeben nach einer mundlichen
Prifung.
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Golds Lernmodell des Textlernens

w - - D
W < 2
W3 - - D3
w - - D

L L=L(D...)



Mégliche Welten: Die Menge & C 2N der aufzahlbaren “Sprachen”.

Zur Darstellung von Beispielstromen:

Ein Text sei irgendeine Abbildung T : N — N U {#].
#. Pausenzeichen

Der Inhaltvon T: Inh(T) ={T(1)i € N, T(1) # #}.
T heiBBt Text fur L C N, falls Inh(T) = L.

Hinweis: FUr jede nicht-leere Sprache gibt es unendlich viele Texte, denn

(1) die Anordnung ist beliebig, (2) Wiederholungen sind zulassig, und

(3) # kann beliebig eingefligt werden.

Ein Text modelliere den Beispielstrom (aus der “gewahlten” Sprache L € £) in den Lerner, der
seine Hypothesen in Form von Turingmaschinen oder Programmen auf3ern kann.



Setze Tin] = (T(0),..., T(n—1)).
SEQ = {Tn]|T Text,n € N} ist die Menge aller endlichen Folgen tber N U {#].

Die Ldange von o € SEQ werde mit |o| bezeichnet.
Bem.: T beginnt mit o genau dann, wenn T{|o|] = o.

Bem.: T[n] ist die Datenmenge, die den Lerner bis zum n-ten Zeitpunkt zur Ver-
flgung stent.

Gehen wir von einer fixierten Nummerierung aller Turingmaschinen aus, so kon-
nen wir einen Lerner, auch Inferenzmaschine (IM) genannt, als (zunachst belie-
bige) partielle Funktion F : SEQ—o—N verstehen.

Notation: F(T[n]) |: F ist definert auf T[n|, das hei3t, der Lerner auB3ert eine Hy-
pothese nach Beobachtung von (T(0),..., T(n—1)).

Zugehorige Sprache: L(F(T[n])).



F konvergiert auf Text T, falls es einen Grenzwert 1 € N gibt,
sodassdnyg e N Vn >ngy: F(Th]) =1
In Zeichen: F(T) |=1.

F identifiziert Text T genau dann, wenn
FHeN:FKT) [=1AL{) =Inh(T).

F identifiziert L € £ genau dann, wenn
V Texte T : Inh(T) = L = F identifiziert T.

F identifiziert L C £ genau dann, wenn

VL € L : Fidentifiziert L.

(sonst heil3t £ nicht identifizierbar.)

Anstelle von /dentifikation spricht man auch vom Textlernen.



Die Konkatenationvon o, T € SEQ notieren wir durch Hintereinanderschreiben.
o C 7 (o C T) drucke die (echte) Prafixrelation aus.

Gilt og C o7y C ... C on C ..., so bezeichne |, on den dadurch eindeutig
festgelegten Text.

Es seien L € &, ein Lerner Fund o € SEQ gegeben.
o hei3t Schlussfolge (locking sequence) fur F auf L genau dann, wenn

(@) Inh(o) C L,

(c) VT € SEQ, Inh(t) C L = F(oT) = F(o).



Satz: (Blum & Blum) Identifiziert F eine Sprache L € £, so gibt es eine Schlussfol-
ge fur F auf L.

Beweis: Gegeben: L € £ und F. O.E. sei F auf ganz SEQ definiert.
Annahme: Es gibt keine Schlussfolge o fur F auf L. D.h.:

Vo € SEQ, Inh(o) CL A L(F(o)) =L
— dt e SEQ: Inh(t) CLAF(o1) # F(o). (*)

Wir zeigen: Aus (*) folgt die Existenz eines nicht identifizierbaren Textes T flr L.
Essei U=u(0),u(1),u(2),...ein beliebiger Text fur L.
Wir definieren induktiv eine Folge on C T.

10



n=0:0y=0.

n—on+1:

1. Fall: L(F(on)) # L. Setze 0111 = onu(n).

2. Fall: L(F(on)) = L.

(*) gewahrleistet die Existenz von T € SEQ, Inh(t) C L, F(onT) # F(on).
Setze 0,11 = onTU(N).

Esist 03 C o3 fur alle 1; setze daher T = (J,,cn On.

Da U ein Text flr L ist, ist auch T ein Text fur L.

F konvergiert aber nicht auf T, denn flr alle n + 1 € N ist
entweder L(on) # L

oder es gibt ein T € SEQ, onT C 0,41, FlonT) # F(om).
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Satz: (Angluin) £ C £ ist identifizierbar genau dann, wenn
VLe £L3aD{ CL,Dyl<oo VL' e L, D CL' =1"¢ L.

Obiges Dy hei3t auch charakteristische (Teil-)Menge von L.

Beweis: Es sei £ C £ gegeben.

(1) Angenommen, F identifiziert L.

Dann gibt es zu jedem L € £ eine Schlussfolge oy far F auf L.
Setze D]_ = ITlh(O'[_).

Zu zeigen:VL' e L, D C L' = L' ¢ L

Betrachte die Situation Dy C L/, L’ C Lfirzwei L,L" € L.

Es sei T ein Text fir L’ mit T[|o|] = o (wegen Inh(oy) C L').
Da oy Schlussfolge, gilt: L(F(op)) =L, also L’ = L(F(T)) = L.
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(2) Annahme: VL € £3D; C LDy < 0o)VL € L, D C L' = L' ¢ L. [+]
Definiere einen Lerner F’ wie folgt:

F/(o) sei das kleinste i € N, so dass flr ein L € L gilt:

(a) L(1) =L,

(b) D; C Inh(o) C L.

Gibt es solch ein 1 nicht, so sei F’ undefiniert.

Zu zeigen: F' identifiziert L.

Wir fixieren L’ € £ und einen Text T far L’.

Es gibt dann ein ny € N, so dass Dy, C Inh(T[ng]) C L.

Sei i, der kleinste Index fir L’. Nach Konstruktion von F’ gilt:

F’ konvergiert gegen iy auf T (und identifiziert so T), falls:

Vi <i,L=L(G) € Lvm € N,D; C Inh(T[m])dIn’ > mvn > n’: Inh(T[n]) £ L.
Seialsoj <ipund m € Ngegebenmit L =L(j) € £,D; C Inh(T[m]).
Wegen L £ L’ und Dy C Inh(T) = L’ gibt es wegen [+] einxy € L'\ L.

T ist ein Text fir L, so dass es ein n’ gibt mit xo € Inh(T[n]) fir alle n > n’.
Daher ist Inh(T[n]) € L.
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Grenzen des Textlernens

Eine Sprachklasse, die alle endlichen sowie eine unendliche Sprache enthalt,
heil3t superfinit.

Folgerung: (Gold) Keine superfinite Sprachklasse ist identifizierbar.
Folgerung: Die Klasse der regularen Sprachen ist nicht identifizierbar.

Warum sind dies einfache Folgerungen ?
Hinweis: Im ersten Fall: Wahle als L vom Satz von Angluin eine unendliche Sprache.
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Rekursive Identifizierbarkeit (Lerner sind TM)

Satz: Es gibt eine identifizierbare, aber nicht rekursiv-identifizierbare Sprachfa-
milie.

Beweis: Es sei K = {n € N|die n-te TM hélt, angesetzt auf n }.

K kodiert das Halteproblem flr Turingmaschinen und ist bekanntermaf3en rekursiv aufzahlbar,
aber nicht entscheidbar.

Betrachte K = {K U {x}|x € N}.

IC ist identifizierbar durch

Fo) = Index von K, falls Inh(o) C K,
] Index von KU {x}, falls 3x € K, x € Inh(o).

Wir zeigen, dass KC nicht rekursiv identifizierbar ist.
Angenommen, ein berechenbarer Lerner F identifiziert /.
Dann gibt es eine Schlussfolge ok flr F auf K € K.

Fixiere eine berechenbare Aufzahlung yo, y1,yY2,... von K.
FUr jedes x € N bezeichne T* den Text oxxyoy1y2.. ..
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Es gilt:

(@) Vx € K: T*ist Text fur K.

(b) vx € K: T*ist Text fir K U {x} #£ K.

Also: Nur Texte “far” KC!

Aus (a) folgt (denn oy ist Schlussfolge flr K):

vx € Kvn > |ok| : F(T*[n]) = F(ok).

Aus (b) folgt (denn F identifiziert K):

vx € Kan > |ok| : F(T*[n]) | AF(T*[n]) # F(ok).
Waére F eine (partiell) rekursive Funktion, so auch

min{S(n) | n > |ox| A F(T*[n]) # F(ok)}, falls def.!

X 1 N—o=N, x(x) = { T sonst.

Hierbei: S(n) sei Schrittzahl einer F realisierenden TM bei Eingabe von T*[n].
Der Definitionsbereich von x wére K, d.h., K wére rekursiv aufzahlbar. Widerspruch!
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Satz: : Es sei FO, F! ... eine Aufzahlung aller Turing-berechenbaren (méglicher-
weise partiellen) Lerner.

Dann gibt es eine total-rekursive Funktion f : N — N, so dass

(a) Ff(V) total ist und

(b) VL € &: falls F! identifiziert L, dann gilt; Ff(V) identifiziert L.

Beweis: F'V) soll F! simulieren, aber definiert sein auf o, falls Fi(o) 7. Es sei of(;) der langste
Prafix von o € SEQ (falls dieser existiert), auf dem F' nach |o| Schritten fertig ist.

(i) Fi(ogy)), falls o) definiert ist.
Flo) = 0, sonst.

Sei T ein Text far L, und Ft identifiziere L, d.h., es gibt ein ny, so dass fir alle n > ng F(Tn]) =
F'(Tngl) ein Index fir L ist. .
Sei s die Laufzeit zur Berechnung von F*(T[no]).

vn > max{ny, s} : FFU(TM]) = F(Tnyl), das heift:
FV) konvergiert auf T gegen einen Index von L. 0
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Weitere Begriffe | Speicherbeschrankte Lerner

Wir setzen:

o =0, falls o = 0,

und o~ = (0(0),...,0(lo] —2)), falls 0 € SEQ \ {0};
Olqst = #, falls 0 = 0,

und o4t = o(jo] — 1), falls o € SEQ \ {0}.

Ein Lerner F heil3t speicherbeschrankt, falls
Vo, Tt € SEQ F(o™) = F(t7) A o145t = Tiast = Flo) = F(T).

Mitteilung: Es gibt ein £ C &, L identifizierbar, aber nicht speicherbeschrankt
identifizierbar.
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Weitere Begriffe | Fette Texte

Ein Text T heif3t feft, falls
Vie Inh(T):{n|Tn) =1} = oo.

Mitteilung: £ C & ist genau dann identifizierbar, wenn £ von einem speicher-
beschrankten Lerner auf fetten Text identifiziert werden kann.
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Weitere Begriffe | Konsistente Lerner

Ein Lerner heif3t konsistent auf L, falls Vo, Inh(o) C L = Inh(o) C L(F(o)).

Satz: Jede konsistent rekursiv-identifizierbare Sprachfamilie £ C £ enthalt nur
rekursive Sprachen.

Beweis: Es sei o eine Schlussfolge fur L € L.
Ist x € L, so gilt F(o) = F(ox).
Ist x ¢ L, so ist wegen der Konsistenz von F F(ox) kein Index von L, da sonst Inh(ox) ¢
L(F(ox)) = L ware; also ist F(ox) # F(0).
Daher gilt: x € L genau dann, wenn F(ox) = F(o).
F total rekursiv ~» Entscheidungsverfahren fur L. O
Da {K} trivial rekursiv identifizierbar ist, ist Konsistenz folglich eine echte Ein-
schrankung. Es qilt sogar starker:
Mitteilung: Es gibt auch £ C &, die nur rekursive Sprachen enthalten, die re-
kursiv identifizierbar aber nicht konsistent rekursiv-identifizierbar sind.
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Weitere Begriffe | Konservative Lerner

Ein Lerner F hei3t konservativ auf L genau dann, wenn Vo C T,Inh(t) C LN
L(F(o)) = F(o) = F(T).

Mitteilung: Auch die Einschrankung auf konservative Lerner verkleinert die Fa-
milie der so rekursiv-identifizierbaren Sprachen.
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Weitere Begriffe | Kleine Fehler

L heiBBt endliche Variante von L’ genau dann, wenn die symmetrische Differenz
LAL ' =L\L"UL’\ L endlich ist.

L C & uberdeckt £ genau dann,

wenn VL € £ 3L’ € £: L’ ist endliche Variante von L.

Mitteilung: (Wiehagen): Es gibt eine rekursiv-identifizierbare Sprachfamilie £ C
£, die £ Uberdeckt.
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Weitere Begriffe | Strenge Annaherung

Fixiere eine Grammatikklasse G. Eine Grammatik G € G wird streng angenéahert,
wenn fiir die Hypothesenfolge (G¢)icy zU jeder beliebigen Aufzéhlung von L(G)

gilt:
1. vw e L(G)3ty € NVt > t5:w € L(Gy),
2. VH € G,L(H)\ L(G) # 03ty € NVt > t5: Gt # H und
3. 3t : L(G) = L(Gy,) Al{tj | Gy, = Gy, } = oo.

Mitteilung: (Feldman) Jede rekursive Grammatikklasse kann durch einen rekur-
siven Lerner streng angenahert werden.
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Lernen von Funktionen

Texte enthalten Paare (x,y), x,y € N, so dass in jedem Text G zu jedem x € N
genau einy € N erscheint, d.h. (x,y) € Inh(G).

G ist also ein Text fur den Graph einer totalen Funktion f : N — N.

SEG: die Menge aller endlichen Préfixe von Texten flr Funktionen.

Den Begriff des Lernens im Limes kann man leicht auf Funktionen Ubertragen.

Satz: Die Menge R der total-rekursiven Funktionen ist identifizierbar.

Beweis: FUr o € SEG sei F(o) der kleinste Index 1 einer totalen rekursiven
Funktion ¢; mit Inh(o) C Graph(;).

Dafiralle f,g € R, f # g es “Zeugen” in x,y, z € N gibt mit (x,y) € Graph(f)
und (x,z) € Graph(g), y # z, folgt die Limeslerneigenschaft von F. O

Mitteilung: (Gold) R ist nicht rekursiv-identifizierbar.
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