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Regulare Sprachen

lassen sich kennzeichnen durch:

e nichtdeterministische endliche Automaten (NEAS),

e deterministische endliche Automaten (DEAS),

e reqgulare Ausdricke sowie

e rechtslineare (oder auch linkslineare) Grammatiken.



Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (siehe AFS / GTI 1)

kann spezifiziert werden als Quintupel A = (Q, X, 9, qo, F), wobei

Q die endliche Zustandsmenge des Automaten A,
Y. das Eingabealphabetvon A,

5 C Q x £ x Q die Ubergangsrelation von A,

do der Anfangszustand von A und

F die Endzustandsmenge von A sind.



Die Erweiterung 6* von 6 auf ganze Eingabeworter ist gegeben als kleinste Teil-
menge von Q x 2* x Q, die folgende zwei Punkte erflllt:

e Vqe Q:(qg,A q)€d”

e Vq,q’,q” € Q¥w € I*Va e L :
((q,w,q") € * A (d’,a,q9") € 8) = (q,wa,q") € 8™

Die von A erkannte Sprache ist

LA) ={weXZ" | 3qr € Q¢ : (qo,w, qs) € 67}



Ein deterministischer endlicher Automat

AerfiliVvg e Qvae X:{q’'€ Q] (q,a,q’) €d} < 1.

Zu jeder regularen Sprache L existiert ein

deterministischer Minimalautomat A (L), der bis auf Isomorphie
(das heil3t hier: Zustandsumbenennung) eindeutig bestimmt ist:
A(L) = (Q, X%, 8, qp, F) lasst sich wie folgt beschreiben:

Q = {u'Lju € Pref(L)}, wobei

Pref(L) die Menge der Préfixe von L und

u 'L = {vluv € L} der Quotient von L durch u ist.

qo=A"L=1L;

F={u'LhuelL};

S(u'L,a) = (uwa) 'L mitu,ua € Pref(L), a € X.



Partitionen / Zerlegungen

Eine Partition oder Zerlegung 7t C 2° \ @ einer Menge S erfllle:
(1) VA,Ben\ANB=0und (2) UacrA =S.

Die Elemente einer Zerlegung heiBen auch Blécke. Sie entsprechen den Aqui-
valenzklassen der von 7 induzierten Aquivalenzrelation.

Bezeichne, flir s € S, B(s, ) € 7t den Block von 7, der s enthalt.

Sind 7t, v/ Partitionen von S, so ist 7t feiner als 7/, beziehungsweise 7t/ gréber
als 7t, in Zeichen 7t < 7/, falls jeder Block aus 7t/ eine Vereinigung von Blécken
aus Tt ist.

{{x}|x € S}ist also die feinste Partition und {S} die grébste.
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Quotientenautomat

Essei A =(Q,X,9,qp,F) ein endlicher Automat und 7t eine Partition von Q.
Der Quotientenautomat w 1A = (Q’, Z,8’, B(qg, 7t), F') ist wie folgt definiert:

Q' = 7w 'Q={B(q,m)lq € Q)
F/' = (B Q/BNF # 0}
5" = {(B,a,B)B,B’€Q’,a€c X,3q,9' €Q,qeB,q' €B’:(q,a,q) € 8}

Die Zustande, die zum selben Block einer Partition gehoren, werden so ver-
schmolzen.
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Ein Beispiel (regularer Ausdruck und NEA)

(aa)*(ab U ab(bb)*) ist ein regularer Ausdruck fir L,
der sich durch den NEA

=@
_,@ b
OO

beschreiben lasst.
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Ein Beispiel (deterministischer Minimalautomat)
Der zugehorige deterministische Minimalautomat ist

_— T~

a b
-~ T~
b
a b

mit x = ab und y = abb.
(Wir haben in diesem Bild auf den “Fehlerzustand” () verzichtet.
Dies sei hinfort Konvention bei NEAs und DEAs.)
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Ein Beispiel (Quotientenautomat)

Betrachten wir jetzt die Partition

der Zustande des obigen NEAs.
Der zugehorige Quotientenautomat ist:

14



Strukturelle Vollstandigkeit

[+ : “Trainingsdatenmenge”, also endliche Teilmenge “Menge positiver Beispiele”
der zu identifizierenden Sprache L.
[+ heil3e strukturell vollstandig bezuglich eines Automaten A, falls

e jede (erreichbare und co-erreichbare) Transition beim Erkennen von A ein-
mal “ausgefuhrt” wird und

e |jeder Endzustand einmal erreicht wird.

Andere Sprechweise: A ist I -vollstandig.
{aaab, ab, abbbbb} ist strukturell vollstandig beziglich jedem der drei Automa-
ten aus obigem Beispiel.
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Skelettautomat

Es sei I_|_ — {LL],. . LLM} ‘M‘ = ‘I_|_‘,

W =ayq- |LLL|1<1<M

Der Ske/ettautomat (maximal canonical automaton)
MCA(I+) = (Qmcas &, 8, dg, F) ist definiert durch:

X ist das Alphabet der Zeichen, die in I vorkommen,
Qmca = il <3 < uglyvig = (5, 1) (4,1 U
qo =A;
{VI\LLIH <1< M}
6—{(7\ a,vi1)[1 <i<M, a1 = aj
U{(vij,a VUH)H <1< M 1 <j <lvil,ay 5471 = a}.

MCA(I;) ist (abgesehen von trivialen Doppelungen) der 1, -vollstindige Automat mit gréBter
Zustandszahl.
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Der Prafixautomat

(prefix tree acceptor) PTA (1) ist der Quotientenautomat
7w "MCA(IL) mit B(q,7) = B(q’, ) genau dann, wenn
es einen Prafix p € Pref(I.) gibt, der sowohl nach q als auch nach g’ fiihrt.

Mitteilung: PTA (1) ist stets deterministisch.
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Ein Beispiel (Skelettautomat)

Beispiel: I+ ={a, ab,bab}. MCA(IL}):

2
\@

@
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Ein Beispiel (Prafixautomat)

Beispiel: 1. ={a, ab,bab}. PTA(I;):

A

@\@ e
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Eigenschaften von Automatenverfeinerungen:

1. Sind 711, 71, Partitionen der Zustandsmenge Q eines Automaten A mit t; <
707, SO gilt: L(7’[1—1A) C I_(TEZ_]A).
Ist insbesondere 7ty die feinste Partition von Q, so ist L(7r1_1A) = L(A),

und ist 7, die grobste Partition von Q, so ist L(TEZ_]A) — X*, wobei X das
Alphabet aller Zeichen ist, die in Wértern von L(A) vorkommen.

Punkt 1 beweist man am saubersten per Induktion.

Bem.: (a) mt; ist eine direkte Verfeinerung von T, ist, falls

™, =m \ {B, B’} U{B U B’} fir Blécke B, B’ € m; qilt.

7, 'A ergibt sich also aus w'A durch Verschmelzung zweier Zustande.

(b) 7ty verfeinert m,, falls ein Kette direkter Verfeinerungen von 7ty nach 7, fuhrt.

Der Induktionsanfang ist somit trivial (namlich t; = ), und der Induktionsschritt eine
einfache Ubungsaufgabe.
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2. Sei I C L eine endliche Menge positiver Beispiele fur die regulare Sprache
L C I *. Die Partition iy = fu=Lju € Z*} ist daher endlich. Betrachte die
Restriktion 7t = 7ty [pref(1, - 70 ist eine Partition der Zustande von PTA(L4 ),

und A = 7w 'PTA (14 ) ist isomorph zu einem Teilakzeptor von A(L).

BEWEIS. Die Aussage gilt trivial fiir I, = 0.

Far I, # ( ist die Partition 7t definiert durch B(w;,m1) = B(w,, ) genau dann, wenn
w1 'L = w;, 'L fir alle wy, w; € Pref(L,).

Die Abbildung h von Zusténden in A in Zusténde in A(L) ist durch h(B(wj, 7)) = w;~ 'L
wohldefiniert und injektiv.

Der Anfangszustand B(A, 7t) von A wird auf A~'L abgebildet.

Ist By Endzustand, so ist By = B(w, 7t) fireinw € 1., unddal, C L, ist h(B) Endzustand.
Ist (B1, a, B,) ein Zustandstibergang in A, so gibt es ein w € Pr(I;) mit B = B(w, ) und
B, = (wa, ), wa € Pr(1;). Daherist (h(B;), a, h(B,)) ein Zustandsiibergang in A(L). O



Folgerung: (aus 1.) ldentifikationsalgorithmen, die auf Zustandsverschmelzun-
gen basieren und von MCA (I1) oder PTA (I ) ausgehen, sind konsistent.

BEWEIS. I =L(MCA(L+)) = L(PTA(I4)). O

Folgerung: (aus 2.) ldentifikationsalgorithmen, die stets Verfeinerungen von
WL\Pref(m_]PTA(u) ergeben, liefern Teilsprachen von L.



Induktion als Suchaufgabe |
Suchraume: LAT(MCA(I1)) und LAT(PTA(I4))

Satz: Es sei A irgendein I.-vollstandiger Automat. Dannist A € LAT(MCA(11)).

BEWEIS. Wir konstruieren eine Partition 7t der Zustdnde von M CA (1), sodass
mTMCA(I.) (bis auf Isomorphie) gerade A = (Q, Z, §, 7y, F) ist.

Betrachte also I = {uy, ..., upmph uy =aqq- - ay

und den zugehdrigen Skelettautomaten MCA (14 ).

Die Abb. ¢ : Qpmca — 22, vij— {a € Ql(do, ai ... aij, q) € 8%}

definiert durch B(v, t) = B(v/, 1) & @(v) = @(v’) ein Partition.

L(A) C L(m "MCA(Ly)) ist klar, und die I-Vollstandigkeit von A liefert die
andere Inklusion. ~» eine hiibsche Ubungsaufgabe! O
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Induktion als Suchaufgabe li
Umgekehrt qilt:
Satz: Die Menge der 1 -vollstandigen Automaten entspricht gerade LAT(MCA(I4)).

BEWEIS. Wegen des vorigen Satzes bleibt zu zeigen:
Jeder Automat in LAT(MCA(I4)) ist I1-vollstandig. ~» Ubungsaufgabe! O

Satz: Ist A(L) I-vollstédndig, so gehért A(L) zu LAT(PTA(I11)).

BEWEIS. Ergibt sich sofort aus Eigenschaft 2. O

Bemerkung: In der Praxis Suchraumeinschrankung durch gewisse Heuristiken
(Verschmelzungsregeln)!
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Induktion als Suchaufgabe: Beispiele

A = %‘i\@q a

ist {ba, baa}-vollstandig, also in LAT(MCA ({ba, baa})) enthalten, aber

b e
o (@) - (D7

ist nicht {ba, baa}-vollstandig ~ LAT(PTA({ba, baa})) & LAT(MCA({ba,baa})).
Durch Analyse des Verbandes LAT(PTA({ba, baa})) kann man zeigen, dass L(A) = {(ba*a)*)

nicht von irgendeinem Automaten des Verbandes erzeugt wird ~» Ubungsaufgabe!
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k-testbare Sprachen

Das Quadrupel Z, = (X, Iy, Fy, Ty ) mit

Iy, Fx € <K und Ty, C Ik definiert

die reguléare Sprache L(Zy) = ((LZ*) N (Z*F)) \ (Z*¥ T 2*).
Solche Sprachen nennen wir k-festbar (k-TLSS).

Wir wollen zeigen, dass k-TLSS identifizierbar ist.

ZU Iy definiere Zk(I_|_) = (Z(I+), Ik(I—F)) Fk(I_|_),Tk(L|_)) durch:

Y(I;) : alleinI; vorkommenden Zeichen

L) = ({ul3ve (Z(I) rw e LN (Z(IL) ) u (I n (Z(1))
Fe(ly) = ({U| v e (Z(I4))" :vue I+ 1N (Z(I+))k_1) U (I+ M (Z(I+))<k_])
T(ly) = (ZI))"\{ve (X)) Fu,we (Z(I) ruww e 1} ).
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k-TLSS ist identifizierbar
Satz: L(Zy(I14)) ist die kleinste k-TLSS, die 1.1 umfasst.

Der Beweis des letzten Satzes ist ein einfacher Widerspruchsbeweis.

Folgerung (aus Satz von Angluin): k-TLSS ist identifizierbar, denn charakteristi-
sche Mengen sind leicht definierbar
~» Ubungsaufgabe!
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k-TLSS-Inferenzalgorithmus k-TLSSI:

Eingabe: k > 2, 1,; Ausgabe: DEA Ay = (Q, %, 5, qo, F), Q C L=k

1. Bestimme Zy (1) = (£, I,F,T).
2. Setze Q:={A\}, 6:=0, qo:= A.

3. Furallea;...an € Itue
far 5=1...m:
Q:=Qu{as...q};

d:=0U{(ar...q_1,a5,a1...05)}
4, F[]ra1...akEZk\Ttue
Q:=QuU{az...al;

d:=0U{(ay...ax_1,0x,02...0ax)};

Dies bestimmt Ay = (Q, X, 3, qo, F).
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Ein Beispiel fur k-TLSSI

Beispiel: I+ ={abba, aaabba,bbaaa, bba}.

k=2~ Zy(1;) = ({a, b}, {a, b}, {a},0) = L(Zy(1})) = {a,b}*a

k =3~ Z3(I4+) = ({a, b},{aa, ab, bb},{aa, ba},{a, bP\{aaa, aab, abb, baa, bbal)
Der Algorithmus liefert als Automaten:




Die Korrektheit von k-TLSSI

Satz: Es sei I eine positive Beispielmenge und Ay sei gemaf k-TLSSI herge-
leitet. Dann ist L(Z; (1+)) = L(Ay).

BEWEIS.

(a) Furein Wort a;...am, m < kist zu zeigen:
aj...am € Ix(I4) N Fe(I4) genau dann wenn a; ... am € L(Ay).
“=” Aus a; ... anm € Ix(I4) folgt nach Konstruktion von & von Ay:
Farj=1,...,m:8(ay...q5_1,05) = ay...aq.
Aus a;...an € F(I4) folgt a; ... am € F (der Endzustandsmenge von Ay).
Also liegt a;...am € L(Ay).

(b) Hausaufgabe: Zeige fur ein Wort a; ... am, m > k:
ai...am € L(Zk(I4)) & ar...am € L(Ay). O
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Eine formalsprachliche Anmerkung

Mitteilung: Das formalsprachliche Interesse an testbaren
Sprachen beruht auf REG = H(2 — TLSS).
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k-reversible Sprachen k-REV

Eine regulare Sprache heif3t k-reversibel genau dann, wenn

Yuivw,wvw € L) v =k = (uw)_]L — (uzv)_1L.

Hinweis: FOr uy, u;, v € Z*und L C X* gilt:
(wv) 'L = (upv) "Lgdw. Vz € Z*:uyvz € L & wvz € L.
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Zusammenhang TLSS und REV

Satz: Ist L (k + 1)-TLSS, so ist L k-reversibel.

BEWEIS. Essei L (k+ 1)-TLSS. Damitist L regular.

L sei beschrieben durch (£, I,F T).

Betrachte u;vw, uw,yw € L, [v| = k.

Der Prafix der Lange k von u;vw ist gleich dem Prafix der Lange k von u;v und liegt in I fOr
i=1,2.

Entsprechend liegt der Suffix der Lange k von vw in F.

Zudem ist keines der Teilworte der Lange (k + 1) von u;vw verboten, das heif3t, alle Teilworte
der Lange (k + 1) von 1. uyv, 2. uyv und 3. vw sind zulassig.

Ist nun fOr irgendein z € ¥* uyvz € L, so ist dies (wyjvw € L und uyyvw € L vorausgesetzt)
gleichwertig damit, dass

(a) der Suffix der Lange k von vz in F liegt und

(b) alle Teilworte der Lange (k 4+ 1) von vz zul&ssig sind,

was wiederum gleichwertig damit ist, dass u,vz € L gilt. O
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Ein paar weitere automatentheoretische Begriffe:

Ist A =(Q,X,0,qp,F) EA,soist AT = (Q, X, 0", F qp) mit

(q,a,q’) € 5gdw. (q’,a,q) € &"

der zugehdrige Spiegelautomat, der die Spiegelsprache

L(AT) = (L(A))" ={w"w € L(A)} (mit AT = A, (av)" = v'a) akzeptiert.

u € XX heiBt k-Nachfolger von q € Q gdw. 5*(q,u) # 0.

EinEAA = (Q, %, 5, I, F) [Anfangszustandsmenge 1 !] heil3e deterministisch mit
k-Vorschau genau dann, wenn fr alle verschiedenen q1, 4, € Q, fur die gilt

(@) d1,dy € I oder

(b) 393 € Q, a € L :qy,4q; € 8(q3,a),

der Schnitt der Mengen der k-Nachfolger von g7 und q, leer ist.

(k-Vorschau klart moglichen Nichtdeterminismus!)

Ein Automat A hei3t k-reversibel genau dann, wenn A deterministisch und A"

deterministisch mit k-Vorschau ist.
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Ein Beispiel fur einen 1-reversiblen Automaten
o
PRON.

\/qb

b

—(©

Machen Sie sich klar: Insbesondere die eingezeichneten beiden roten Kantenbe-
schriftungen stellen keinen Widerspruch zum geforderten Rickwartsdeterminis-
mus mit “1-Ruckschau” dar. Allerdings ist der Automat daher nicht O-reversibel.
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Charakterisierungssatz fir k-REV

Satz: Die folgenden Aussagen sind fur regulare Sprachen L
aquivalent:

(i) List k-reversibel.

(i) A(L) ist k-reversibel.

(iii) JEA A : L =1L(A) /\ A ist k-reversibel.

BEWEIS. Die Implikation (ii) nach (iii) ist trivial.
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(iii)—(ii): Es sei A = (Q, X, d, qo, F) ein DEA, der L akzeptiert. Die durch die Blécke
B(wi,7ta) = B(wa, ta) < 8*(do, w1) = 6"(qo, W2)

definierte Partition 75 verfeinert 7 (= ma(y)).

Wir miissen zeigen: (A(L))" ist deterministisch mit k-Vorschau.

Betrachte zwei Zustande wﬂL und WZ_]L in (A(L))".

Annahme: v wére k-Nachfolger von w; 'L und w; 'Lin (A(L))".

Dann gibt es w;, up mit (upv") "L =w; 'L, i=1,2.

Sind, in Fall (a), w;'L und w, 'L Anfangszustinde in (A (L))" oder gibt es, in Fall (b), fir ein
a € X einen Zustand w?L von A(L) mit (wja)" 'L = w3_1L = (wya) 'L, dann ex. ein Wort w,
so daf3 A(L) sowohl u;v'w als auch u,v'w akzeptiert.

Daher akzeptiert auch A beide diese Worter.

Da A k-reversibel, gibt es einen Zustand 6*(qo, w;v') = 8*(qo, upv') in A, d.h., u;v" und uyv’
gehdren zum selben Block von 7ta und mithin von 7y, d.h., (uv)7'L = (upv")~'L, also
w; 'L =w, 'L. Also ist A(L) k-reversibel.



(i)—(ii): Da A(L) deterministisch ist, hat man nur nachzurechnen, dass (A(L))" deterministisch
mit k-Vorschau ist.

Betrachte (fiir Punkt (a)) zwei Endzustéande von A (L), namlich (u;v)~ 'L und (uyv)~'L mit [v| = k.
D.h., uyv,uyv € L.

Da L k-reversibel, heif3t dies (w;v)" 'L = (uyv) L.

Daher kann es keine zwei verschiedenen Endzustédnde von A(L) mit gleichem “k-Vorganger”
geben.

In (b) ist g1 # g, zu betrachten mit q3 = 6(q7,a) = 0(qz, a). Dann sind sozusagen die k-
Vorganger von q; und q; zu diskutieren. Wir nehmen in einem Widerspruchsargument an, v sei
sowohl k-Vorganger von q; als auch von q,. Also ist q; = (u;v)~'L fiir ein geeignetes u;, i = 1, 2.
Ferner sei w’ so, dal3 q; bei Eingabe von w’ in einen Endzustand fuhrt. D.h., wyvaw’ € L fir
i =1, 2. Aus der k-Reversibilitat von L folgt nun sofort (uv)~'L = (u,v)~'L, m.a.W., q1 = q;.
(ii)—(i) Betrachte wyjvw,wovw € L, v € k. Ware (uv) 'L # (upv)~'L, so wére v k-Vorganger
jener beiden als verschieden angenommenen Zustande von A(L). O



Mitteilung: Far 0-Reversibilitat gilt sogar:

Jeder O-reversible Automat, bei dem kein Zustand “nutzlos” ist (d.h., jeder Zu-
stand ist vom Anfangszustand aus erreichbar und flhrt irgendwie in einen End-
zustand), ist minimal.

Dartber hinaus sieht man leicht, dass jeder O-reversible Automat nur (hdchstens)
einen Endzustand besitzt.



Charakteristische Teilmengen fur k-REV
Satz: Jede k-reversible Sprache hat eine charakteristische Teilmenge.

BEWEIS. Wir zeigen hier nur den Fall k = 0, der allgemeinere Fall folgt analog.
Ist L = 0, so ist I+ = ( eine charakteristische Teilmenge fir L.

Seinun L # (. Betrachte den (gemaf dem Charakterisierungssatz) 0-reversiblen
Automaten A(L) = (Q, X, qp,{a¢}, 8).

Fir g € Q bezeichne u(q) und v(q) Wérter minimaler Lange mit 8*(qp, u(q)) =
q und 6*(q,v(q)) = q¢. Definiere

x(L) = {ulg)v(q) g€ Q]
U {ulq)av(d(q,a)) g€ Q,ae X}
Wir zeigen: x (L) ist charakteristische Teilmenge von L.

35



Betrachte eine beliebige 0-reversible, x(L) umfassende Sprache L’. Wir werden beweisen:
)WL = (u(q))~ 'L’ mit g = 8*(qo, w) fiir alle w € Pref(L).

Speziell fur w € L folgt dann aus (*): w='L’ = (u(q¢))"'L".

Wegen u(qs) € x(L) C L’ist (u(qs))~'L’ akzeptierender Zustand des Minimalautomaten von
L’ d.h.,,wel

Also gilt: L C L/, d.h.,

L ist die kleinste x (L) umfassende 0O-reversible Sprache.

Wir beweisen (*) per Induktion Uber die Lange des Prafixes w:

Wegen u(qp) = A gilt (*) far jw| =0, d.i.,, w = A.

Wir nehmen an, (*) gelte fur alle w € =", n > 0.

Diskutiere den Fall wa € I™'!, w € I", a € £, wa € Pref(L).

Da w € Pref(L), gilt nach Induktionsannahme:

w L = (u(q)) 'L mit g = 5*(qo, w).

Also ist (wa)~ 'L’ = (u(q)a)~'L".

Fir q’ = 6(qg,a) = 6*(qo,wa) sind sowohl u(q’)v(q’) als auch u(q)av(q’) in x(L) € L’. Nach
dem Charakterisierungssatz ist L’ 0-reversibel, d.h. es folgt (u(q’)) 'L’ = (u(q)a)~'L".
Zusammen liefert dies (wa)~ 'L’ = (u(6*(qo,wa)))'L".



Far k > 0 geben wir nur die charakteristische Teilmenge an:
x(L) = (Z*NL)

U {ulg,x)xv(q) g€ Q,x € Lq}

U {ulg,x)xav(é(q,a)) [q € Q,x € Lg,a € L}
Dabei wird wieder von einem Minimalautomaten mit Uberfiihrungsfunktion & ausgegangen.
L4 bezeichnet die Sprache der k-Vorganger von q in A(L).
Fir x € L4 sei u(q,x) ein Wort minimaler Lange mit
6*(do, uld, x)x) = qg.
v(q) sei ein Wort minimaler Lange mit 6*(q,v(q)) € F.

Die angegebenen charakteristischen Teilmengen sind A (L)-vollstandig.



Algorithmus k-Rl zur Inferenz von k-REV (informell)

Ausgehend vom Préfixakzeptor PTA (14 ) verschmilzt der Algorithmus k-RlI so-
lange Zustande, bis eine Partition 7t der Zustadnde von PTA (1) gefunden wurde
derart, daB 7w 'PTA (1) k-reversibel ist.

Genauer sei 7t eingangs die feinste Zustandspartition von PTA (1),

d.i., T TPTA(Ly) = PTA(Ly).

Danach bestimmt man rekursiv im Quotientenautomaten 7w PTA (1) zwei Zu-
stande, d.h., zwei verschiedene Blocke By und B,, die wenigstens eine der fol-
genden Verschmelzungsbedingungen erfallen.

Sobald zwei solche Blocke gefunden wurden, wird ein neuer Automat durch Ver-
schmelzen dieser beiden Blocke gebildet.

Die Reihenfolge der Anwendung dieser Verschmelzungsregeln ist beliebig.
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Verschmelzungsbedingungen des Algorithmus k-RI
1. Ja€e XIBen:(B,a,By) € 6 A (B, a,B,) € 6 oder

2. v,u,uy € I* : vyl = kA (qp,u1v,B1) € 8 A (qp, wyv,By) € &* sowie
entweder

(a) By und B, sind akzeptierende Zustande in 7~ 'PTA (1) oder

(b) Ja € XIB € m: (By,a,B) € 6 A (By,a,B) €.
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Algorithmus k-Rl zur Inferenz von k-REV fur k = 1 (Bsp. I)

PTA(I1) mit I+ = {ab, bb, aab, abb}:
b
b (2)"-

(1) ()b
()5
Bedingung 2a. ist zweimal verletzt:

b fihrt von 5 bzw. 7 aus rickwarts in zwei verschiedene Zustande;
b fihrt im Spiegelautomaten von 4 bzw. 6 aus in zwei verschiedene Zustande
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Algorithmus k-Rl zur Inferenz von k-REV (Bsp. Il)

o TPTA (L) mit 0 = {{0}, {1}, {2}, {3}, {4, 6}, {5, 7}}):

Bl
(D) @Lﬁw
~_ b

(Bedingung 2a.: wiederum “b-1-Rilckschau”, angewendet auf {4, 6} und {5, 7})
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Algorithmus k-Rl zur Inferenz von k-REV (Bsp. lil)

T PTA(L) mit T = {{0},{1},{2},{3},{4,5,6,7}}:

Bedingung 2b. ist verletzt; das bedeutet intuitiv:
Im Spiegelautomaten kann man im Zustand {4, 5, 6, 7} bei Eingabe von ba nicht
entscheiden, ob man im Zustand 0 oder im Zustand 1 landet, weshalb die beiden
durch b erreichten Zustande zu {1, 3} verschmolzen werden.
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Algorithmus k-Rl zur Inferenz von k-REV (Bsp. IV)

nPTA(L4+) mit T = {{0},{1,3},{2,4,5,6,7}}:

éva
=L
S

b

Dieser Automat ist 1-reversibel.
Ubung: Was hatte der Algorithmus 2-RI bei derselben Eingabe geliefert ?
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k-reversibel-Inferenzalgorithmus k-RI

Eingabe: k > 1, 14;
Ausgabe: DEA Ay = (Q, Z, 8, qy, F)

1. Setze A := PTA(I4+) (mit N Zustanden);
2. Setze .= {{0},{1},...,{N —1}};

3. Solange ((B1,B,) = nicht _reversibel(m— 1A, 7, k)) # (0, 0) tue:
7= 7\ {By, By} U{Bj UB,}

4. Setze Ay = A(L(A))
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Bemerkungen zu k-RI
Die Funktion nicht reversibel liefert ein Paar von Blécken (Bq, B,) zurlck, falls
B, und B, einer der Verschmelzungsbedingungen gentigen, und (0, @) wird ge-
liefert, falls kein solches Blockpaar existiert.

Beweis der Korrektheit des Algorithmus ~» siehe unten.

Mitteilung: k-RlI liefert stets einen deterministischen Minimalautomaten, der die
kleinste I+ umfassende k-reversible Sprache erzeugt.
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Allgemeines Schema fur Korrektheitsbeweise von
Zustandsverschmelzungsalgorithmen

far eine regulare Sprachklasse R, definiert durch eine Automatenklasse A:

1. “Teilautomaten” von Automaten aus A liegen in A.

2. Definiere geeignete kanonische Objekte aus A, die R kennzeichnen.

3. Konstruiere charakteristische Teilmengen.

4. Stelle den naheliegenden Verschmelzungsalgorithmus auf, ausgehend von
PTA(I+) (bzw. MCA(14)).
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. Der Algorithmus liefert eine (nicht eindeutig bestimmte) Automatenkette
Ao, ..., As. Dabeiist Ag = PTA(I4) und A; = Tti_1Ao far eine geeignete
Zustandspartition 7r; von Aj. Da r; < 75,1 (Zustandsverschmelzung!) gilt:

L(Ag) CL(A]) C -+ C L(Ay).

. FOr te mit A = 71171A0 gilt: 7t¢ ist die feinste Partition von Zustanden von
Ay, so daf3 ﬂ]T]AO in A liegt.

. L(A¢) ist die kleinste 1. umfassende Sprache in L.

. Der Verschmelzungsalgorithmus aus Punkt 3. konvergiert bei Aufzahlung
einer Sprache aus £ und liefert stets ein korrektes Ergebnis.



Satz: L(Ay¢) ist die kleinste 1. umfassende Sprache in L.

BEWEIS. Jedenfalls ist L(Af) € £Lund I+ = L(Ay) C L(Af) wegen Punkt 5.
Betrachte beliebige Sprache L € £ mit 11 C L. Definiere 7w = 7t |p.e(1, -

Nach der zweiten Eigenschaft von Automatenverfeinerungen ist 7' Ay isomorph
zu einem Teilautomaten von A(L).

Wegen Punkt 2. gilt A(L) € A.

Wegen Punkt 1. ist daher m 1A, € A.

Wegen Punkt 6. gilt T < 7.

Die erste Eigenschaft von Automatenverfeinerungen liefert:

L(Af) = L(m; 'Ap) C L(m'Ap) CL(A(L)) = L. 0
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