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Motivierendes Beispiel:

Wir wollen das Konzept eines “normalgebauten Menschen” von einem Experten
lernen.

Wir wissen lediglich, dass der Experte genau die Menschen als “normalgebaut
ansieht, deren Korpergrof3e und -gewicht in einem bestimmten Intervall liegen.
Unser Zielkonzept ist also ein Kreuzprodukt von Intervallen, m.a.W.:

ein achsenparalleles Rechteck, wobei die Koordinaten sich aus Gewichtsachse
und Langenachse ergeben.

FUr unsere Lernaufgabe erhalten wir klassifizierte Beispiele.

Nach so einer Trainingsphase formen wir eine Hypothese.

Beispielverfahren:

Wabhle kleinstes die positiven Beispiele umschlie3endes Rechteck.

Wie gut ist unsere Hypothese?



Motivierendes Beispiel: (Forts.)
Wie gut ist unsere Hypothese H flr das Zielkonzept C?
Erste Idee: Messe den Fehlerbereich HAC, z.B. durch die Euklidische Flache.

Das ist aber “unfair”, denn sicher kommen nicht alle Gré3en- / Gewichtskombi-
nationen Uberhaupt in Frage.

Besser: Wir nehmen an, es gibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung far alle Men-
schen, und wir messen die “Masse” von HAC.

Und: Wie gelangen wir Gberhaupt zu unserer Stichprobe?



Prazisere Begriffe

X: das Lernuniversum mit Wahrscheinlichkeitsverteilung D

C C 2X: (Ziel-)Konzeptklasse; H C 2X Hypothesenklasse

(im “Hintergrund” meist syntaktische Beschreibung (Reprasentation) R : £* — C
oder H; damit kann man die Grof3e von Konzepten messen)

Stichprobe: Folge klassifizierter Beispiele; entspr. Stichprobenraum:

S(X,C) ={({x1,Clx1)) ..oy (xm, Clxm))) [ % € X,m € N,C € C}

EXp,c: Prozedur (Orakel), die geman der Verteilung D mittels C klassifizierte
Beispiele erzeugt; ein Aufruf liefert Paar (x, C(x)) € X x {0, 1} zurUck.

Wir gehen meist davon aus, dass Stichprobe durch unabhangige Aufrufe von
EXp,c erzeugt wurde.

Ein Lernalgorithmus ist nun eine Abb. A : S(X,C) — H.

Der Fehler von Hypothese H bzgl. Konzept C ist: ¢(H) := D(HAC).



Prazisere Begriffe (Forts.)
Ziel: Finden von Hypothese H, die e-gutist, d.h., ¢(H) < e.

Unrealistische Forderung: Lernalgorithmus findet stets gute Hypothese.
Besser: Nur auf einem kleinen Anteil 6 € [0, 1] moglicher Hypothesen (der Un-
zuverlassigkeit) liefert der Algorithmus schlechte Hypothesen.

Im Folgenden:

e (obere Schranke) fur zuldssigen Fehler und & zulassige Unzuverlassigkeit.
Frage: Wie grol3 muss Stichprobe sein: damit e und & eingehalten werden?
~» Stichprobenkomplexitat m(e, )



Definition [PAC-Lernbarkeit]

Eine Begriffsklasse C C 2X ist PAC-lernbar durch einen Hypothesenraum H C
2X, wenn es einen Algorithmus A(-, -) mit Stichproblemkomplexitat m(-, -) gibt,
sodass

—fur jede Wahl der Genauigkeits- und Zuverlassigkeitsparameter €,6 € (0, 1)
und

—Dbei allen beliebigen aber festen Wahrscheinlichkeitsverteilungen D tber X und
—fur alle C € C qilt:

—A erhalt eine Stichprobe S der Gré3e m(e, d),

—A antwortet (in einer Zeit, die durch ein Polynom Uber 1/€,1/9, |C|, |X| begrenzt
ist)

—mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — 6

mit einer Hypothese H € H, deren Fehler nicht grof3er ist als €.

A(8, €) hat Zugriff auf Orakel EXp c.



Mehr zu PAC
Gilt H = C, so heif3t C auch sireng FAC-lernbar.

Das eigentliche Lernkriterium lasst sich mit m = m(e, 6) auch wie folgt schrei-
ben:

PTSCNDm[D(A(Sc)AC) > €] < 9.
PAC-Kriterium
Um Effizienz sinnvoll einfordern zu kbnnen, betrachtet man zumeist strukturierte

Universen und demzufolge strukturierte Konzeptklassen: X = UpenXn, C =
Unen Cn, wobei Cn C 2%,

Dann antwortet A bei Stichprobenkomplexitat m(e, 6,n) in Zeit p(1/€,1/8,n) far
ein Polynom p. ~» polynomielle PAC-Lernbarkeit.



Zwei Sichten auf PAC-Algorithmen

1) Entwirf Algorithmus, der wiederholt Anfragen an das EXp c-Orakel stellen
darf. Die Laufzeit wird wesentlich von der Anzahl der “n6tigen” Orakel-Anfragen
abhangen.

2) Entwirf Algorithmus, der als Eingabe eine Stichprobe vom Umfang m erhalt,
d.h. eine Folge von gemaf C klassifizierten Beispielen, die selbst durch m un-
abhangige Aufrufe von EXp ¢ erzeugt wurde.

Beide Darstellungen lassen sich ineinander Uberfihren und werden im Folgen-
den unterschiedslos gebraucht.

Die Eingabe im Fall 1) besteht (nur) aus den Parametern € und & sowie evtl. n.
Im Fall 2) gehen diese Parameter oft nur zur Bestimmung von m = m(e, 8(,n))
ein.
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Ein Beispiel

APRn: Klasse der achsenparallelen n-dimensionalen Rechtecke.
APR: Klasse der achsenparallelen endlich-dimensionalen Rechtecke.
Zugehoriges Universum: X = U ey R™.

Der vorher schon beschriebene Lerner genugt, um zu zeigen:

Satz: Die Klasse APR; ist (polynomiell) streng PAC-lernbar mit Stichproben-
komplexitat m = [(4/€) In(4/8)].
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Der Algorithmus SER formaler. ..

Eingabe: Stichprobe ({(x1,y1),¢1) ..., {((xm,ym), &m))
far ein Konzept C € APR,, mit {; = C(xi,y4).

Bestimme X, = min{x; |1 €{1,...,m}¥{ = 1}.
Bestimme Ymin = min{y; |1 € {1,...,m},{; = 1}.
Bestimme Xmax = max{x;|i€{l,...,m}{ =1}.
Bestimme Ymax = max{y; |1 €{1,...,m}L{ = 1}.

Liefere Hypothese H = [Xmin, Xmax] X [ymin,ymax] .

12



Beweis

Sei C = [l, 1] x [b, t] das Zielkonzept C, D die zugrunde liegende Verteilung auf
R? und Sc p eine Stichprobe fir C. Sei H = SER(Sc p).

Klar: H C C. ~» Fehlerbereich F = CAH = C \ H bildet “Rand”.

Angenommen, D(C) > €/2. (Sonst hatte selbst das leere Rechteck einen Fehler < ¢.)
Bilde vier achsenparallele Randrechtecke R; mit D(R;) = €/4.

Z.B.: Ry =[l,x*] x [b,t] mitx* =inf{x > 1| D([l,x] x [b,t]) > (e/4)}.

Enthalt S¢ p von jedem R; ein (positives) Beispiel, so gilt: F C U§:1 R;.

4

4 4
D(F) <D (U Ri> <Y DRy SZ%&
1= 1=1 1=1

Wie grof3 muss Sc p sein, damit dies mit Wahrsch. > (1 — 6) auftritt?
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Wahrsch., dass ein zufalliges Beispiel nicht in R; liegt, ist < 1 — (e/4).
m Versuche, die stets R; verfehlen, haben Wahrsch. < (1 — (e¢/4))™.
Wahrsch., mind. eines der R; bei m-maligem Ziehen zu verfehlen, ist < 4(1 —

(e/4))™.

Ist dieser Ausdruck < §, soist Pr[D(F) < €] > (1 — 6). Wir missen

41— (e/4))™ < b

nach m aufldsen. Das ist schwierig, daher Abschatzung:
m m
(-G) = 40-6)
4 4
€\ e ™ 1\ ™4
(O] =@ e
4 e

4
€

o

~|m
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Nutzliche Formeln

Vx>0:(T+x N<e

Vx>0:(1—x"*<e™
Daraus folgt insbesondere:
Vx>0:(1—x)<e ™

Nach Valiant (1984) konnte Tschernoff (Chernoff) zeigen:

Nach m unabhangigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist die Wahrsch.
daflr, dass hochstens k < mp dieser Experimente erfolgreich waren, h6chstens

_ m—k k K
m—mp (@) < ek <@)
m—k k kK /
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Eine Verallgemeinerung
Der Beweis lasst sich nicht nur fur n = 2 fGhren, sodass wir festhalten kdnnen:

Satz: Die Klasse APR ist polynomiell streng PAC-lernbar mit Stichprobenkom-
plexitat m = [(2n/€) In(2n/d)].
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Ein Lemma von Valiant, leicht angepasst

EsseiL(p,q,S)furp,q € (0,1) und S € N die kleinste ganze Zahl, sodass nach
L(p, q,S) unabhangigen Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit
wenigstens p die Wahrsch., weniger als S Erfolge zu beobachten, kleiner als
q ist.

Lemma: L(p,q,S) < 2p(S +In(q)).

Setzt man die “Lésung” m = 2p(S +1n(q~")) sowie k = S in die Chernoff-Ungleichung ein, ergibt

sich als Wahrsch.schranke:
e—ZS—Zln(q”)—i—S ) [2(1 —I—III( )/SH (S/In(q7"))In(q™") < e—S 2In(q™") . 23 ) eln(q*‘) _ (Z/G)S ) e—ln(q”) < q.

Bei der ersten Ungl. benutze (1 4+ x~")* < e flirx =1n(q~")/S.

17



Logische Erinnerungen

Definition [k-KNF] Eine Formel C; A ... A\ Cy, bei der jedes C; (Klausel) eine
Disjunktion von hochstens k Literalen Uber n Booleschen Variablen ist, ist in
k-konjunktiver Normalform (k-KNF).

Definition [k-DNF,,] Eine Formel M; V ...V M,, bei der jedes M; (Monom)
eine Konjunktion von hochstens k Literalen Uber n Booleschen Variablen ist, ist
in k-disjunktiver Normalform (k-DNF).

Lemma: Eine Formel aus k-DNF, enthalt hdchstens O((2n)¥) viele Monome.

Sei M(n, k) die genaue Zahl der Monome, die eine Formel aus k-DNF;, héchstens enthalt.
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n strukturiert DNF-Formeln. So lasst sich formulieren:

Satz: Die Klasse k-DNF ist polynomiell streng PAC-lernbar mit Stichprobengréi3e

m = O((2/e)((2n)¥ + In(1/5))).

Grundidee des Algorithmus DEL-MON:
Starte mit einer immer erfullten, maximalen k-DNF-Formel

H(T)L:X] VXV - VxnVinV (x1 Ax2) V(X /\Xz)\/---\/(fcn_k_H V- Xn).

Losche dann nach und nach Monome, die von negativen Beispielbelegungen
wahr gemacht walrden.
Dazu werden in einer Schleife nacheinander alle Beispiele (aj, {;) mit {; = 0
betrachtet, wobei a; € {0, 1}"* Belegung und ¢; € {0, 1} Ergebnis.
Sei H; Hypothese nach dem i-ten Schleifendurchlauf.
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Fi = CAH; = {d € {0, 1) | C(d) # H;(a)}
={a e {0,1}"| C(ad) =0/AH;(a) =1}

Klar: F; C F;_1,also D(F;) < D(F;_1).

Angenommen, ¢(Hm) = D(F) > €.

Wir haben also nicht gentigend viele Monome entfernt.

Da die Stichprobe mithilfe von D ermittelt wurde, hat jedes gezogene Beispiel

eine Wahrsch. > €, aus Fyp zu stammen.

DEL-MON versagt (mdOglicherweise), wenn das Ereignis “Beispiel liegt in Fi,” bei

m (unabh.) Versuchen weniger als M (n, k)-mal auftritt.

Betrachte also (wiederholtes) Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrsch. e.

Ziel: Bestimme m = m/(e, 6, n) so, dass die Wahrsch., weniger als M(n, k) viele

“Erfolge” zu haben, kleiner als 6 ist.

Das Lemma von Valiant liefert die Behauptung. O



Analog kann man zeigen:

Satz: Die Klasse k-KNF ist polynomiell streng PAC-lernbar mit Stichprobengrofi3e

m = O((2/e)((2n)* + In(1/6))).

Philosophische Notiz:

Unsere Lerner fir APR und fur k-KNF benutzen nur die positiven Beispiele, der
Lerner fr k-DNF nur die negativen Beispiele!

20



Satz: Die Klasse Smon = {fa : {0, T}* = {0, 1} | (Vx)[fa(x) =0 & x <{o al} aller
monotonen Funktionen ist PAC-lernbar, aufgefasst als “Argumentmengen”.

Beweis Der Lernalgorithmus M bestimmt unter den Beispielen aus {0, 1} das lexikographisch
grofte b mit f(b) = 0 und wahlt die Funktion fy,.

Falls kein solches Beispiel existiert, wird b = 0™ gewahit.

Zu bestimmen bleibt die notwendige Anzahl m der Beispiele, damit der Algorithmus seinen Spe-
zifikationen genugt.

Zu gegebenem n, & und € liest M dann m = (é} Beispiele (x, f(x)) ein und bestimmt unter
ihnen wie angegeben eine Hypothese g : {0, 1}* — {0, 1}, also g = f,. Wir bestimmen m so,
dass gilt: Mit Wahrscheinlichkeit 1— & ist der Fehler von g im Vergleich mit der Zielfunktion f = f,
bezlglich der Verteilung D durch e begrenzt, d.h.: D({x | g(x) # f(x)}) < €.

Es sei c der lexikographisch erste Vektor mit D({x | ¢ <iex x <tex a}) < €.
Dies liefert eine Abschatzung fir den moglichen Fehlerbereich.
Es gibt zwei Falle:

e ¢ = O0": Dann ist stets ¢ <oy b <iex a und mit Wahrscheinlichkeit 1 wird eine Formel
gelernt, die der Bedingung D({x | f(x) # g(x)}) < e genugt.
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e c 0™ Dannist D({x | ¢ <tex X <tex a}) > €.~
Mit Wahrscheinlichkeit 1 — (1 — €)™ ist 1 aus m Beisp. in diesem Intervall.
m muss so grof3 gewahlt werden, dass 1 — (1 —e)™ > 1 — 3 ist.

Also ist die Bedingung 1 — (1 — €)™ > 1 — & hinreichend. Forme um:
1—9 1T—(1—e)™
(1—e)™ d
m - log(1 — €) log(d)
log(?)
log(1 — €)

VANRVANRVAN

m

Vv

Nun benotigt man am Ende nur ein hinreichend grof3es m, dieses muss aber nicht optimal sein.
Man kann den Term |log(1 — €)| = € + €? + €3 + ... nach unten durch e abschéatzen und |log(d)
nach oben durch ; abschatzen.

Dadurch erhalt man die einfachere Bedingung m > 5_ ein Polynom in n, 3 und !

Die Rechenzeit ist ebenfalls polynomial in n und der Beispielanzahl m, also polynomlal in den
drei Parametern von M. O
Um mit 99% Wahrscheinlichkeit einen Fehler von 1% zu haben, bendtigt man 10000 Beispiele.



Das Lemma von Haussler, eine Alternative zum Lemma von Valiant

Die Stichprobenkomplexitat eines Algorithmus flr gegebenes H, C, € und & ist
die Anzahl von Beispielen m(e, 6, ), (hier: Abh. von ) nach denen der Algo-
rithmus spatestens ein beliebiges C € C mit Wahrscheinlichkeit & bis auf einen
Fehler von e approximiert (PAC-gelernt) hat.

Zunachst benutzen wir einen Hypothesenraum mit endlicher Gro3e |H].

Satz: [Stichprobenkomplexitat] Die Stichprobenkomplexitat m eines endlichen
Hypothesenraums H mit H = C ist begrenzt durch

1

E(ln |H| 4+ In(1/0));
das kleinste m, fur das die Ungleichung gilt, gibt die Anzahl von Beispielen an,
nach denen spatestens jedes C € C PAC-gelernt werden kann.

m(e) 6) H) Z
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Beweis (nach Haussler) Der Versionenraum zu ‘H enthalt zu jedem Zeitpunkt nur mit den bisher
gesehenen Beispielen konsistente Hypothesen.

Der Versionenraum ist also endlich.

Wir betrachten den schlimmsten Fall: Bezuglich der bisher gesehenen Beispiele ist eine Hypo-
these im Versionenraum zwar korrekt, tatsachlich ist inr Fehler aber gréBer als e.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige Hypothese mit Fehler gro3er als € ein zufallig gezo-
genes Beispiel richtig klassifiziert, ist also hochstens (1 —e)™.

Bei k Hypothesen ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine von ihnen schlecht ist (d.h. einen Fehler
gréBer als € hat), héchstens k(1 — e)™.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine der Hypothesen im Versionenraum einen Fehler gro-
Ber als € hat, hdchstens |H|(1 — e)™.

Dies beschrankt die Wahrscheinlichkeit, dass m Beispiele nicht ausreichen, um die schlechten
Hypothesen aus dem Versionenraum zu tilgen.

Da e € (0, 1), kbnnen wir sie ganz grob abschéatzen als |H|e ¢™.

Damit ein Begriff PAC-gelernt wird, muss diese Wahrscheinlichkeit kleiner sein als 6:

[H|e ™ < 0.
Eine Umformung dieser Gleichung ergibt das Gewlnschte. O

Hinweis: Hieraus ergibt sich auch die Lernbarkeit von k-DNF wegen [H,, | = c¢!?V)".
23



Vapnik-Chervonenkis-Dimension (VC-Dimension)

Sei ‘H der Hypothesenraum Uber X und S eine m-elementige Teilmenge von X.
S wird von H zerschmettert (shattered), falls es fiir alle S’ C S eine Hypothese
Hg/ € H gibt, die S’ abdeckt, d.h. SN Hg, =S’ M.aW.:2> ={HNS|H e H}.
Alle Teilmengen von S werden also durch Hypothesen in H erkannt.

Die Vapnik-Chervonenkis-Dimension von H, VCdim(H), ist die Anzahl der Ele-
mente von der groBten Menge S, wobei S von H zerschmettert wird.

VCdim(H) = max{m : IS C X, |S| = m, H zerschmettert S}.

Sie gibt also an, wieviele Unterschiede H machen kann. Wenn es kein Maximum
der Kardinalitat von S gibt, ist VCdim unendlich.

Mitteilung [Blumer et al.] Unter gewissen maftheoretischen Annahmen gilt:
C ist streng PAC-lernbar gdw. VCdim(C) < .

24



Satz: [VC-Dimension endlicher Hypothesenraume]
Wenn der Hypothesenraum 7 endlich ist, dann ist VCdim(H) < log,(|H|).

Beweis: Um eine Menge der Grél3e m zu zerschmettern, sind mindestens 2™
verschiedene Hypothesen notig, weil es ja 2™ verschiedene Teilmengen gibt. O

Umgekehrt kann man fiir # C 2X per Induktion zeigen:

H| < (1X] + 1)VCdim(#H],

Mitteilung
Die Ermittlung der genauen Vapnik-Chervonenkis-Dimension ist NP-hart.

25



Ein konkretes Beispiel

Lemma: VCdim(APR,) = 4.

VCdim(APR,) > 4 bedeutet: Es gibt mindestens eine vierelementige Teilmenge des R?, von
der jede Teilmenge durch achsenparallele Rechtecke abgedeckt werden kann.
Betrachte dazu die Punkte (2,2), (1,1), (3,1), (2,0) an der Tafel.

VCdim(APR;,) < 5 bedeutet: Es gibt keine flinfelementige Teilmenge des R?, von der jede
Teilmenge durch achsenparallele Rechtecke abgedeckt werden kann.

Diskutiere anhand des bisherigen Tafelbildes:

der finfte Punkt liegt innerhalb der konvexen Hulle der anderen vier oder “auf dem Rand”.
Genauer: Betrachte APR, das funf Punkte umschlief3t, Dieses wird bestimmt durch hochstens
vier dieser Punkte. Ein Punkt lasst sich also von diesen hochstens vieren nicht trennen.

Lemma: (ohne Beweis) VCdim(k — DNFy) = ©(nk).
26



VC Dimension und PAC-Lernen

Begriffserweiterung far H C X*:
VCdim(H) : N = N, VCdim(#H)(n) = VCdim{H N Z=™ | H € H)).

Mitteilung: Dann gibt es einen Lernalgorithmus fur H mit Stichprobenkomplexitat

m(e,d,n) = % (n+ 1) VCdim(H)(n)In2 —1nd)).

Dabei wird einfach irgendeine mit der gezogenen Beispielmenge konsistente
Hypothese ausgegeben.

Folgerung: Eine Konzeptmenge ist mit polynomieller Stichprobenkomplexitat lern-
bar gdw. ihre VC-Dimension ist polynomiell.
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Grenzen der PAC-Lernbarkeit

Das Konsistenzproblem zu einer Konzeptklasse C ist wie folgt definiert:
Gegeben eine Stichprobe

(<X1>€1> y .o °><Xm>€m>) )
gibt es ein Konzept C € C, sodass C(x;) = ¢; fur alle i?

Die randomisierte Komplexitatsklasse RP wollen wir hier nicht genau einflhren.
Ware RP=NP, so wirde das bedeuten, man konnte mit Wahrsch. > .5 bestim-
men, ob eine bel. Formel erfullbar ist.

Allgemein wird daher geglaubt, dass RP von NP verschieden ist.

Mitteilung: Falls RP von NP verschieden ist, so gibt ist firr C keinen polynomiellen
strengen PAC-Lerner, sobald das Konsistenzproblem fiar C NP-hart ist.

28



Grenzen strenger PAC-Lernbarkeit

Definition [k-Term-DNF] Eine Formel T; \V ... V Ty, bei der jeder Term T, eine
Konjunktion Uber beliebig vielen (aber nattrlich hochstens n, der Anzahl Boo-
lescher Variablen) Literalen ist, ist in k-Term disjunktiver Normalform (k-Term-
DNF).

Mitteilung: Das Konsistenzproblem fur k-Term-DNF ist NP-hart;
somit ist diese Klasse nicht polynomiell streng PAC-lernbar, sofern RP von NP
verschieden ist.

ABER: Zu jeder Formel in k-Term DNF gibt es (durch Ausmultiplizieren) eine
aquivalente in k-KNF.
Daher gibt es einen polynomiellen PAC-Lerner flr k-Term-DNF.
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Grenzen “schwacher” PAC-Lernbarkeit

Mitteilung: Es ist moglich, flr einen (hier nicht naher angegebenen) abgeschwach-
ten PAC-Lernbarkeitsbegriff eine Konzeptklasse zu konstruieren, aus deren PAC-
Lernbarkeit folgen wirde, dass das RSA-Verschlisselungssystem gebrochen
werden konnnte.

Genauer kdnnte man dann das erste Bit eines Textes korrekt klassifizieren, und
damit eben (gemaf3 bekannter Resultate zur RSA-Verschllsselung) den gesam-
ten Text.

Genaueres findet man im angefthrten Buch von Fischer.
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PAC-artiges Lernen regularer Sprachen

Es gebe eine beliebige aber fixierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P(-) auf der
Menge aller Worter Gber dem Alphabet ~. Dem Lerner sei diese Verteilung un-
bekannt.

R C X* seidie zu lernende Sprache. Der Lerner kann Informationen durch Aufruf
zweier Orakel gewinnen:

e IN(x) liefert 1 gdw. x € R (sonst 0);

o EXliefert gemaf der Wahrscheinlichkeitsverteilung P ein Paar (x,d) € £* x
{0,1} mitx € Rgdw. d = 1.
Aufeinanderfolgende Aufrufe von EX seien statistisch unabhangig.
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Der (zu konstruierende) Lernalgorithmus L}, bekommt bei seinem Aufruf zwei
Parameter Ubergeben, die Genauigkeit € und die Unzuverlassigkeit & (beide in
(0, 1) gelegen).

Ziel ist es, eine e-Ndherung von R zu inferieren, d.i., einen Automaten A zu
finden, so dass die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis “symmetrische Differenz
von R und L(A)” hochstens gleich e ist, also

> P)<e
xERAL(A)
gilt.
Ist A eine e-Naherung von R, so ist die Wahrscheinlichkeit daflr, durch einen
Aufruf von EX einen Unterschied von R und L(A) zu finden, hochstens gleich e.
Frage: Wieviele lterationen eines noch zu beschreibenen Grundalgorithmus sind
notig, um die Genauigkeit € mit Wahrsch. mind. (1 — 6) zu erzielen?
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L7 : eine Modifikation von L*.

Eine Elementanfrage wird durch einen Aufruf von IN simuliert.

Jede Hypothese wird durch eine Anzahl von Aufrufen von EX getestet, was in
diesem stochastischen Modell die Aquivalenzanfragen an den Lehrer ersetzt.
Liefert namlich irgendein Aufruf von EX ein Paar (x,d), so dass d = 1, aber
M(S, E, T) lehnt x ab (oder umgekehrt), so fungiert x als ein Gegenbeispiel fur
die Hypothese M (S, E, T) von Lj, und L} modifiziert seine Hypothese wie vor-
dem L*.

Liefert keiner der Aufrufe von EX ein Gegenbeispiel, so halt L}, mit der Ausgabe
M(S,E, T).
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Frage: Wieviele Aufrufe —in Abhangigkeit von & und e— muss Lj machen, um
eine Hypothese “genlgend” zu testen?

Wir lassen eine Abhangigkeit von der Zahl der bisher getesteten Hypothesen zu.
Sei

€
Sind bislang 1 Hypothesen getestet worden, so macht L} [r;] Aufrufe von EX.

T = l (ln%Jr (In2)(1 + 1)) .
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Satz: Es sei n die Anzahl der Zustande des minimalen DEAs fUr die unbekannte,
zu lernende reguldre Sprache R C x*.

Dann terminiert L, nach
1 1 )
@, (n+— (nln—+n ))
€ d

vielen Aufrufen des EX Orakels. Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass der dabei
von L} ausgegebene Automat eine e-Naherung von R ist, betragt mindestens
1 — 0.

Die Laufzeit von L ist polynomiell in n und der Lange der durch die EX-Aufrufe
erhaltenen Beispiele.

35



Beweis: Wie wir schon bei der Analyse des Algorithmus L* gesehen hatten, werden hdchstens
n — 1 Gegenbeispiele verarbeitet, bis der Algorithmus terminiert. Daher betragt die Zahl der
Aufrufe von EX bis zur Terminierung héchstens:
-2
(141 ))

1

n—2

1 1
Z(n—l—ﬂ = (n—1)—|—g ((n—])lng—k(an)

i=1
1 ] )
e On+—-(nlh=-+n )
€ )

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass L}, mit einer Hypothese terminiert, die keine e-
N&aherung von R darstellt, nachdem bislang i Hypothesen getestet wurden?
Diese betragt (sozusagen in “Runde 1) hochstens (1 — e)™.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dass der dabei von L} ausgegebene Automat keine e-
N&herung von R ist, h6chstens:

3

I
o

n—2 n—2
Z (1—¢e)" < e
i=0 i=0
n—2
o
< — < )
- ZH—] -
i=0
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