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Lernalgorithmen | Gesamtiibersicht

0. EinfUhrung

1. ldentifikation (aus positiven Beispielen)

2. Zur ldentifikation regularer Sprachen, mit XML-Anwendung
3. HMM — Hidden Markov Models

4. Lernen mittels Anfragen & zur Roboterorientierung

5. Lernen mit negativen Beispielen

6. PAC-Lernen



Organisatorisches

Vorlesung DI 14.15-15.45, HZ 201
Publikum Hauptdiplomsstudierende und Masterstudierende

Ubungsbetrieb in Form von einer “GroBen Ubungsgruppe”

MI 8.25-9.55, F59

BEGINN: in der dritten Semesterwoche

Die VL in der zweiten SW wird verlegt auf die Ubungszeit der Woche!

Dozentensprechstunde DO, 13-14 in meinem Bluro H 410 (4. Stock)
Mitarbeitersprechstunde (Anna Kasprzik) DO 13-14 H 415

Modulprufung: mindlich



Identifikation (aus positiven Beispielen): Literatur:
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pp. 447-474.

L. Blum, M. Blum. Toward a mathematical theory of inductive inference. Infor-
mation and Control 28 (1975), pp. 125—155.

D. Angluin. Inductive inference of formal languages from positive data. Informa-
tion and Control 45 (1980), pp. 117—135.

S. Jain, D. Osherson, J. S. Royer, A. Sharma. Systems that learn. 2. Auflage,
MIT Press, 1999.



Golds Lernmodell des Textlernens
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L L=L(D...)



Mégliche Welten: Die Menge £ C 2N der aufzéhlbaren “Sprachen”.

Zur Darstellung von Beispielstromen:

Ein Text sei irgendeine Abbildung T : N — N U {#}.
#. Pausenzeichen

Der Inhaltvon T: Inh(T) ={T(1)i € N, T(i) # #}.
T heif3t Text fur L C N, falls Inh(T) = L.

Hinweis: FUr jede nicht-leere Sprache gibt es unendlich viele Texte, denn

(1) die Anordnung ist beliebig, (2) Wiederholungen sind zulassig, und

(3) # kann beliebig eingeflgt werden.

Ein Text modelliere den Beispielstrom (aus der “gewéhlten” Sprache L € &) in den Lerner,
der seine Hypothesen in Form von Turingmaschinen (Gédelnummern) oder Programmen oder
Grammatiken / Automaten eines bestimmten Typs auf3ern kann.



Setze T[n] = (T(0),...,T(m—1)).
SEQ = {T[n]|T Text,n € N} ist die Menge aller endlichen Folgen Uber N U {#].

Die Ldange von o € SEQ werde mit |o| bezeichnet.
Bem.: T beginnt mit o genau dann, wenn T[|o|] = o.

Bem.: T[n] ist die Datenmenge, die den Lerner bis zum n-ten Zeitpunkt zur Ver-
flgung steht.

Gehen wir von einer fixierten Nummerierung aller Turingmaschinen aus, so kon-
nen wir einen Lerner, auch Inferenzmaschine (IM) genannt, als (zunachst belie-
bige) partielle Funktion F : SEQ—o—N verstehen.

Notation: F(T[n]) |: F ist definert auf T[n], das heif3t, der Lerner auf3ert eine Hy-
pothese nach Beobachtung von (T(0),...,T(n—1)).

Zugehorige Sprache: L(F(T[n])).



F konvergiert auf Text T, falls es einen Grenzwert i & N gibt,
sodass dng € N Vn > ngy: F(Tn]) =1
In Zeichen: F(T) | = 1.

F identifiziert Text T genau dann, wenn
FHeN:FT) |[=1ALAH) = Inh(T).

F identifiziert L € £ genau dann, wenn
V Texte T : Inh(T) = L = Fidentifiziert T.

F identifiziert L C £ genau dann, wenn

VL € L : Fidentifiziert L.

(sonst heil3t £ nicht identifizierbar.)

Anstelle von /dentifikation spricht man auch vom Textlernen.



Die Konkatenationvon o, T € SEQ notieren wir durch Hintereinanderschreiben.
o C T (o C 1) dricke die (echte) Prafixrelation aus.

Gilt o0p C 07 C ... C on C ..., so bezeichne U, ¢y on den dadurch eindeutig
festgelegten Text.

Es seien L € &, ein Lerner Fund o € SEQ gegeben.
o heil3t Schlussiolge (locking sequence) fur F auf L genau dann, wenn

(@) Inh(o) C L,

(c) VT € SEQ, Inh(t) C L = F(ot) = F(0).



Satz: (Blum & Blum) Identifiziert F eine Sprache L € £, so gibt es eine Schlussfol-
ge fur F auf L.

Beweis: Gegeben: L € £ und F. O.E. sei F auf ganz SEQ definiert.
Annahme: Es gibt keine Schlussfolge o fur F auf L. D.h.:

Vo € SEQ, Inh(o) C L N L(F(o)) =L
—> dt € SEQ: Inh(t) C L AF(oT) # F(o). (*)

Wir zeigen: Aus (x) folgt die Existenz eines nicht identifizierbaren Textes T far L.
Es sei U =u(0),u(1),u(2),...ein beliebiger Text fur L.
Wir definieren induktiv eine Folge on C T.
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n=20:0y=0.

n—on+1l:

1. Fall: L(F(on)) # L. Setze 0,, 1 = onu(n).

2. Fall: L(F(on)) = L.

(%) gewahrleistet die Existenz von T € SEQ, Inh(t) C L, F(onT) # F(on).
Setze 0,11 = onTu(n).

Esist o; C o;.1 fur alle 1; setze daher T = J;;cy on.

Da U ein Text fur L ist, ist auch T ein Text fir L.

F konvergiert aber nicht auf T, denn fir alle n + 1 € N ist
entweder L(on) # L

oder es gibt ein T € SEQ, onT E 04,11, F(onT) # F(on).
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Satz: (Angluin) £ C & ist identifizierbar genau dann, wenn

VLe £LID CL,[Dy/<oo VL' €L, L’#4AL, D CL =1' ¢ L

Obiges Dp hei3t auch charakteristische (Teil-)Menge von L.

Beweis: Es sei £ C £ gegeben.

(1) Angenommen, F identifiziert L.

Dann gibt es zu jedem L € £ eine Schlussfolge oy fur F auf L.
Setze D; = Inh(op).

Zuzeigen:VL' e L, L"#4 1L, D CL' = L' ¢ L

Betrachte die Situation Dy C L/, L’ C L fir zwei L,L’ € L.

Es sei T ein Text fir L’ mit T[|o7|] = o1 (wegen Inh(oy) C L/).
Da o7 Schlussfolge, gilt: L(F(op)) =L, also L’ = L(F(T)) = L.
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(2) Annahme: VL € £3D; CL(|Dy| <o)Vl €e L, L' #L, DL C L' = L' ¢ L. [+]
Definiere einen Lerner F’ wie folgt:

F/(o) sei das kleinste i € N, so dass fir ein L € L gilt:

(a) L(i) =L,

(b) D; C Inh(o) C L.

Gibt es solch ein i nicht, so sei F’ undefiniert.

Zu zeigen: F’ identifiziert L.

Wir fixieren L’ € £ und einen Text T flr L.

Es gibt dann ein ny € N, so dass Dy C Inh(Tny]) C L.

Sei iy der kleinste Index fiir L’. Nach Konstruktion von F’ gilt:

F’ konvergiert gegen iy auf T (und identifiziert so T), falls:

Vi <ip,L=LG) € LVm € N,Dy C Inh(T[m])In’ > mvVn > n’: Inh(T[n]) € L.
Seialsoj <iyundm € NgegebenmitL =L(j) € £,Dr C Inh(T[m]).

Wegen L # L’ und D C Inh(T) =L’ gibt es wegen [+] ein xp € L'\ L.

T ist ein Text flr L, so dass es ein n’ gibt mit xo € Inh(T[n]) fir alle n > n’.
Daher ist Inh(T[n]) £ L.
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Grenzen des Textlernens

Eine Sprachklasse, die alle endlichen sowie eine unendliche Sprache enthalt,
heil3t superfinit.

Folgerung: (Gold) Keine superfinite Sprachklasse ist identifizierbar.
Folgerung: Die Klasse der regularen Sprachen ist nicht identifizierbar.

Warum sind dies einfache Folgerungen ?
Hinweis: Im ersten Fall: Wahle als L vom Satz von Angluin eine unendliche Sprache.
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Rekursive Identifizierbarkeit (d.h.: Lerner sind TM)

Satz: Es gibt eine identifizierbare, aber nicht rekursiv-identifizierbare Sprachfa-
milie.

Beweis: Es sei K = {n € N|die n-te TM hélt, angesetzt auf n } (Halteproblemsprache).

K kodiert das Halteproblem flr Turingmaschinen und ist bekanntermaf3en rekursiv aufzahlbar,
aber nicht entscheidbar.

Betrachte = {K U {x}|x € N}.

IC ist identifizierbar durch

Fo) = Index von K, falls Inh(o) C K,
| Index von KU {x}, falls Ix ¢ K, x € Inh(o).

Wir zeigen, dass K nicht rekursiv identifizierbar ist.
Angenommen, ein TM-berechenbarer Lerner F identifiziert /.
Dann gibt es eine Schlussfolge oy fur F auf K € K.

Fixiere eine berechenbare Aufzahlung yo, y1,y2,... von K.
FUr jedes x € N bezeichne T* den Text oxxyoy1yz.. ..
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Es gilt:

(a) Vx € K: T*ist Text fur K.

(b) vx € K : T*ist Text fir K U {x} # K.

Also: Nur Texte “far” KC!

Aus (a) folgt (denn oy ist Schlussfolge flr K):

Vx € KVn > |ox| : F(T*[n]) = F(ok).

Aus (b) folgt (denn F |dentifiziert KC):

Vx € Kan > |ok| : F(T*[n]) | AF(T*[n]) # Flox).
Ware F eine (partiell) rekursive Funktion, so auch

x : N—ooN, x(x) = { rTniISlE)Sn(st) > |o| AF(T¥n]) # F(o)}, falls def.

Hierbei: S(n) sei Schrittzahl einer F realisierenden TM bei Eingabe von T*[n].
Der Definitionsbereich von x wéare K, d.h., K ware rekursiv aufzéhlbar. Widerspruch!
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Satz: Es sei FO,F!,... eine Aufzahlung aller Turing-berechenbaren (mdglicher-
weise partiellen) Lerner.

Dann gibt es eine total-rekursive Funktion f : N — N, so dass

(a) Ff(V) total ist und

(b) VL € &: falls Fl identifiziert L, dann gilt; FfV) identifiziert L.

Beweis: F'V) soll F* simulieren, aber definiert sein auf o, falls Fi(o) 7. Es sei oy das langste
Prafix von o € SEQ (falls dieses existiert), auf dem F* nach |o| Schritten fertig ist.

(i) Fi(orq)), falls of) definiert ist.
FHlo) = 0, sonst.

Sei T ein Text fur L, und F' identifiziere L, d.h., es gibt ein n,,

so dass fur alle n > ny F(Tn]) = F(T[ne]) ein Index fir L ist.

Sei s die Laufzeit zur Berechnung von F*(T[ny]).

vn > max{ng, s} : FFY(Tn]) = F{(T[nel), das heift:

Ff konvergiert auf T gegen einen Index von L. 0
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Weitere Begriffe | Speicherbeschriankte Lerner

Wir setzen:

o =0, falls o0 =0,

und o~ = (o(0),...,0(|o] —2)), falls o € SEQ \ {0};
Olqst = #, falls o = 0,

und o4t = o(jo] — 1), falls o € SEQ \ {0}.

Ein Lerner F heil3t speicherbeschrankt, falls
Vo,T € SEQ F(o7) = F(t7) A\ 01gst = Tlast = F(o) = F(1).

Mitteilung: Es gibt ein £ C &, L identifizierbar, aber nicht speicherbeschrankt
identifizierbar.
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Weitere Begriffe | Fette Texte

Ein Text T heif3t feft, falls
Vie Inh(T):{n | T(n) =i} = .

Mitteilung: £ C £ ist genau dann identifizierbar, wenn £ von einem speicher-
beschrankten Lerner auf fetten Text identifiziert werden kann.
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Weitere Begriffe | Konsistente Lerner

Ein Lerner hei3t konsistent auf L, falls Vo, Inh(o) C L = Inh(o) C L(F(0)).

Satz: Jede konsistent rekursiv-identifizierbare Sprachfamilie £ C £ enthalt nur
rekursive Sprachen.

Beweis: Es sei o eine Schlussfolge fir L € L.
Ist x € L, so qilt F(o) = F(ox).
Ist x € L, so ist —wegen der Konsistenz von F— F(ox) kein Index von L,
da sonst Inh(ox) € L(F(ox)) = L ware; also ist F(ox) # F(o).
Daher gilt: x € L genau dann, wenn F(ox) = F(o).
F total rekursiv ~» Entscheidungsverfahren far L. O
Da {K} trivial rekursiv identifizierbar ist (Erinner.: K ist die Halteproblemprache),
ist Konsistenz folglich eine echte Einschrankung. Es gilt sogar starker:
Mitteilung: Es gibt auch £ C &, die nur rekursive Sprachen enthalten, die re-
kursiv identifizierbar aber nicht konsistent rekursiv-identifizierbar sind.
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Weitere Begriffe | Konservative Lerner

Ein Lerner F heil3t konservativ auf L genau dann, wenn Vo C t,Inh(t) C LN
L(F(o)) = F(o) = F(1).

Mitteilung: Auch die Einschrankung auf konservative Lerner verkleinert die Fa-
milie der so rekursiv-identifizierbaren Sprachen.
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Weitere Begriffe | Kleine Fehler

L heiBt endliche Variante von L’ genau dann, wenn die symmetrische Differenz
LAL'=L\L'UL’\ L endlich ist.

L C & uberdeckt £ genau dann,

wenn VL € £3L’ € £: L’ ist endliche Variante von L.

Mitteilung: (Wiehagen): Es gibt eine rekursiv-identifizierbare Sprachfamilie £ C
£, die £ Uberdeckt.
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Weitere Begriffe | Strenge Annaherung

Fixiere eine Grammatikklasse G. Eine Grammatik G € G wird sireng angenéahert,
wenn fur die Hypothesenfolge (Gt)icy zU jeder beliebigen Aufzahlung von L(G)

gilt:
1. Vw € L(G)3ty € NVt > ty: w € L(Gy),
2. VH € G,L(H) \ L(G) # 03ty € NVt > ty: G # H und
3. 3t : L(G) = L(Gt) A{tj | G = Gy, } = o0,

Mitteilung: (Feldman) Jede rekursive Grammatikklasse kann durch einen rekur-
siven Lerner streng angenahert werden.
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Lernen von Funktionen

Texte enthalten Paare (x,y), x,y € N, so dass in jedem Text G zu jedem x € N
genau einy € N erscheint, d.h. (x,y) € Inh(G).

G ist also ein Text fur den Graph einer totalen Funktion f : N — N.

SEG: die Menge aller endlichen Prafixe von Texten fur Funktionen.

Den Begriff des Lernens im Limes kann man leicht auf Funktionen Ubertragen.

Satz: Die Menge R der total-rekursiven Funktionen ist identifizierbar.

Beweis: FUr o € SEG sei F(o) der kleinste Index i einer totalen rekursiven Funk-
tion @; mit Inh(o) C Graph(e;).

Da fur alle f,g € R, f # g es “Zeugen” in x,y,z € N gibt mit (x,y) € Graph(f)
und (x,z) € Graph(g), y # z, folgt die Limeslerneigenschaft von F. O

Mitteilung: (Gold) R ist nicht rekursiv-identifizierbar.
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Zum weiteren Vorlesungsablauf

Bislang: Lerntheorie
Hypothesen sind meist Zahlen (Godelnummern)
Weiteres siehe Spezialvorlesung Lern+Rekursionstheorie im WS

Danach / ab der nachsten Vorlesung: Grammatische Inferenz
Hypothesen sind konkrete Grammatiken / Automaten etc.

= Die speziellen Eigenschaften solcher Sprachbeschreibungen kdnnen ausge-
nutzt werden.

= Wir lernen Algorithmen kennen, die programmiert und auch praktisch einge-
setzt werden konnen.
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